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PROLOGO 


En el presente libro, los problemas y ejercicios de andlisis 
matematico se ban escogido de acuerdo con el programa maximo 
del curso general de matematicas superiores que se estudia en los 
centros de ensenanza tecnica superior. Contiene mas de 3000 
problemas sistematizados en capitulos (I —X) y abarca la totali- 
dad de las partes que constituyen el curso de matematicas superiores 
de los mencionados centros de ensenanza (excepto la geometria 
analitica). Se ha prestado especial atencion a las partes que, por 
ser mas importantes, requieren una mayor practica (determinacion 
de limites, tdcnica de diferenciacion, construccidn de las graficas 
de las funciones, tecnica de integracidn, aplicacidn de las inte¬ 
grates definidas, series y resolucion de ocuaciones diferenciales). 

Teniendo en cuenta que en algunos centros de ensenanza 
superior se explican capitulos suplementarios al curso de mate¬ 
maticas, los autores han incluido problemas de teoria de los campos, 
del metodo de Fourier y de calculos aproximados. La practica 
pedagdgica demuestra que el ntimero de problemas que se ofrecen, 
no sdlo es mas que suficiente para cubrir las necesidades de los 
estudiantes para reforzar practicamente el conocimiento de los 
capitulos correspondientes, sino que tambidn da al profesor la 
posibilidad de hacer una seleccion variada do los problemas dentro 
de los limites de cada capitulo y de elegir los necesarios para 
las tareas de resumen y los trabajos de control. 

Al principio de cada capitulo se da una breve introduccidn 
tedrica y las definiciones y formulas mas importantes relativas 
a la parte correspondiente del curso. Al mismo tiempo se ofrecen 
ejemplos de resolucion de los problemas tipicos mas interesantes. 



6 


Prologo 


Con ello creemos haber facilitado a los ostudiantes el empleo do 
oste manual de problomas al rcalizar sus trabajos individuales. 

Se dan las soluciones de todos los problomas do calculo. En 
las soluciones do aquellos probiemas que van marcados con un 
astorisco (*), o con dos (*»), se incluyen breves indicaciones para 
su resolucion o resoluciones. Parte de los problomas se ilustran 
con figuras para hacerlos mas comprensibles. 

Este manual de problomas es ol resultado de largos auos de 
onsefianza de la disciplina, por parte do los autores, en los centros 
de ensenanza tecnica de la Union Sovietica. En el, ademas de 
probiemas y ejorcicios originales, se han recogido numerosos 
problomas cuyo conocimiento es genoral. 



Capitulo I 

1NTR0DUCCI0N AL ANALISIS 


§ 1. Goncepto de funcion 

1°. Numeros real os. Los numeros racionalos e irracioaalos se 
denominan ndmoros reales. Por valor absoluto de un numero real a se cntien- 
do un numero no negative J a |, detcrininado por las condicionos: |u| = a, 
si a> 0 y | a | = — a, si a<0. Para dos numeros reales cualosquiera a y b 
so vorifica la dosigualdad 

|«+*|<|«|+|H 

2°, Definicidn do la funcion. Si a cada uno do los valores*) 
quo puede tomar una magnitud variable x. portenocicntc a un determinado 
conjunto E, corrospondo un valor unico, finite y determinado do la mag¬ 
nitud y, esta magnitud y rocibe cl nombre de funcion (uniformo) do x, 
o de variable dependienle determinada on el conjunto E\ x so llama argumento 
0 variable independientc. El beebo do quo y sea funcidn de * so expresa 
abreviadamento por medio de las notaciones: y = /(z) o y = F(x), etc. 

Si a cada uno de los valores que pueda tomar x, porlenocionte a un 
determinado conjunto E, corrcsponden uno o varios valores do la magnitud 
variablo y, esta magnitud y so llama funcion multi forme de x , dotermiuada 
en el conjunto E. fen lo sucosivo, con la palabra «funcion» designaremos 
unicameule las funclones uniformo s, siempre quo de forma explicits no 
se prevenga lo contrario. 

3°, Campo de existonola do la funcion. El conjunto de 
valores do x, que detcrmlnan la funcion dada, so llama campo de exislencia 
o campo de definicidn do la funcion. 

En los casos mds elementalcs, el campo de existencia de las funciones 
represents: o un seymenlo fa, b), os decir, un conjunto de ndmoros reales x, 
que satisfacen a las desigualdades o un intervalo (a, b), es decir, 

un conjunto de numeros reales x, que satisfacen a las desigualdades a <^x < b. 
Pero la estructura del campo de existencia de las funciones puede ser adn 
tnfis compleja (vease, por oj., el problema 21). 

E jemplo 1. Determinar el campo de existencia de la funcion 

^ yirr 

So lucio n. La funcion estord dofinida si 

* 2 -i>0, 

es decir, si |x|>l. Dc esta forma, el campo de exislencia de la funcion 
representa un conjunto de dos intervalos: — co<a:<;— 1 y 1 < x < -f- co. 

*) En adelanto, todos los valores de las magnitudes que se oxarninen se 
supondran reaies, siempre quo de manera explicits no se indique lo contrario. 
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4°. Funciones invorsas. Si la ecuacion y = f ( 2 ) admite solucion 
unica respecto a la variable x, es decir, si exists una funcion x = g(y) 
tal, que y = Hg(v)l la funcion x=g(y), 0 siguiendo las notaciones usuales 
y = g(x), se llama inverse con relacion a y = f(x). Es evidente que g[/(z)J = 
= x, es decir, que las funciones f(x) y g(i) son reciprocamente inversas. 

En el caso general, la ecuaci6n y=f(x) determinard una funcion mul¬ 
tiforme invorsa x = f~ 1 {y) tal, que y ==/(/-! (g)) para todas las y , que sean 
valores de la funcidn / (x). 

E j e m p 1 o 2. Determinar la inversa de la funcidn 

y = i-2~\ ( 1 ) 

Solucidn. Resolviendo la ecuacion (1) respecto a x, tendremos: 

2-*=l — y 


)>?(<—y) ») 

lg2 


( 2 ) 


Es evidente que el campo do dofinicion de la funcion (2) sera: 
-ao<y<l. 

5°. Funciones compuestas 0 impHcitas. La funcion y de 
x , dada por una cadona de igualdades y = /(u), donde u = (p{x), etc., se llama 
compuesta 0 funcion dc funcion. 

La funcidn dada por una ecuacidn que no esta resuelta con respecto 
a la variable dependiente, recibo el norabro de implicita, Por ejomplo, 
la ocuacidn x s + y 3 = l determina a y como funcidn implicita de x. 

6°. Represontacidn grdfica de las funciones. Et con- 
junto de puntos (x, y) de un piano XOY, cuyas coordenadas estdn rolacionadas 
ontro si por la ecuacidn y = /(z), so denomina gr&fica do dicha funcidn. 


1 **. 


Domostrar, que si a y b son numeros reales 




2. Domostrar las siguientes igualdades: 


a) 

b) |a| 2 = a 2 ; 


c) 

d) 


Va*=\a\. 


3. Resolver las inecuaciones: 


a) I ^ — 1 j < 3; c) 12x+11 <1; 

b) |x+l|>2; d) |*-l|<|a: + l|. 

4. Hallar /(-1), /(0), /(1), /{2), /(3) y /(4), si /(x)=x 3 - 
— 6x 2 + llx—6. 

5. Hallar /(0), / (--§-) , /(-x), / (±) , si /(*) = 


= V 1 -4- x*. 


*) lg x = log 10 x, como siempro, designs el logaritmo decimal de] niimero x. 



Cancepto de la funciSn 
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6. Sea f (z) = arc cos (Ig x). Hallar /(^)» /(l) Y / (10). 

7. La funcion / (x) es lineal. Hallar dicha funcion, si 
/(—1) = 2 y /(2) = -B. 

8. Hallar la funcion entera y racional de segundo grado / (a;), 

si / (0) = 1, / (1) = 0 y / (3) = 5. 

9. Se sabe que, /(4)= — 2 y / (5) = 6. Hallar el valor apro- 
ximado de /(4, 3), considerando que la funcion f (x), en el seg¬ 
ments 4<z<5, es lineal ( interpolation lineal de funciones). 

• 10. Escribir una sola formula que exprese la funcion 


/(*)== 


0, si x<0, 
x, si z>0, 


empleando el signo de valor absoluto. 

Determinar el campo de existencia de las siguiontes funciones: 

11. a) y~V~x+ T; b) y = y'x + i. 

‘2- 

13. a) (/ = Vx* — 2; b) y = xVx*-2. 

y = V2 + x-x*. 

y=r 


14** 

15. 


■ x ■ 


V2+1 


16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22. 


y = Yx — x\ 
, 2-fz 

^ = ’S 2777 • 


y = lg 


x 3 — 3x-j-2 


y — arc cos 


x+l 
2x 


1 + * ‘ 


y = arc sen (lg . 

y=Y sen2z. 

Sea / (z) = 2x 4 — 3x 3 — 5x 2 - 4 - 6x—10. Hallar 

<?(*)=4 [/(*)+/(-*>i y 

23. La funcion /(x), determinada en el campo simdtrico 
— l<.x<.l, se denomina par, si / (— x) = f (x), e impar, si 
/ ( x) — / (x). 
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Detorminar, cuales de las siguiontes funciones son pares y 
cuales impares: 

a) /(x) = ± (a* + «-*); 

b) f(x) = Y\ + x+x i —Y \~x + z 2 ; 

c) / (x) = 

d) /(*) = Igj±f; 

e) / (x)=ig (x+yT+^). 

24*. Demostrar que cualquicr funcidn / (a:), determinada cn ol 
intcrvalo — puede rcpresentarse como la suma de una 

funcidn par y otra impar. 

25. Demostrar que el producto de dos funciones pares o de 
dos impares es una funcidn par, mientras que el producto de una 
funcion par por otra impar es una funcidn impar. 

26. La funcidn / ( x ) se llama periddica, si existe un niimero 
positivo T (periodo de la funcion) tal, que f (x 4- T) = / (x) 
para todos los valores de x pertenecientos al campo de cxistoncia 
de la funcidn f(x). 

Determinar cuales de las funciones que so enumeran a conti- 
nuacidn son periodicas y hallar el periodo rainimo T de las mis- 
mas: 

a) f (x) = 10 sen 3x; 

b) / (x) = a sen Xz + b cos Xx; 

c) / (x) = y tgx; 

d) / (x) = sen 8 x; 

e ) / (#) = sen (]/ x). 

27. Expresar la longitud del sogmento y = MN y el area S 
de la figura AMN como funcidn de x = AM (fig. 1). Construir 
las graficas de estas funciones. 

28. Las densidades lineales (es decir, la masa de una unidad de 
longitud) de una barra AB = l (fig. 2) en sus porciones AC — l t , 
CD = l 2 y DB = l 3 (l l + l z -\- la= l) son respectivamente iguales a q u 
q 2 y <?3- Expresar la masa m do una porcion variable AM — x de 
esta misma barra, como funcidn de x. Construir la grafica de 
osta funcidn. 

29. Hallar q>[i|j(x)| y aj; [qp (x)], si <p(x) = x 8 y \|>(x) = 2 j: . 

30. Hallar /{/[/(a:)]), si f(x) = -~r x - 


Contepto de la functtin 
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31. Hallar f(x + 1), si /(x—l) = x 2 . 

32. Sea / («) la suma de n miembros de una progresion ant- 


m6tica. 

Demostrar que: 


/ (n + 3) — 3/ (« +2) + 3/ (ra+1) — / (n) —0. 


33. Demostrar quo, si 

f{x) = kx + b 

y los numeros x,, x 2 y x 3 constituyen una progresion aritmetica, 
tambien formaran una progresidn aritmetica los numeros / (x t ), 


/(x 2 ) y /(x 3 ). 

34. Demostrar que, si /(x) es una funcion exponencial, es 
dccir, /(x) = a J: {a>0), y los niimoros x u x 2 y x s constituyen una 




x 


Fig- 2 


progresidn aritmetica, los numeros f (x ,), / (x 2 ) y f {x 3 ) forman 
una progresion geometrica. 

35. Sea 

/ (*) = *8 TZT X • 

Demostrar, que: 

36. Sea q)(x)=y («* + “"*) y ’M*) = y («*-*“*)• Demostrar 
que: 

<p (x + y) = <p (i) <p ( y ) + ^ (*) 'l 5 (u) 


y 


ip (x + y) = tp (x) ^ (y) + tp (y) ^ (x). 
37. Hallar / (—1), /(0) y /(l), si 



arc sen x, para — l<z<0, 
arc tg x, para 0<x<-j-co. 
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38. Delerminar las raices (ceros) y los campos de valores 
positivos y de valores negatives de la funcion y, si 

a) y = l+*; d) y = x 3 — 3x; 

b) y = 2 + x—x*; o)j/ = l gr ^-. 

c) ij = 1 — i + a:*; 

39. Hallar la funcion inversa de la y, si: 

a) y = 2x + 3; d) y — Ig; 

b) y=x 2 — 1; e) y = arct g 3x. 

c) y = y 1—x B ; 

tEn quo campos estaran definidas estas funciones inversas? 

40. Hallar la funcion inversa de 


y = 


x, si x<0, 
x 2 , si x>0. 


41. Escribir las funciones que so dan a continuacidn en forma 
de cadena de igualdades, de modo que cada uno de los eslabones 
contenga una funcion elemental simple (potencial, exponencial, 
trigonomtitrica, etc.): 


a ) y — (2x — 5) 10 ; c)y = lgtg|-; 


b) y = 2 C0SX ; d) y = arcsen(3-* 2 ). 


42. Escribir en forma de una igualdad las siguientes funciones 
compuestas, dadas mediante una cadena de igualdades: 

a) y — ii 2 , u = senx; 


b) y = arc tg u, u — Yv, n = lgx; 


c ) 



2 u, si ir<0, 
0, si u>0; 


U — X 3 — 1 . 


43. Escribir en forma explicita las funciones y dadas por las 
ecuaciones: 

a) x 2 —arc cosy = it; 

b) 10*+ 10 w = 10; 

c) x + \y\=2y. 

Hallar los campos de definicion de las funciones implicitas dadas. 



HepresentaciOn grifica de las funciones eiementales 
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§ 2. Represenlacion graflca de las funciones eiementales 

La construccion de las graficas do las funciones y = f{x) se ofeettia, on 
lo fundamental, marcando una red suficiontemente nutrida do puntos 
jfi). donde y,-/(*i) (t=0, 1, 2, ...), y uniendo despu6s estos ulti- 
mos ontre si con una lines, cuyo caractcr debo tener on cuenta la posicidn 
do los puntos intermedios. Para hacor las operaciones se recomienda el 
empleo de la regia de cSlculo. 



F ig.3 


La construccidn de graficas facilita el estudio do las curvas do las 
funciones elomentales mas iinportantes (veaso el apendice VI). Partiendo 
de la grafica 

¥-/<*>, (D 

con ayuda do construccioncs geometricas eiementales obtenemos las graflca 
de las funciones: 

\)y i =—f(x), que os la represontacion simetrica de la grafica T 
respocto al eje OX; 

2) p 2 = / ( — x), que es la repvcsentacidn simetrica de la grafica r respecto 
al eje OY\ 

3) y 3 — f(x—a), que es la misma grSfica T desplazada a lo largo del eje 
OX on la magnltud a; 

4) p 4 = &-+-/(x), que es la propia grafica P desplazada a lo largo del eje 
OY en la magnltud b (fig- 3). 

E jemplo. Construir la grSfica do la funcion 

ir = sen (*--£) • 

Soluc»6n. La linea buscada es la sinusoide !/ = sena:, desplazada a 
lo largo dol eje OX, hacia la dcrccha, en la magnitud y (fig. 4). 

Construir las graficas do las funciones lineales (lineas reclas): 
44. y = kx, si /c = 0, 1, 2, y, —1, —2. 
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45. y = x + b, si 6=0, 1, 2, —1, —2. 

46. £ = 1,52 + 2. 

Construir^ las graficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de 2 3 grado ( parabolas ): 

47. y — ax a , si a = l, 2, 1/2, —1, —2, 0. 

48. i/ = z 2 -|-c, si c = 0, 1, 2, —1. 

49. y = (x — x 0 ) 2 , si z o = 0, 1, 2, —1. 

50. y = y 0 -|- (x— l) 2 , si g 0 = 0, 1, 2, —1. 

51*. y = ax*-\-bx + c, si: 1) a = l, b=— 2, c = 3; 

2) <z= — 2, 5 = 6, c = 0. 

52. r/ = 2 + z — z 2 . Hallar los puntos de interseccion de esta 
parabola con el ejo OX. 


H-sen 


H) 




Construir las graficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de grado superior al segundo: 

53*. y = x 3 (parabola cubica) 

54. y — 2-\-(x — l) 3 . 

55. y = x 3 — 3z + 2. 

56. y — x*. 

57. y = 2x*-x\ 

Construir las graficas de las funciones homograficas siguientes 
(hiperbolas): 

58*. y=±r. 

59 ' 


60. ii = 


ar + 2 ’ 


61*. y = y 0 


l —, si z 0 = l, y 0 = — 1, m = 6. 



Hep rest, ntacion grafica de las funciones elementales 
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62*. y . 


2x — 3 


3x + 2 ' 

Construir las graficas de las siguientes funciones racionales 
fraccionarias: 


63. 


y= x+ t- 


64. 


65*. 



66 . y = -^r- 

67*. y = j 2 ^ry (curva de Agnesi). 

68. y = - (serpentina de Newton). 

69. y = x + -^-. 


70. y = x 2 -f j (tridente de Newton). 

Construir las graficas de las funciones irracionales siguientes; 
71*. y=Vx. 

72. y = . 

73*. ( parabola de Neil). 

74. y = ±xV% {parabola semicubica). 

75*. y = ± 4 -]/ 25 — ** (dips*). 

76. {/ = ± |/z 2 —T ( hipirbola ). 

77- _ 

78*. y = ± x y^{cisoide de Diodes). 

79. y=± x/25—x 2 . 

Construir las graficas de las siguientes funciones trigonome- 
tricas: 


80*. y — senx. 
81*. y = cos a;. 
82*. y = tg x. 


83*. y =ctgx. 
84*. y = secx. 
85*. y = cosec x. 
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86. 

y- 

A sen x, si 

1, 

10 ’ h 

* 

2. 


87*. 

y- 

senna:, si 

n=l, 2 

> 3 > T 




88. 

j/= 

sen (a; — <p) 

, si ip = 

0 — 

3ji 

2 ’ 

n, — 

ji 

T • 

89*. 

y= 

5 sen (2a; — 

3). 





90*. 

y= 

a sen x-\-b 

cos a;, si 

a — 6, 

6 = 

-8. 


91. 

y = 

sen x + cos 

X. 

96. 

y= 

1 — 2 cos i. 

92.* 

y= 

cos 2 X. 


97. 

y= 

sen a:- 

- y sen 3a;. 

93*. 

y= 

x sen x. 


98. 

y= 

cosx + ycos 2a:. 

94*. 

j/ = 

x sen x. 


99*. 

y = 

n 

cos — 

X 

• 

95. 

y= 

tg 3 x. 


100. 

y = 

± l/^senx. 


Construir las graficas de las siguientes funcionos exponenciales 
y logaritmicas: 


101 . 

102 *. 

103*. 

104*. 

105*. 

106 . 

107*. 

108. 

109. 

110 . 
111 . 

112 . 


y=a x , si a — 2, y, e(e = 2, 718 . . .)*). 
y — log 0 si a =10, 2, y , e. 
y = shx, donde sha:=y(e*— e~ x ). 
y = chx, dondo chi = y (e x + e~ x ). 
i/ = thx, dondo thx = -^-^-. 

l 

y = 10 *. 

y = e ~ x2 (curva de probabilidades). 
y=2~~**. 113. y = lgy. 


y = \gx*. 

y= \g 2 x. 

y = lg (Igx). 



114. y = lg(-2). 

115. y = log 2 (1 + x). 

116. y = lg (cos a:). 

117. y^^senx. 


*) V6aso mas detalladamente sohre el numero e en la pag. 26. 


Representation gr&fica de las funciones elementales 
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Construir las graficas de las siguientes funciones trigonome- 
tricas inversas: 

118*. y = arc sen x. 122. y=arcson—. 


119*. y = arc cos x. 


123. y = arc cos— . 


120*. i/ = arctgar. 124. y = x -farcctgz. 

121*. t/ = arcctgx. 

Construir las graficas de las siguientes funciones: 

125. f/ = |a:|. 

126. y = ±(x + 1*|). 


127. a) y = x\x\; b) y = log ^ | x |. 

128. a) i/ = sena:4-|senxl; b) y = senx — | aenz|. 

( 3~x 2 para |x|<l; 

129. If-| para |*|>1. 

130. a) y = [x\, b) y=x—\x], dondo [s] es la parte entera del 
numero x, es decir. el mayor numero entoro, me nor o igual a x. 

Construir las graficas de las siguientes funciones en el sistema 
de coordenadas polaros (r, cp) (r>0): 

131. r=l (circunferencia). 

132*. r=-y (espiral de Arquimedes). 

133*. r=-e^ (espiral logarUmica). 


134*. r = -^- ( espiral hiperbolica). 

135. r = 2 cos tp ( circunferencia ). 

136. r = — — (tinea recta). 

sen <p 

137. r= sec 2 —■ (parabola). 

138*. r = 10sen3cp (rosa de tres petalos). 

139*. r = a (1 -j-co$ q?) (a>0) (cardioide). 

140*. r 2 - = a 2 cos 2tp (a>0) (lemniscata). 

Construir las graficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma parametrica: 


2-1016 
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141*. x = t 3 , y = l 2 ( parabola semicubica). 

142*. x =10 cos t, y = seat ( elipse). 

143*. i = 10cos 3 < f y=10sen 3 t ( astroide ). 

144*. x = a (cos 1 i sen 1), y = a (sen l — t cos l) (desarrollo del 
circulo). 


145*. 1 = 
146. 


at 


at 8 


— jj_ ta . y — 1 4 . 75 - (folium de Descartes). 
y- 1 —; . ( semicircunferencia). 


147. x = 2' + 2 - ' t y = 2‘ — 2~‘ (rama de una hiperbola). 

148. x = 2cos 2 2, p = 2sen 2 t ( segmento de recta). 

149. x = t — t 2 , 1i = l* —l 3 . 

150. x = a(2cost~ cos2/), y = a (2 son t — sen 2l) (cardioide ). 

Construir las graficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma implicita: 


151*. x 2 -\-y 2 — 25 ( circunferencia ). 

152. xy = i2 ( hiperbola). 

153*. y- = 2x (parabola). 

154 - w**)- 

155. y 2 = x a (100 — x 1 ). 

2 2 2 

156*. a^+j/® = a 3 (astroide). 

157*. x + y = 101gj/. 

158*. x 3 = cos y. 

_ v 

159*. Yx l + y 2 = « Arc, s* (espiral logaritmica). 
160*. x 3 4- y 3 — 3xy = 0 (folium de Descartes). 


161. Hallar la formula de transicion de la escala de Celsio (C) 
a la de Fahrenheit (F), si se conoce quo 0°C corresponde a 32°F 
y 100°C a 212° F. 

Construir la grafica de la funcion obtenida. 

162. En un triangulo, cuya base es ft = 10 y su altura h = 6 , 
osta inscrito un rectangulo (fig. 5). Expresar la superfieie de dicho 
rectangulo y como funcion de su base x. 

Construir la grafica de esta funcion y hallar su valor maximo. 




Llmites 


163. En el triangulo ACB, el lado BC~a, el AC = b y el 
angulo variable XACB = x (fig. 6 ). 



F i g. 5 F i g. 6 


Expresar rea. A ABC como funcibn do x. Construir la gr6- 
fica de esta funcidn y hallar su valor maximo. 

164. Resolver graficamentc las ecuaciones: 

a) 2x*-5x + 2 = 0; d) 10‘* = x; 

b) x a -\-x— 1 =0; e) x = 1 + 0,5sen x; 

c) lga: — 0,1a:; f) ctgx = x (0<a;<Ji). 

165. Resolver graficamente los sistemas de ecuaciones: 

a) xy = 10, x -\-y= 7; 

b) xy=*B, je* + 0 a = 13; 

c) x- — x~\- y — A, j/ a — 2x=0; 

d) 4 {/ “= 10, z4-i/ 2 = 6; 

e) y = sen:r, y — cos a: (0<x<2n). 

§ 3< Limltes 

1°. Li mite do una sucesion. El numcro a rccibc el nombre de 
limite de la sucesitfn x it x 2 , .... x n , ...: 

lim x n = a, 
n-*oo 

si para cualquier e>0 existo un numcro N = N (e) -tal, que 

\x n — a |<e para n>iV. 

E j e m p 1 o 1. Demostrar que 

lim 2 -i±L = 2. (1) 
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Introduccidn al andlisis 


S o I u c i 6 n. Consideremos la diferencia 
2 n + i . 1 


n +1 “ n-\-i ' 

Valorando su magnitud absoluta, tendremos: 

|2n + l 


n + 1 2 -„ + i< e - 


si 




( 2 ) 


De esta forma, para cada numero positivo e sa pueda encontrar un 

ndmero 1V = -|—1 tal, quo para n > TV so cumplo la desigualdad (2). Por 

consiguiente, el numero 2 es limits de la sucesion i„='(2n + i)/(ra-f 1), es 
decir, se vorifica la formula (1). 

2° Limite do u n a funcion So dice que la funcidn / (x) A 
cuando i ->■ a (d y a -son unos numcros), o que 


lim /(x) = /f, 

x-ta 


si para cualquior e>0 cxiste un niiincro 6--=fl(e)>0 tal, que 
| / (x)—A | < e para 0< | x—a | < <3. 

Amilogamente 


lim /(*) = /!, 

X-*rx> 


si |/(x) —.d|<e para | x | > AF (e). 

Tambidn se omploa la notacidn convoncional 

lim 1 {x) = co, 

x-*a 

que indica, que | / (x) | >£ para 0< | x—a | <6(£), donde E es un numero 
positivo arbitrario. 

3°. Limites laterales. Si i<n y so escribe convcncional- 

mente x -> a—0; analogamente, si x > a y x -»-a, se escrihira asi: x —a+0. 
Los numoros 

f(a — 0)= lim /(x) y /(a+0) = lim f (x) 

x-*n— 0 x-^a+0 

se llaman, respectivamente, limite a la izquierda de la Funciou f (x) en el 
punto a y limite a la derecha de la funcion / (x) en el punto a (si es que 
dichos mimeros existen). 

Para que exisla el limite de la funcion / (x) cuaudo x— *-a, os necesario 
y suficionto que se verifiquo la igualdad 

/ (a—0) = / (a-)-0). 

Si oxiston el lim (x) y el lim / 2 (x), tienen lugar los siguieutes 
a»a x-»a 

teoremas: 

1) lim [/, (x) + / 2 (x)] = lim /j(x) + lim / 2 (x); 
x-+a x-*a x-*a 
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2) lim Ifi (*) /a (*)]=* 1 ini / j (z)-lim / 2 (z); 

x-*a x-*a x-*a 

3) lim [/j (z)// 2 (z)] = lim /, (z)/lira / 2 (z) (lim f 2 (z) =/= 0). 

x-*a a?-*a x-*a x-kz 

Los limites siguiente3 so emplean con frecuencia: 


lim 

x-.0 


sen z 
x 


= 1 


limfl-f —^ =lim (14-a)“ =e = 2,7l828 ... 
z-»oo V x / o-»0 

E j o m p 1 o 2. Hallar los limites a la derccba y a la izquierda de la 
t'uncion 

/ (z) = arctg — 

cuando z ->-0. 

S o 1 u c i 6 n. Tcnemos: 


/ ( + 0 )“ S ii%( a r Ctg 'S')“T 




En esto caso, es evidcnte qua no existe limite do [la luncion /(z) 
cuando x-*-0. 

166. Demostrar quo, si n —> oo, el limite de la sucesion 
* 4 ’ 9 ’ •••’«*■’ * *• 

es igual a cero. tPara que valores de n sc cumple la desigualdad 

i< e - 


(siendo e un numero positivo arbitrario)? 

Efectuar el calculo numerico para: a) e = 0,l; b) a = 0,01; 
c) e = 0,001. 

167. Demostrar quo el limite dc la sucosidn 


Xn — «■+“ ( ra — 2, ...) 

cuando n—*o o es igual a 1. tPara que valores de n >TV sc cumple 
la desigualdad 

| x n 1 | < 6 i 

(siendo e un numero positivo arbitrario)? 

Hallar N para: a) e = 0,l; b) e = 0,01; c) e = 0,001. 

168. Demostrar que 

lim x 1 = 4. 

s -*2 
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Introduccidn al an&lisis 


iComo elegir para el numero positivo dado e un numerb posi- 
tivo d, de modo que de la desigualdad 

|z — 2|<fi 

se deduzca la desigualdad 

| a: 1 —41 <T e? 

Calcular 6, para: a) 6 = 0,1; b) e = 0,01; c) e = 0,001. 

169. Dilucidar el sentido exacto de las notaciones couvencio- 
nales: 

a) lim lgi= — oo; b) lhu2 x = + oo; c) lim / (x) = oo. 

l'->+oo .r-voo 

170. Hallar los limites de las sucesiones: 

ai 1 11 1 (—■l )”' 1 

**/ J » “ 2 " l 1 -» • • •, - ~, • • • * 

b) ± -1 -1 2 " 

' 1 ’ 3 ’ 5 ’ 2n — 1 - 


c)V2,V*V2. V2 1 / 2 / 1 . 

* d) 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ... 

Hallar los limites: 

n-ooV " 2 a 2 ) 

172. n m (g* 1 ) (" + 2 ) (" + 3 ) 

n* 


n-* 00 


173. lim f 1 + 3 + 5 4 - 7 + -..+( 2 »-l) jg + l -j 

L a + 1 2 J • 


174 • 

02*%?- 


176 ' ““(4-+T+T+-- +-?r)- 

m. 2 = [.-4. + i-i_... + i i Si]. 

178*. lim i!±a"+>+-+M . 

»-►<*> n3 

179. lira (}/ n-f-i — ]/«). 


7WCO 

, 0/1 i- nsenn! 
180. lim— 5 - 7 - 7 - . 
n-*<*> ** + l 




Limites 


23 


A1 buscar el limite do la razon do dos polinomios enteros respecto a x, 
cuando x— »-co. es convenient© dividir previamente los dos terminos de 
la razon por x n , donde n es la mayor potencia de estos polinomios. 

En muchos casos puede omploarse un procedimiento an&logo, cuando 
se trata de Iracciones que contienen expresiones irracionales. 

E j e m p 1 o 1. 


d j u m « *• ^ 5 / 6 

.. (2x —3) (3z4-5) (4x—6) .... ( 2 ~~r) ( 3 + t) ( 4 ~t) 2-3-4 _ 

lim-_ a - nm i \ 3 


Ejemplo 2. lim 


181. lim 

x-+co T 1 

400 i* 1000a: 

182. lim-KT-. 

xtco 

,do l : X 2 —5x + l 

183 - IZ 3x+—• 
tor T 2x 2 —£ + 3 

184 ' ^ *-8* + f ' 

185 . lien (2 - +3 J| 3 r 2 ? l 


lim „_ 1 —r — lim — -- 

a-»co |,^z 3 -f-10 x-+oo _^/ 


3 + ~W~~k 


- = t. 


8 . 


10 


z s 


2x 2 — 3x — 4 


186. lim -- 

3T—»00 V X A -\-t 


187. lim 


2x+3 


188. lim 


X-fOO x+fx ‘ 

x 2 


x~.ro 10-1- X /l 

189. lim . 

X-M» I + i 

Vi 


190. lim 


X-*CD 


*-+°° | / x +Vx+yi 


Si P(x) y (?(*) son polinomios enteros y P (a) cj= 0 o Q (a) =£ 0, el limite 
de la fraccion racional 

lim-^4 
*-.« Q (*) 

se halla diroctamente. „, . 

p lx) 

Si P (a) = Q (a) = 0, se recomienda simplificar la fracci6n 
binomio x — a, una o varias veces. 

Ejemplo 3. 


por el 


lim 

X-.2 

191. lim 

X-*— 1 


x-*b 

193. lim 

194. lim 

, X-.2 


x 2 —4 

- lim 

+2) . 

lim 1+2 —4. 

x 2 —3x+2 

' K (*-2) (* 

-1) 

rc-,2 z- 1 

*3+1 

i 2 +1 • 

195. 

lim 

X —► 1 

z3-3x + 2 
x*— 4z + 3 

x 2 —25 

196. 

lim 

z->o 

z 2 —{a +1) z + a 
z 8 — a 3 

z 2 -l 

197 

I i iYl 

(z+Ji) 3 — X s 

x 2 -f3x+2 ' 


X1LL1 

h-*0 

h 

z 2 —2z 

198. 

lim 

x-.l 

( l 3 \ 

z s_4z+4 ' 

>-* 

1 

>•* 

1 

% 
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Introduction al andltsis 


Las expresiones irracionalos se reducen, en inuehos casos, a una forma 
raciona] introduciendo una nueva variable. 

Ejempio 4. Hallar 


Jim 

x-»0 


'/i +i—l 

f 1+^-1 


Solucion. Suponiondo 


tenemos: 


l+* = </ 8 . 


fi+x- 


lim 

ii-*i 


y 3 —1 


lim-*!±y±i = 2 
i/-» i y 4- i 2 


199. 


l/?~ 

x-1 ' 


201 . 


lim 

x-*i 


lT?-i 

Vx-l ■ 


200 . 


lim 

X-.64 


Vx-8 
fx-i ' 


202. lim 
x-»i 


F 1 *) 5 


Otro procediraiento para hallar el hmite de una expresidn irracional 
as el do trasladar la parto irracional del numorador al denominador o, 
al contrario, dol denominador al numerador. 

Ejempio 5. 


lim 

x~»a 


Vx-Va 
x — a 


lim 

X-¥fl 


_ x—a _ 

(x —a)( l/x + Vo) 


203. lim 

x-*7 

2— Vx —3 

— lim- 

x-»a 

210. 

x2_49 • 

204. lim 

x-»8 

x — 8 

211. 

fl= 2 ' 

205. lim 

x-»l 

Y x — i 
?*- i * 

212. 

206. I>m. 

x-»4 

3-V5 + X 

213. 

1- 1/5—x ' 

207 lim. 

"j/i +x—yi — x 

. 214. 

x-»0 


208. lim 

yj+A-yi 

h 

215. 


yi+\/z~2^a ( a >°)- 

,.„ Vx2-2x + 6- Vi2 + 2x-6 
X™ x 2 —4r-}-3 

lim (Vi + a — Yx). 

x-y+ao 

lim []/ x (x a) — ar] . 

x-*+«o 


lim (Yx? — 5x-}-6— x). 

x-*-J-oo 

lim x T —*). 

lim (x-f- Y1 —x 3 ). 
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A] hacer ol cfilculo de los limites, en muchos casos se emplea la 
fdrmula 


,. sen x , 
lim-- 1 

x-»0 x 


y se supone quo se sabe que, lim sen x —sen a y lim cosx —cosa. 

sen 5x 


E i e m p 1 o 6. Lim 
1 *->G 


x—a 

son 5x 


lim 

x-O 


/ sen ox _ \ 

l 5 s ' 5 J 


! 1-5=5. 


216. a) lim 

xc-+2 


b) lim 

* .00 


sen x 
x 

son x 


217. lim 

x—0 

218. lim 
x-»0 

219. lim 

X-> 1 


sen 3s 

X 

sen 5s 
sen 


Jx ‘ 


sen nx 
sen 3nx 


220. lim sen j . 


221. lim 
*~>0 

222. lim 

x—a 

223. lim 

x—a 


1 — COS X 
X* 

sen x — sen a 
x — a 

cos x — cos a 


224. 


x — a 
lim tg nx 

X—2 x + 2 • 


225. H m sen(x-t-h)-se 0 x 

h—0 h 

.. sens—cos x 

226. lim 


1 —tgx 


227. a) limxsen—•; 

x->0 


b) lim x sen—. 

X-foo 


X 

J_ 

X 


228. lim (1 — x) tg Ar- ■ 

X-+i z 

229. iimctg 2xctg —xj . 


230. lim- 

X-*Jl 

231. lim 

n 


1 — sen 

n — x 

1 — 2 cos x 
n~3x 

cos mx — cos nx 


232. lim 

x-0 *" 

233. l im 

x-o 13 


234. lim 
x-»0 


arcsen x 


235. llmJESK* 

ar-,0 sen 3z 
1 —x a 
sen nx 

x —sen 2x 


236. lim 


X— 1 


237. lim 


x -o i+sen3x ' 
nx 


cos • 


2 


238. lim- 
*->l 1- V* 

239. lim 1 - van . 

x->0 ** 


240. Vl+senx-yi-senj r 

x-*0 x 
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Introduccl6n al analtsls 


A1 hallar los llmites de la forma 


lim [<p(z)]W** = C, 

x—a 


dehe tenerso ea cuenta que: 

1) si existen los limites finitos 


lim <p (x) = A y lim tjj (x) — B. 
x-*a x-*a 


( 3 ) 


se tiene auo C=A B ; 

2) si lim (p (x) = A =£ 1 y lim v|> (x) = ± co, ei probloma de hallar el 

r->a x-*a 

limite (3) se resuolvo directamente; 

3) si lim <p(z) —1 y lim tJ)(x)=co, so supone que q> (x) — l + ct (x), 

x-*a x-»a 

donde a(z)—vO, cuaudo x—*-a y, por consiguioute, 

lim ft**)- 1 ]**) 

= «*-** 

x-w 

siendo e = 2,718... ol numero de Neper. 

Ejemplo 7. Hallar 

lim 

x-»0 

So lucid a. Aqui 

lim ( sen2j |=2 y lim (1 -{-*) = 1; 
x-»0 V * / x-»0 



lim 


C= lim <[! + «<*)] aW }««**>=,*-• 


por consiguionte, 


lim 

x-»0 


^ sen 2 * -o. 


Ejemplo 8. Hallar 
S o 1 u c i 6 n. Tenemos: 


jstea-r- 


x+l 




lim 


4 +t 


2 +t 


y 

Por lo cual, 


lim x 2 = -{-co. 

X-»co 


lim 

x-*co 


*+1 

2 i-{-1 



Ejemplo 9. Hallar 


x — 1 
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S o 1 u c i 6 n. Tenemos: 

—^= 1 - 

X-*0O" t ' I * X-+OO J ^ 1 


Haciendo las transformacioncs que se indicaron m6s arriba, obtandremos 

£i (Iti)' _ , 25 [ 1 +(Si- 1 )r= 


*+l 
-2 ■ 


■K.{[‘+fc*)]} 


Mm 

1+* r«.oo I + 1 

= e =e- s - 


En oste caso concrete, puede hallarse el limits con mas facilidad, sin 
recurrir al procodimionto general: 



En todo caso, es conveniente recordar que: 

k 


lim 

x-*oo 




241. lim 1 

x->0 

r2+z\* 
i3 — x ) ' 

248 - «-(*)“ 

242. lim 1 

*-t 

( x — 1 \*+l 

l^=rJ • 

*ja(sir 


2x 


243. lim i 

t±r 

250. lim (1+4)”. 

n-*cc ' n ' 

X-+co 



sen x 

1 

244. lim | 

3>->0 

rz2_2x + 3\ * 

U 2 — 3*4-27 

251. lim (1 4- senx) x . 
*-.0 

245. lim 

X-*co 

[ X* + 2 \»* 

\i*+i) ' 

l 

252”. a) lim(cosx) *; 

JC-*0 

4 

246. lim 

(l-|) n . 

1 

b) lim (cos x)*® . 

n->co 


x~0 

247. lim 

3C**00 

t‘+ir- 



Al calcular los limites que se dan a continuacidn, es conveniente saber 
que, si existe y es positivo ol lim / (z), se licne: 

z-»o 

lim [In / (z)] = In [lim / (*))- 
x-+a x~ya 
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Introduccldn al andlisis 


E j e ra p I o 40. Demostrar que 

lim 


x -»0 


(*> 


S o 1 u c i 6 n. Tenemos: 

lim - * - ^ = lim [In (4 + x) i/x ] = In [lim (4 -\-x) l,x ]= In « = 1. 


x-*Q 


x-»0 


X-»0 


La formula (*) so emplea, frecuentemente, en la resolucion do problemas. 
253. lim [In (2x +i) — In (x4-2)|. 


254. lim fel±- 10j > . 
x 


260*. limn(y /r a—l) (a>0). 


255. lim (-In l/. 

„ 0 U v i—* ) 

256. lim illn(i + l) —Inx]. 

x->+oo 

257. lim . 


261. lim 

x-*0 

262. lim 


n -* co 

g O*_ e 6x 


X 

l — e~* 


X-.0 


x* 
e x —i 


258*. lim 

x-»0 * 


259*. lim — 

x-*0 x 


x -*0 senx 
263. a) lim ; 

x-»0 x 

b) Iim. 0 ^" 1 

x-»0 


x* 


(a> 0). (Veanse^ los ejercicios 103 y 104). 


Hallar los siguientes limites laterales: 


264. a) lim 


x - t—oo [/ l 2 - f -1 


b) lim 


■ i>u . ———- 

X-.+CO Vx 2 +1 

265. a) lim thx; 


267. a) lim i£li±£3 ; 

X-f—oo x 

b) lim . 


X-t+CQ 


268. a) lim ; 

X -¥—0 


donde thi 


b) lim th x, 

x-*-{-oo 

e*—e~ x 


e x -^ e~ 


b) lim 

x-»+0 

269. a) lim 


1 


266. a) lim 

x->—0 — 

\ + e x 


x 

[ sen x | 
x 

x — 4 

X-.1-0 | x — 1 | 
x—4 


b) lim 


X-.1+0 


lx—1 


b) lim 


1 


270. a) lim 


x-*2—0 


x-*+0 — 

i + e* 


b) lim 

x-»2+0 x ~ i 
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Construir ]as graficas de las funcionos: 

271**. y = lim(cos 2n :r). 

71-* CO 

272*. y = (z>0). 

273. y — limYx a + a 2 . 

Ct~*co 

274. y = lim (arclg nx). 

n-*co 

275. t/ = Iim f l+z" (i>0). 

tWOO 

276. Convertir en ordinaria la siguiente fraccion periodica 
mixta 

a = 0,13555..., 

considerandola como el limite de la correspondiente fraccion finita. 

277. cQud ocurrira con las raices do la ecuacidn cuadrada 

ax a -f bx -}- c = 0, 

si el coeficiente a tiende a cero, y los coeficiontes bye son 
constantes, siendo b^= 0? 

278. Hallar el limito del angulo interno de un poligono regu¬ 
lar de n lados si n—> oo. 

279. Hallar el limite de los perimetros de los poligonos regu- 
lares de n lados inscritos en una circunferencia de radio Ji y de 
los circunscritos a su alrededor, si n—> oo. 

280. Hallar el limite de la suma de los longitudes de las 
ordenadas de la curva 

y = e~ x cos nx, 

trazadas en los puntos x = 0, 1, 2, ..., n, si n —* oo. 

281. Hallar el limite de las areas de los cuadrados construidos 
sobre las ordonadas de la curva 

y = 2 1 ' 1 

como bases, donde x=i, 2, 3, .... n, con la condicion de que 

n —* oo. 

282. Hallar el limite, cuando n —> oo, del porimetro de la 

linea quebrada M 0 M i inscrila en la espiral logaritmica 

r — e-i, 

si los vertices de esta quebrada tienen, respectivamente, los 
angulos polares 

To — 0, Cpi — 4)-, ..., q>„ = ~ . 
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Introduccidn al andlisis 


283. El segmento AB = a (fig. 7) esta dividido en n partes 
iguales. Sobre cada una de ellas, tomandola como base, se ha 
construido un triangulo isdsceles, cuyos angulos en la base son 
iguales a a=45°. Demostrar, que ol liinite del perimetro de la 
linea quebrada as! formada es diferente do la longitud del seg¬ 
mento AB, a pesar de que, pasando a limites, la linea quebrada 
«se confunde geometricamente con el segmento ABd. 


I—- a - 

Fig. 7 



284. El punto divide al segmento AB = l en dos partes 
iguales; el punto C 2 divide al segmento AC X en dos partes tam- 
bidn iguales; ol punto C 3 divide, a su vez, al segmento C 2 C, en 
dos partes iguales; el hace lo propio con el segmento C 3 C 3 
y asi sucesivamente. Determinar la posicion limite del punto C„, 
cuando n —> oo. 

285. Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de 
un triangulo rectangulo en n partes iguales, sc ban construido 
rectangulos inscritos (fig. 8). Determiuar el limite del area de la 
figura escalonada asi constituida. si n—> oo. 

286. Hallar las conslantes k y b de la ecuacion 

lim [kx + b — =0. (1) 

Esclarecer el sentido geometrico de la igualdad (1). 

287*. Un proccso quimico so desarrolla de tal forma, que el incre- 
monto de la canlidad de substancia en cada intcrvalo do tiempo t, de 
una sucesion infinita de intorvalos {i%, (i -pi) v) (i = 0, 1, 2, ...), es 
proporcional a la cantidad de substancia exislonte al.comienzo del 
inlervalo y a la duracion do dicho inlervalo. Suponiondo que on 
cl momenlo inicial la cantidad de substancia era Qq, determinar 
la cantidad $ n> que habra de la misma despues de transcurrir un 
intcrvalo do tiempo t, si el incromento do la cantidad de subs¬ 
tancia se realiza cada eneava parte del intervalo de tiempo 



Hallar Q, = lim 

n-> oo 
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§ 4. Infiniteslmos e Infinitos 

1°. I n f i n i 1bs i m o s. Si 


lim a (x)=0, 
x-*a 


es decir, si |a{x)|<e, cuando 0< | x —a | < 6 (e), la funcibn a(x)so llama 
infinitesima (infinitamente pequena ) cuando x-+-a. Analogamente so dcter- 
mina la funcibn infinitesima (intinitamento poquona) a (x), cuando x-»-co. 

La suma y el producto de un numero limitado de infinitesimos, cuando 
x-*-a, es tambien un infinitbsirao cuando x-*-a. 

Si a (x) y P(x) son infinitesimos cuando x-*-a y 


lim 

x-*a 


a (r) 

PW 


C, 


donde C es un numero distinto do cero, las funciones a (x) y (5 (x) reciben 
el nombre do injinitesirnas de un mismo orders', si C— 0, se dice quo la funcibn 
a (x) es una infinitesima de orden superior respocto a p (x). La funcibn a. (x) 
so denomina infinitesima de orden n respecto a la funcibn p (x), si 


donde 0 < I C | < -f-co. 
Si 


lim 

X-.Q 


“ (X) . _ „ 

iFwF ’ 


a lx 


x-.a P (*) 


las funciones a(x) y P(x) se llaman equivalences cuando x—>-a: 

a (x) ~ P (x). 

Por ejemplo, si x-*-0 tendromos: 

sen x — x; tg xx; In (1+x) ~ 

etc. 

La suma de dos infinitcsimos de ordon distinto, equivalo al sumando 
cuyo orden os inferior. 

El limito de la razbn do dos infinitesimos no so altera, si los tcrmmos 
do la misraa se sustituycn por otros cuyos valores respectivos sean equiva- 
lentes. Do acuordo con estc teoretna, al hallar cl Jfmite do la fraccibn 


lim 

x-*a 



dondo a(x)-v0 y P(x)->-0, cuando x-»-a, al numerador y denominador 
de la fraccion pueden rostarsclo (o sumarselo) infinitesimos do orden supe¬ 
rior, elecridos do tal forma, que las cantidadcs resuUantcs seau oquivalentes 
a las antoriores. 


Ejemplo L 


^x34-2x« 

*15 In (1 + 2*) 


lim 
x- o 


2* 


1_ 

2 ' 


2°. In f i n i tos. Si para un numero cualquiera N, tan grande como so 
desco, oxiste tal b(W), quo para 0 < | x —a | < 6 (A') se verifica la desi- 
gualdad 


!/(*>!>*. 
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la funcion / (i) recibo el nombro de injlnita (infinilamente grande) cuando 
x -*■ a. 

Analogaraento, / (x) se determina como intinita (infinitainente grande) 
cuando i-*co, El concepto do infinilos de diversas drdencs se estableca 
de oianera semejante a como so hizo para los infinitisimos. 

288. Demostrar que la funcion 

/(*)=— 

es infinitameute pequena cuando x —>oo. iPara que valores de x 
se cumple la desigualdad 

I / (*) 1 < e » 

si e es un numero arbitrario? 

Hacer los calculos para: a) e = 0,l; b) 6 = 0,01; c) 8 = 0,001. 
280. Demostrar que la funcion 

/ (x) = 1 - x 3 

es infinilamente pequena cuando cPara que valores de x se 

cumple la desigualdad 

|/(x)|<e, 

si e es un numero cutero arbitrario? Hacer los calculos numericos para: 
a) e = 0,l; b) e = 0,01; c) e = 0,001. 

290. Demostrar que la funcion 

es infinilamente grande cuando x—>2. cEn que entornos )x — 2|<6 
se verifica la desigualdad 

|/(x)|>JV, 

si N es un nfimero positivo arbitrario? 

Iiallar 8, si: a) iV = l0; b) /V = 100; c) N = 1000. 

291. Determinar el orden infinitesimal: a) de la superficie de 
una esfera, y b) del volumon de la misma, si su radio r es un 
infinitesimo de 1° orden. tCual sera el orden infinitesimal del 
radio y del volumen respocto al area de esta esfera? 

292. Sea a el fingulo central de un sector circular ABO 
(fig. 9), cuyo radio Ji tionde a cero. Determinar el orden infini¬ 
tesimal: a) do la cuerda AB; b) de la flecha del arco CD; c) del 
area dol bABD, respecto al infinitesimo a. 

293. Determinar el orden infinitesimal respecto a x, cuando 
x—»0, de las funciones siguientes: 

d) 1 — cosx; 
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b) Vx -{- x ; o) tg x — sen x. 

c) — V'x 3 ; 

294. Demostrar que la lougitud de un arco infinitesimo de una 
circunferencia de radio constante, es equivalente a la longitud 
de la cuerda que tensa. 

295. cSon equivalentes, uu segmento infinitosimo y la seraicir- 
cunferencia infinitesima construida sobre el, como diametro? 


D 



Aplicaodo el teoroma sobre la razon de dos infinitesimos, hallar: 
sen 3a • sen 5a 


296. Jim 

x-tO 


(*' 


298. lim 




i 


297. lim 

x-*0 


x 

arcsen — • 

yr^p- 

In (1 —a) 


299. lim 

*-.0 


cos a—cos 2a 
1 — cos x 


300. Demostrar que cuandox-^O, las magnitudes ^ y ]/1+x —1 

son equivalentes entre si. Empieando este resultado, mostrar que, 
cuando |x| es pequeno, se verifica la igualdad aproximada 


+ ( 1 ) 
Aplicando la formula (1), hallar aproximadainente: 
a) yuj6; b) y0^7; c) /TO; d) Vl20 
y comparar los valorcs asi ohtenidos con los que se dan en las 
tablas. 

301. Demostrar que, cuarido x— >0, so verifican las igualdades 
aproximadas siguientes, con precision hasta los t6rmiuos do 
orden x s . 


a) 


i 

l-t-* 


l—*; 


b) V a t + xfsta + ~ (a> 0); 


3—IG16 
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c) (1 + x)“ »1 + mr ( n , es un numero natural); 

d) lg (1 -l- x ) « Mx, 
donde = lge = 0,43429... 

Partiendo de cstas formulas, calcular aproximadamente: 


02 '• 2 > 0^7 ; 3) 4) ^ l5; 

5) 1,04*; 6) 0,93 4 ; 7) lg 1,1. 

Comparar los valores asi obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 

302. Demostrar que, cuando x—* oo, la f unci on racional entera 
P (a:) = dox" + a t x n ~ l + • • • + «n (®o =5^=0) 


es una magnitud infinitesima, equivalcnte al termino superior 

OqX". 

° 303. Supongamos que x— >oo. Tomando a x como magnitud 
infinita de 1° orden, determinar el orden de crecimiento de las 
funciones: __ 

a) x®—lOOx—1000; c) Vx+Yx 


b) 


*6 

i + 2 ’ 


d) Vx — 'Lx*. 


§ 5. Contlnuldad de las funciones 


i°. Do f i u i ci 6n d to con t i nu i cl a d. La funcidn /(x) So llama co«- 
tinua para x = g (o «on el punto g»). si: 1) dichn funcidn cstd doterminada 
cu el punto g, es decir. existe el niimero /(g); 2) existo yes finite el 
limite lim/(a); 3) esto Ifmito os igual al valor de la funcidn en el punto g, 

“ d “"' lim, <«,-,<!>. (1) 


Haciondo la sustitucion 

x = g+Ag, 

donde Ag-vO, se puedo escribir la condicidn (1) de la forma: 

lim A/(g) = lim [/(g+Ag)-/<g>] = 0, (2.) 

A 5-*-0 A |-»0 

es docir, la funcion / (x) us continua en el punto g, cuando, y solo cuando, 
en ostc punto, a un incremento infimtesimo del arguments corrospondo un 
incromonto infinitesimo do la funcidn. 

Si la fuucidn os continua en cad a uno do los puntos de un campo 
detevminado (intervalo, segmento, etc.), se dice que os continua en eah- 

E j e m p 1 o 1. Demostrar que la funcidn 

y — sen x 

es continua para cualquior valor dol argumento x. 
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S o 1 u c i 6 n. Se ticne: 


Ay = sen (x-j-Ax)—sen x = 2sen^cos (x+^ = - -cos (x + ^r j -Ax. 

T 

Como 

Ax 

sen — | 

A l i^o^r =ly l cos ( a:+ T)|< 1 - 

2 

para cualquier valor de x, tendremos: 

lim Ay=0. 

Ax->0 

Por consiguiente, la funcion sen a- cs continua para — co<i<+oo. 
2°. Punt,os de discontinuidad de una funcidr. Se dice 
cue una funcidn / (x) es discontinua en el punto x 0 , quo pertcncco al campo 
de existencia do la funcion o que es punto frontera de dicho campo, si en 
este panto no se vorifica la condicidn de continuidad de la funcion. 

Ejemplo 2, La funcion / (x) = - -_ ^ (fig. 10, a) cs discontinua enel 

punto 1=1. Esla funcidn no esta definida en ol punto x = l y como quiera 
que so elija el numero / (1), la funcion complotada / (a;) no serti continua 
en ol punto x = l. 

Si la funcidn / (x) ticne limites fin it os: 

lim /(*) = / (*o-0) y lim / <x) = / (x 0 +O), 

*-** 0—0 *-.* 0+0 

peio los tres numcros / (x 0 ), / (x 0 — 0) y /(x o +0) no son igualoa entre si, 
entonces, x 0 recibe el nombrc de punto de discontinuidad de l ,a especie F,n 
particular, si 

/ (*o-0) = /(x 0 + 0), 

x 0 so llama punto de discontinuidad evitable. 

Para que la funcidn / (x) sea continua en el punto x 0 , os nocosario 
y suficiente que 

1 ( x o) — t ( x o —0)=*/ (*o+0). 

Ejemplo 3. La funcidn /(x) = f^£. tiene discontinuidad de lro espe- 
cie en el punto x = 0. 

Efectivamente, aquf j 

/< +0)= lim 

*-»+o x 

y 

/(-0)= lim —= -1, 
x-»—0 —X 

Ejemplo 4. La funcion y = E (x), dondo E (x) Tcpresenta la parte ontera 
del numero x (es decir, E (x) es un ntimero entero quo satisface a la igualdad 
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x = &’(a:)-f- q, donde 0<^<i), es discontinua (fig. 10,6) ea cada panto 
ontero: *=0, ± 1, ±2, .... y todos los puntos do discontinuidad son do 
l ra ospeoie. 

Efectivamonte, si n es un numero entoro, E(n — 0) = w — 1 y E(ra+0) = n. 
fis ev id onto, quo on todos los dcmas puntos osta funcion os continua. 



Los puntos de discontinuidad do la funcidn que no son de l ra especio, 
se ilaman puntos de discontinuidad de 2“ especie. 

Son lambi6n puntos do discontinuidad de 2 a especio los puntos de dis¬ 
continuidad Injinita, os dccir, aquollos puntos x 0 , para los que, por lo menos, 
uno do los lfmiles lateralcs f(x 0 — 0) o /(x 0 -fO) es igual aco (vease el ej. 2). 

E jomplo 5, La funcion y = cos(fig. 10, c), en ol punto * = 0 

tiono una discontinuidad dc 2 a especie, ya quo aqui no oxiste ninguno de 
los dos Hmites laterales 

iim cos— y lim cos — . 

x-t-0 1 *-H-0 x 

3°. Propie dades de las funciones continua s. Al analizar 
las fimcionos para deterrainar si son continuas, hay quo tenet presoutes 
los siguientos tooreraas: , 

1) La suma y el producto dc un numero hmitado do funciones conti¬ 
nues on un campo detetminado es, a su vez, una funcion continua on este 
mismo campo; 
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2) ol cociente da la divisidn de dos funciones continuas en un campi) 
determinado, es tair,bi4n una funcion continua, para todos los valores del 
argumento de este rnismo campo, que no anulan ol denominador; 

3) si la funcion f (x) es continua en un intorvalo (a, b), estando el con- 
junto de sus valores comprendido en el intervalo (A, B) y la funcion <p (x) 
os continua en este intervalo (A, B), la funcion compuesta tp {/ (-z)l tambi&i 
es continua en ol intervalo (a, 6). 

Toda funcion /(z), continua en el segmento (a, 6J, posee las propiedades 
siguientes: 

1) f (x) esta acotada en [a, 6], es decir, existo cierto numero M tal, quo 
I / (*) I< M para 

2) / (x) aleanza en [ft, 6] su valor muximo y mfnimo; 

3) / (x) toma todos los valores intermedios entre dos dados, cs decir, 
si / (a) = A y / (P) = B (a < a < p ^ b) y A =£ B, ontonces, cualquiera que sea 
ol numero C, comprendido entre A y B, cxiste por lo monos un valor de 
■* = Y(a<Y<P) tab quo f(y) = C- 

En particular, si / (a) /(p)<0. la ecuacidn 

/<*> = o 

tiene en ol intervalo (a, P), por lo menos, una raiz real. 

304. Demostrar, que la funci6n y — x 3 es continua para cual- 
quicr valor del argumento x. 

305. Demostrar, que la funcion racional entera 

P (x) = a 0 x n -f a-ix"' 1 + ... + o„ 

es continua para cualquicr valor de x. 

306. Demostrar, quo la funcidn racional fraccionaria 

n <t\ - ^ U d- a l in ~ l + ---+ a n 
Vr”* + 6,x m -l+...+&„, 

es continua para todos los valores de x , a excepcidn de aquellos 
que anulan el denominador. 

307*. Demostrar, que la funcion y = Yx es continua para 

x> 0. 

308. Demostrar que, si la funcion / {x) cs continua y no nega- 
tiva en el intervalo (a, b ) la funcion 

F(x)=vm 

tambi4n es continua en este intervalo. 

309*. Demostrar, que la funcion y = cosa: es continua para 
cualquier valor de x. 

310. cPara que valores de x seran continuas las funciones: 
a) tgx y 1>) etgx? 

311*. Demostrar, que la funcion y = | x | es continua. Cons- 
truir la grafica de esta funcion. 

312. Demostrar, que la magnilud absolute de una funcion 
continua es tambi4u una funcion continua. 
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313. Una funcion esta dada por las fdrmulas 

/ (a:) =j fer cuando Xs * 2, 

[ A cuando x = 2. 

tComo debe elegirse el valor de la funcion A = f (2), para que 
la funcion / (x), completada de osla forma, sea contlnua cuando 
x —2? Construir la grafica de la funcidn y = /(x). 

314. El segundo miembro de la igualdad 

/(x) = 1 —xsen — 

* X 

carece de sentido cuando x = 0. dComo olegir el valor de /(0) 
para que la funcidn f(x) sea continua en este punto? 

315. La funcion 

/ (x) = arctg r ~2 

carece do sentido cuando x = 2. iPucde elegirse el valor de f (2) 
do tal forma, que la funcion completada sea continua cuando 
x = 2? 

316. La funcion f (x) es indetorminada en el punto x = 0. 
Determinar / (0) de tal forma, que /(x) sea continua en este 
punto, si: 


a) / (x) = -- (n es un numeco natural): 


h) f (x) =l=^ ; 

c) f(x)= In (l+^^ln (t-^ . 

d) / (x) = ——j——- ; 

e) / (x) = x z son — ; 

X 

f) /(x) = xctgx. 

Averiguar si son continuas las funciones: 


i — 2 ‘ 


M8 -*- T$T 


319. y — 


1 / 7 + 5—3 


321. a) p = sen-^- 
b) y = xsen — 
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322. ?/ = —-— . 

•’ sea x 

323. y = In (cos a:). 


326. y = (1 + a;) arctg . 

i 

327. y = e x+l . 


324. j/ = ln| tg-|- 

325. y = arctg -y- . 


330. y = 


328. y--=e . 

329. y = -V- 

1 + * 1 " 

x 2 cuando x <,3, 
2a: 4-1 cuando x > 3. 


Construir la grafica do esta funcion. 

3.31. Demostrar, que la funcion de Dirichlet x(*)» 9 ue , es 
igual a ccro cuando x es irracional e igual a 1 cuando x es racio- 
nal, es discontinua para cada uno de los valores de a:. 

Averiguar si son continuas y construir la grafica de las 
siguientes funciones: 

332. if = lim (*>0). 

333. y = lira (x arctg nx). 

n-*«» 

334. a) y = sgax, b) p = xsgnx, c) y = sgn {sen x), donde 
la funcion sgn x se determina por las formulas: 

( 4-1, si x>0, 
sgn x — I 0, si x =s 0, 
l —1, si x<0. 


335. a) y = x—E(x), b) y=*xE(x), donde E (x) es la parte 
entera del numero x. 

336. Bar un ejemplo quo demuestr© que la suma de dos fun¬ 
ciones discontinuas puedo ser una funcion continua. 

337*. Sea a una fraccion propia positiva que tiende a cero 
(0<a<l). tSe puede poner en la igualdad 

E(i+a) = E{l— a) + i. 


que se verifica para todos los valores de cl, el limite de la can- 
tidad a? 
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338. Demostrar, que la ecuacion 

x 9 —3* +1=0 

tiene una raiz real en el intervalo (1,2). Calcular aproximada- 
mente esla raiz. 

339. Demostrar, que cualquier polinomio P (x) de grado impar 
lieno por lo menos una raiz real. 

340. Demostrar, quo la ecuacion 

tgz = x 

tiene una infinidad de raices reales. 



CapUulo IJ 

DIFERENCIAC10N DE FUNCIONES 


1. Calculo dlrecto de derivadas 


1°. I n creme ii to del argumento e incremento do la 
f unci on. Si x y x x son valores del argumento x, mientras quo y = f(x) 
e y { — /(zj) son los correspondieutes valores do la funcion y = f {x), 

&x = x x —x 

so llama incremento del argu nento x en el segmento \x, z,|, y 


A y = y x —y. 


o sea, 

Ay = /(xi) — /(*) = /(*4-Ax) — f(x) (1) 

recibe el nombre de incremento de la funcion y en este mismo segmento \x, x,] 
(fig. 11, dondo A x = MA y by = AN). La razon 



representa cl coeficiente angular de la sccanlc MN de 


la grnfioa dc la 



funcidn y = f(x) (fig. 11) y sc llama velocidad media dc variacidn de la fun- 
ci6n y en el segmento (x, x + Ax). 

E j e m p 1 o 1. Para la funcion 

y = x~ —5x4-6, 

calcular Ax y Ay, correspondientes a las siguientes variacionos del argumento: 

a) desde x=i hasta z = l,l; 

b) desde x = 3 hasta x = 2. 
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S o 1 u c i 6 n. Tenemos: 

a) Ax = 1>1 —1 = 0,1, 

Ay=(1,1*—5-1,1+6)—(l a —5-1+6) = —0,29; 

b) Ax = 2—3= —1, 

Ay = (2* — 5-2+6) — (3*— 5 -3 + 6) = 0. 

Ejeraplo 2. Hallar, para la hiperbola y , el coeficiento angular 
do la secanlc que pasa por los puntos, cuyas abscisas son x = 3 y = 10. 
S o 1 u c i 6 n. Aqu! Ax = 10—3 = 7; y = -y ; y 1 = -X-; Ay = -X-—|-= 

—• —-X-. Por consiguiente, k = -^~— -X . 

30 Ar *0 

2°. Derivada. Derivadu y'=-^- do la funcion y = f(x) con respecto 

al argumento x se llama al limito de la razon , cuando Ax tiende 

Aa* 

a cero, cs decir 

!/' - lim . 

A*-»0 AX 

si (iicho Hmite existe. 

El valor do la derivada nos lo da el coeficientc angular de In tangonte 
Ml' a la grdfica do la funcion y = /(x) en el punlo x (fig. If); 

y’ = tg <p. 

La operaciAn de hallar la derivada y ' recihe el nombre do derivacidn 
de la funcion. 

La derivada y'=/'(x) ropresonta la veluctdad de variaci6n de la funcion 
en ol punto x. 

Ejomplo 3. Hallar la derivada de la funcion 

y — x 2 - 

Solucion. Aplicando la formula (1) tendremos: 

Ay = (x+Ax) a —x a = 2xAx + (Ax) 2 


Por consiguiente, 


- = 2x + Ax. 


= lim ——— lim (2x + Ax) = 2x. 
Ax~»0 Ax Ax->0 


3°. Derivadas later ales. Las oxpresionos 

/!(*)= lim /(» + &*)-/<«) 
A*-.-0 Ax 


/;(*)= lim l 

Ax->+o Ax 
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se Hainan respect ivamonte derivadas a la izquierda o a la derecha de la fun- 
<cion /(x) en el punto x. Para que exista /' (x) es noeesario y suficiente que 

Ejemplo 4. Hallar /I (0) y /; (0) para la fnncidn 

/(*)=!*!• 

Sol u cion. Por definicion, lenemos que 


/I (0) = 11 in 

ax-»-o 


I Ax | 
Ax 


- 1 . 


/+ (0) = lim 

ax-»+o 


= 1 . 


4°. Oerlvada i u f i n i t a. Si en un punto determinado tcncmos que 
lim LL X ± &X) -JQ, 


ax-»o 


Ax 


-co, 


se dice, que la funcidn continua /(x) tiene derivada infinita on el punto x. 
En este caso, la tangents a la grulica de la funcion y = /(x) sera perpendi¬ 
cular al eje OX. 

Ejemplo 5. Hallar /'(0) para la-funcion 
S o I u c i d n. Tenemo.s: 


/'(0)= lim lim r-^L- 

Ax-*0 Ax A*-»0y^Ax 2 


341. Hallar el incremento de la funcidn y = x 2 , correspond!ento 
al paso del argumento: 

a) do x = l a 3 ^ = 2; 

h) de x= 1 a ar, = 1,1; 

c) de x = 1 a x t = 1 + h. 

342. Hallar Ay para la funcion y = -^x, si: 

a) x = 0, Ax = 0,001; 

b) x = 8, Ax= —9; 

c) x = a, A x = h. 

343. iPor que, para la funcion y = 2x-)-3 se puedo determinar 
erincremento Ay, conociondo solamonte que el incremento corres- 
pondiente es Ax = 5, mientras que para la funcidn y — x 2 no puede 
hacerse lo raismo? 

344. Hallar el incremento Ay y la raz6n ~ para las funciones: 

a ) l/ = ip4^jr - c,iando z = i y Ax = 0,4; 
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b) y = Y x cuando x = 0 y Ax = 0,0001; 

c) p = lgx cuando a: —100.000 y Ax =—90.000. 

345. Iiallar A y y , correspondientes a la variacion del argu- 
jnento dosde x hasta x-l-Ax, para las siguientes funciones: 
a) y = ax+b ; d) y = Yx\ 


b) y = z s ; 

°) »=■ 4 -; 


e) y = 2 x ; 

f) p — In x. 


346. Hallar el coeficiente angular de la secante a la parabola 

y — 2x —x 3 , 

.si las abscisas de los puntos de interseccion son: 

a) x, — 1, x 2 = 2; 

b) x, — 1, x 2 —0,9: 

o) *i = lt x 2 = 1 + /i. 

tHacia que limitc tieude el coeficienle angular de la secante 
en el ultimo caso, si h —> 0? 

347. cCnal es la velocidad media de variacion de la funcion 
p = x ;i en el segmento i<x<4? 

348. La ley del rnovimiento de un punto es $ = 2t* + Zt +■ 5, 
donde la distancia s se da en centimetres y el tiempo t, en segun- 
dos. tA quo sera igual la velocidad media de esle punto durante 
el intervale de tiempo comprondido outre t = 1 y t = 5? 

349. Hallar la pondiente media de la curva y = 2 x en el seg¬ 
mento 1 <x<5. 

350. Hallar la pendiente media de la curva y = /(x) on el seg¬ 
mento [x, x-|- AxJ. 

351. dQue se entiende por pendiente de la curva y = f(x) en un 
punto dado x? 

352. Dofinir: a) la velocidad media de rotacion; b) la velocidad 
instantanea de rotacion. 

353. Un euerpo calentado e introducido en un medio cuya 
temperatura sea menor, se enfria. cQue debe enlenderse por: a) vo- 
locidad media de enfriamiento: b) velocidad de onfriamiento en un 
momento dado? 

354. iQu6 debe enlenderse por velocidad de reaccion de una 
substancia en una reaccion quimica? 

355. Sea m = f(x) la masa de una barra heterogenea en el 
segmento [0, x]. cQue debo enlenderse por: a) densidad lineal media 
de la barra en el segmento [x, x + Ax]; b) densidad lineal de la 
barra en el punto x? 
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356. Hallar la razon , para la funcion y = ~, en el punto 

<A X X 

x = 2, si: a) Ax = l; b) Ax = 0,1; c) Ax = 0,01. cA quo sera igunl 
la derivada y' cuando x = 2 ? 

357**. Hallar la derivada de la funcion y = tgx. 

358. Hallar u' = lim para las funciones: 

a \x-+o 

a) y = x 3 ; c) y = Yx-, 

*>) y=-^-; (i) y = ctgx. 

359. Calcular /'(8), si j(x) = Yx. 

360. Hallar /'(0), /'(1) y /'(2), si / (x) = x (x-l) a (x-2) 3 . 

361. eEn quc puntos la derivada de la funcion f(x) — x 3 coin¬ 
cide numericamento con el valor de la propia funcion, cs decir, 
/(*) = /' (*)? 

362. La ley del movimiento de un punto es s = 5f 2 , donde la 
distancia s viene dada eu metros y el tiempo t, en segundos. Ha¬ 
llar la velocidad del movimiento en el instante l — 3. 

363. Hallar el coeficicntc angular de la tangcnte a la curva 
y = 0,lx 3 , trazada eu el punto cuya abscisa es x = 2. 

364. Hallar el coeficionte angular de la tangente a la curva 
j/ = senx en el punto {ji; 0). 

365. Hallar el valor do la derivada de la funcion /(x)~— 

X 

en el punto x = x 0 (x 0 ^=0). 

366*. <iA que son igualos los coeficientes angulares do las tan- 

A 

gentes a las curvas y —— c y = x 2 , en el punto dc su interseccion? 

Hallar el angulo entre eslas tangontos. 

367**. Demostrar quc las siguientes funciones no tienen deri- 
vadas finitas en los punlos qiic se indican: 

a ) V ~ Vx 2 e l punto x = 0; 

b) y — p x — 1 en el punto x = l; 

c) y = | cos x | en los punlos 11 (& = 0, ± 1, ±2, ...). 


2. Derlvaclon por medio de tablas 

1°. Roglas principales para hallar la derivada. Si <: 
es una coaslante y a=qi(i) y t»=i|)(*) son funciones derivables, se tione: 

1) (c)' = 0; 3) (u±vy = u'±v'; 

Z) (*)' = !; 4) (cb)'= cu': 
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5 > («»)'« 6) (v) = ~~ v^ V U * °); 

Mt)'—S- 

2°. T a b 1 n tie las dorivadas <lc las fnnciones princi¬ 
pals 


I (l n )'=«zn-l. 
LI. (l/J)' = 


2\Tx 

111. (sen a:)' = cos x. 


(i > 0). 


XII. (**)' = e*. 

XIII. (In x)' =— (*> 0). 


XIV. (log 0 a:)'= 


I logo g 
x In a x 


IV. (cosx)' = —sen x. 
v - 

VI - W— sk- 

VII. (arcsonx)' = 

VIII. (nrr.cosx)'=«• 

IX. (orctgx)' 


XV. (sli x)' = clix. 
XVI. (chx)' = shx. 

1 


(x >0, a > 0). 


Vl-x2 

<|*|<<). 

1 

. (!*!<«)■ 


X. (arcctgx)' = 


1-f-x 2 - 

1 


XVII. (th x)' — 
XVIII. (oth x)' = 

XIX. (Arslix)' 
XX. (Arch x)' ** - 


ch 2 x ‘ 

1 

sh 3 x ' 


Vl + 


1 


3 ' 


**+l ‘ 


XI. (a*)' = «* In a. 


'|/x 2 -l 

(l*|>D- 

XXI. (Arth = 


XXII. (Arcth x)' = —-g.i-j. 

1 <M>I>. 

3". Regia para deriyar las fun clones corapuestas. 
Si y=j(u) y u = <p(x), es decir, y = /[<p(x)|. dondo las fnnciones yy« 
tienen derivada, so Mono 

Vx=y'u u x (D 

ci on otras notaciones 

dy__dy_ du 
dx du dx 


Esta regia puedo aplicarso a cadonas de cualquier nuuiero finito de funciones 
derivablos. 

E join pie 1. Ilallar la derivada do la funcidn 

y = (x 2 — 2x + 3) 8 . 

Solucidn. Iiacieudo p —u B , donde u = x 2 —2*+3, de acuerdo con 
In formula (1) tendromos: 

y' = (“% (* 2 - 2x+3);= 5u« (2x—2) = 10 (x — 1) (x 2 — 2x+3)« 


Derivation por medio de tablas 
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Ejemplo 2. liallar la derivada de la funcidn 

y = sen 0 Ax. 

S o 1 u c i 6 n. I-Iaeiendo 

y = u 3 . u — sonir, v = 4x, 

hallamos 

y' =3u 2 -cos v-A= 12 sen 2 Ax cos Ax. 

Hallar las derivadas do las siguientes funciones (en los N os 368—408, 
no se emplea la regia do derivacion de funciones compuostas): 


368. 

369. 

370. 

371. 

372. 

373. 

374. 


382. 

383. 

384. 

385. 


390. 


391. 


392. 


393. 

394. 

395. 


A. Funciones algebraicas 


y = x*— 4x* + 2x—3. 
l/^~ — — x+x t —0.5x , . 

y = ax--{-bxA-c. 

5*3 

y=-—- 

y = at m +bt m * n . 

_ ax* b 

y=T+ h ' 2 - 


2 5 

375. y = 3x3-2xi + x-\ 
376*. = 


377. y = 

378. y = 

379. y = 

380. i,= 

381. ij = 


_ a _ 

xylr 

a + bx 
c-{-dx 
2x + 3 
x" — 5x •+ 5 
2 1 
2 x-l x ' 

i+y' 2 
i—yi ’ 


/?. Funciones trigonomelricas y circulares inversas 


y = 5 sen z -}~ 3 cos a:. 

[/ = tgx —ctgx. 

— 3°“ * + COS« 

~ sen x —cos x ’ 

y=2ts&nt—(t*—2 ) cos*. 


386. i/ = arctgx-}-arcclgx. 

387. j/4-xctgx. 


388. 


389. 


y = xaresen x. 

_ (l+s B ) arctg x — x 

y 2 


c. 

y — x 1 


Funciones exponenciales y logaritmicas 
e x . 396. y = e x arcsen x. 


y = (x-i)e x . 


397. y = ^~ . 
J lnx 


e* 



^ = — • 
f ( x) = e x cosx. 
y = (x 2 — 2x A- 2) e x . 


398. i/ = f , ]nr—. 

399. i/ = - + 21nx- — . 

3! I 

400. i/ = ln:clg:r—]nalog a 


x. 
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D. Funciones hiperbolicas e hiperbolicas inversas 


401. 

y= 

x sh x. 

405. y = 

arctgx—Arth x. 

402. 

y — 

X- 

ch x 

406. y = 

arcsenx Arsh x. 

403. 

y= 

thx—x. 

407. i ,= 

Arch x 

X 

404. 

— — 

3 cth x 

408 u - 

Arcth x 

y 

In x 


i— z* • 


E. Funciones compuestas 

Hollar Jas derivadas de las siguientes funciones (en los N°* 
409 — 466, es necesario aplicar la regia para dorivar funciones 
compuostas de un argumento intermedio): 

409**. ,v = {l -f- 3x—5x J ) 30 . 

Soluci6u. Designemos \ +3x — 5x 2 =u; ontonces j/ = tt 30 . Tondremos: 
^; = 30u'« u* = 3—10-r; 
y' x = 30u 2B -(3—lOx) i= 30{1 -f 3z— 5**)™- (3 -10*). 

410 . y — (— ) 3 • 

411. f(y) = (2a + 3by) t . 

412. y = ( 3 + 2x 3 )*. 

,,o 3 1 1 

y ~ 56(2*-l)’ 24 (2* — 1 )* 40(2*-t) 3 ' 

414 . y = V~i=7 i . 

415. if = y'~a + b3^. 

416. y = (a t/ * — 

417. y=(3 —2senx) 6 . 

S oluc ion. p'=5(3 —2senz) 4 -(3—2sonz)'=5(3 —2sen *)■*( — 2cosz) = 
= —10 cos * (3 — 2 sen x)*. 

418. y=tgx — -^-tg a x4-~tg s x. 

419. i/ = ]/ctgx— y^ctga. 

420. y = 2x -J- 5 cos 3 x. 

421*. x = cosec 2 1 + sec 3 1 . 

422. /(x) = 


0 (1-3 cos *)* ■ 
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423. y. 


3 cos 3 x cos x 


424. y=y 


3 sen x — 2cosx 


425. y = i/ sen* x - 


i 

COS 3 X 


426. y ~ "V\ + arcsen x. 

427. y = Y arctg x — (arcsen i) 3 . 
1 


428. y- 


arctg x 


429. y = yxe x + x. 

430. y = {rze x ~2 x + i + ln*x. 

431. y = sen3x + cosy + tgV^x. 
Soluci6n. y'=cos3r-(3x)'—scn-|-- 

lx 1 

5 5 "*" 2 1/* cos* V 1 

432. y = sen (x® — 5z +1) -}- tg •— . 

433. /(x)=cos(aa:4-P). 

434. /(0 = sen£sen(i-f <p). 

/or 1 +cos 2x 

435. u — -r J -o— . 

9 i — cos 2x 

436. f(x) = a ctg ~ . 

437. ij— — ^cos(5x 2 ) — -^-cosx®. 

438. y = arcsen 2x. 


COS* V 


— (^/z)'=3 cos 3® — 


S o 1 u c i on. y' ■■ 


l/l-(2x)* 


-(2 *)' = 


439. y = arcsen . 

440. /(x)=arceos Vx. 

1 

441. y = arctg — . 

442. y— arcctg . 

443. y = 5e -xS . 

444. y=-~. 

O 

445. y = xH0 zx 


446. f (t) = tsen2‘. 

447. y = arccos e*. 

448. j/ = In(2x-t-7). 

449. y = lgsenx. 

450. y = In (1—x a ). 

451. y = ln 2 x —ln(lnx). 


4-lOiG 
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452. 1 / = In (e* + 5 sen x — 4 arcsen x). 

453. y = arctg (in x) -fin (arctg x). 

454. y=Y)n* + i + ln(V* + i). 

E. Funciones diversas 

455**. y = sen 3 5x cos 3 y . 

,r C 11 M 

4j6. y— 2 (ar — 2)* *-2 ' 

15 10_ _ 1 

457. y - — A(x _ 3) * 3 (* - 3) 3 2.(i - 3)5 ' 

458 * ^ = 8“i-'i¥- 


459. + 


461 ‘ J/= 3V(1-H^)« * 

462. ^ + + 

463. y =4^(1+ *»)»—i-fd+x 3 ) 6 - 

465. y = x*(a — 2x a ) 2 . 

/pr .. / °+^ n V”‘ 

466. ■ 

9 3,2 1 

467 ‘ 5lFf2^ _ ^W + '^+2^ _ 2(x + 2)' 

468. y«(a + j) Vd-X. 

469. y = /(* + «)(* + b) (X + c). 

470. z = \f y-\-Vl- 

471. / (0 «• (2i + 1) (it + 2) f 3 1 + 2. 

472. s=. 1 —7 . 

J/ 2ay — J/- 3 _ 

473. {/ = ln('|/ r 1 + e' t —l) —ln(V r M- e *+ 1 )- 

474 . y = ^coa 3 x (3cos 2 x — 5). 

ID 
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475. y = 

476. y = 

477. y, 

478. y; 

479. y. 

480. y. 

481. y- 

482. y, 

483. y. 

484. y, 

485. y- 


_ (tgSa-l)(tg-«x+10tg8^ + l) 
3 lg 3 * 

= tg 2 5x. 

= — sen (x 2 ). 

= sen 2 (t 3 ). 

= 3 sen x cos 2 x + sen 3 x. 

= jtg 3 x—tgx+x. 

cos x . 4 , 

= -3i^ + ¥ Ct S x - 

= Y a SCft2 x + P COS 2 X. 

= arcsen x 2 -|-arccos x 2 . 

1 

= y (arcsen x) 2 arccos x. 
x*-l 

— arcsen —s— . 


486. y = arcscn 


yi+; 


487. y = 

488. y = 

489. = 

490. y = 

491. y = 

492. y = 

493. y = 

494. y = 

495. {/ = 


arccos x 


V ' 

= ^j arc *n( J :)/i). 

— y a 2 — x 2 -f a arcsen . 

= a* — x 2 + a z arcson-|- . 

= arcsen (1 — x) + y2x—x 2 . 

= (x — y) arcsen Y x -f y Y x — x 2 . 

= In (arcscn 5x). 

= arcson(lnx). 

= arctg , * sona . 

° l — x oos.cc 


496. ;/ = 


2 , 5lg T+ 4 

-arctg- 5 - 


497. y = 35 2 arctg j/ — (35 + 2x) Ybx - 


498 . y = 


-VS arcctg —?=■ — x. 


52 


Diferenciacl6n de junciones 


499. 

500. 

501. 

502. 

503. 


sr- v e 

y — e son»*. 

F(x) = (2ma mx + b) v . 

F(t) = e at cos Pi. 

(a son Pi— p cos Pi) e ax 

’J -P+F 


504. y = ~j e x (3 sen 3x — cos3x). 

505. y = x n a-*\ 

506. y = |/ r cos*a 


507. 

508. 

509. 

510. 

511. 

512. 

513. 
514* 

515. 

516. 

517. 

518. 

519. 

520. 

521. 

522. 

523. 




y = 3 

y = In ( ax 2 -\-bx-\-c). 
y = ln(x + ya s -t-z 4 ). 
y = x — 2\fx + 2 In {i + Yx). 
y= In (a + x-f V'Aax + x*). 


X — 1 


y ~\u*x' 
y = In cos 


i (* — 2)6 

• I/ = ln (IW 


y= 


_i_ 

2 sen 2 x 


In tg x. 


y — y V'— ° s —Tp In (* + Ka: 3 — a z ). 

*/ = In In (3 —2x 3 ). 
j/= 5In 3 (ax-}-6). 

y = ln^^±f . 
l/i 2 +a 2 —i 

y = fln(*’-a»)+£lng 

2/ = s-sen (lnx —. 

1 , . x 1 cosr 

y — 2 ^ nt S 2 2 son 2 x ' 


i—a 
a 
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524. / (x) = V& +1 — In V f + " • 


525. 

526. 




i2 — 2x+l 
x 2 + x + l * 


y = 2 arcsen 3 *-j- (1 — arCC og 3x) 2 . 


senox , 

527. y = 3cosb X _j_i. 

u 


sen 3 ax 
cos 3 bx 


t g 1-4-2 -yi 

528. y = -2=ln—--. 

V* tgy+2+'l/3 

529. y = arctgln:r. 

530. y = In arcsen x + In 2 x -f arcsen In x. 

531. y = arctg In — . 

X 


532. y = 


■ 1 F arot8 ^+T ln 


X —1 

x + 1 ■ 


533. y = In 1 + Y sen * _(_2 arctg1/scna■ 

l— |/senx 

534. i/ = 4 ln S + T ln 'J^ + T arctg;E - 

535. f(x) = yln(l +a:) —4-ln(x 2 —a; + l) + ti=arctg 

536. /(*)«£^E£= ln/T=i*. 

1/1 — * 2 

537. y = sh 3 2x. 

538. y=e a *chpx. 

539. y = th 3 2x. 

540. y = lnsh2x. 

541. y = Arsh • 


542. y = Archlnx. 

543. y — Arth(tgx). 

544. y — Arcth (secz). 

545. y — Arth ~' x . 

3 1 + x- 


2x — 1 

1/3 
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Dijcrenciacion de funciones 


546. y=y {x 1 — 1) Arthar + y*. 

547. Arsh.r — ^-x^l +x s . 

548. Hallar y', si: 

a) y— \x\ 

b) 0 = x|x(. 

Coustruir la grafica de las funciones y e if. 

549. Hallar y', si 

y = lnM (x^O). 

550. Hallar /’ (x), si 

j(x)— fl —1 cua,, d° x< 0 , 

[ e~ x cuando x > 0 . 

551. Calcular /'(0), si 

/ ( x) — e~ x cos 3x. 

S o l u C i 6 n. f' (x) — e~ x (—3 sen 3x) — e~ x cos 3x; 

/' ( 0 ) = e 0 ( —3sen0)—«°cosO= — 1 . 

552. /(x) = ln(l + x)+arcson — . Hallar /'(1). 

553. Hallar (-£)_. 

554. I-Iallar /+(0) y /1(0) para las funciones: 

a) / (x) = y son (a:*); 

b) / (x) = arcson ; 

«) /(*)=—~r» /( () )=°; 

l+c* 

d) /(x) = x 2 sen—, x# 0 ; /{ 0 ) = 0 ; 

e) /(x) = xsen —. x^O; /{ 0 ) = 0 . 

555. Dada la funcion f(x) = e~ x , hallar /(0) + x/'(0). 

556. Dada la funcion /{x) = |/l + x, hallar /{3) + (x—3)/' (3). 

557. Dadas las funciones /(x) = tgx y cp (x) = ln (1 — x), 
/'(O) 


hallar 
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558. Dadas las funciones f (x) = i — x y ip (x) = 1 ~ sen , 

hallar . 

559. Demostrar que la derivada de una funcion par es una 
funcion impar y la de una funcion impar, es par. 

560. Demostrar que la derivada de una funcion periodica es 
una funcion tambien periodica. 

561. Demostrar que la funcion y — x e~ x satis face a la ecuacion 
xy' = (1 — x) y. 

— 

562. Demostrar que la funcion y = xe 2 satisface a la ecuacion 
xy' = (i — x*)y. 

563. Demostrar que la funcion U = -r~, —Vr- satislaco a la 

1 _ r x ~r In x 

ecuacion xy' = y(ylnx — 1). 


F. Derivada logaritmica 

llama derivada logaritmica dc una funcion y = f (x), a la derivada del 
logaritmo dc dicha funcion, es decir, 


Tln^)' = 


j (*) 

TV) - 


La logaritinneidn previa de las funciones facilita en algunos casos el 
culculo de sus dorivodas. 

Ejemplo. Hallar la derivada de la funcion exponential compuesta 

V = u°, 

dondo u = i p (x) y = 

So lucid ii. Tomando logaritmos, tondremos: 

1»} = p In u. 

Derivando los dos miembros de csla igualdad con rcspecto a x 
(In <j)' = a' In u + a (In it)', 


de donde 


o sea, 


— u = i>'lnu + i>— it, 
V •* 


y’ = y (n' In u-f . 
y'=u v [v' in 


: = x* [ , sen 3 x cos 2 x. 


l+x* 


564. Hallar y', si 
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S o 1 uc i 6 n. In y =— lnz+ln(l—z) —In (l-f-z 2 )-j-3 In sen x + 2 In cos z; 


T'* 


AixH) 


2z 


3 z r 1—x 


l-fz 2 


+ 3 


sonz 


• cosz- 


2 sen x 

cosz 


de donde 


J/ ' = y (^”Tir-T^r + 3 ct e x - 2t « ;c ) • 

565. Hallar y', si y = (son x) x . 

So ]u cion. In y=>x In sen z; -i- y' = In sen z+z ctgz; 

y' — (sen z) x (In sen z+z ctg x). 

Hallar y ', tomando previamonto logaritmos para la funcion 
y=f{x): 


566. y = (x+l)(2x+l)(3x-f-l). 

67 ‘ y ~ (*+l) a (z+3)* • 

568. y-j/J&Zp.. 

f -u 

570. y, 


Z 2 +l ' 

(*—2)9 


V(*-l)»(x-3)“ 


571. y = - 


¥*E1 


f (z + 2) a V(z-i-3) 3 

572. y = x*. 

573. y =»***. 


574. y = Yx. 

575. y=>x^. 

>>76. yr=j^ x . 

577. y = x» enx . 

578. y = (cosx) sens . 

579. 2/ = (!+-)*. 

580. y = (arctg x)“. 


§ 3. Derivadas de funclones que no estan dadas expli'clfamente 

l.° Dorivada de la funcidn inversa. Si la derivada 
de la funcion y = / (z) eslj^^O, la derivada de la funcion inversa 
3 = /"%) sera 
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Ejemplo 1. HalJar la derivada x' y , si 

p = x+lnz. 

1 x+ i 

Soluci6n. Tenemos y x — 1-f-—=—~—; por consiguiente, 

, x 


V x+1 ' 

2°. Derivadas de funciones dadas en forma parame- 
trica. Si la dependencia entre la funcion y y cl argumcnto x viene dada 
por medio del parametro t 


se tiene, 


o con otras notaciones, 


{ 


x = q>(i), 

x t 


Ejemplo 2. Ha liar -~ 

dx 


dy 

dx 


si 


dy 

dt 

dx 

dt 


x = ocos/, 
y = a sen t. 


So lu cion. Hallamos -^-= — a seat y -^-= a cost. De aqui quo, 


dt 

dy a cos t 


dt 

-ctg t. 


dx —a sent 

3°. Dorivada de la fuuci6n implicit a, Si la dependencia 
entre x & y viene dada de forma implicita 

F(x,y)=0; (1> 

para hallar la derivada y' x —y', en los casos mas simples, bastara: 1) calcular 
la derivada con respocto a x del primor miembro do la ecuacidn (1), consi- 
derando y funcidn de x: 2) igualar esla derivada a cero, es decir, suponer que 

d 


dx 


F(x, y)=0. 


y 3) resolver la ecuacion obtenida con respecto a y‘. 
Ejemplo 3. Hallar la derivada y' x , si 

x 3 + p 3 — 3axy=0. 

la derivada del pri 
tendremos: 

3x 2 +3y 2 y' — 3a (y + xy') = Q, 


( 2 ). 


(3> 


Soluci6n. Calculando la derivada del primer miembro de la igual- 
dad (3) o iguaWndoIa a cero, tendremos: 
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de donde 


r2— 


ay 


ax — y 2 


581. Hallar la derivada x' v , si 

a) ?/ = 'dx + z?-, 

b) y = x — i-sena:; 

c) y'= 0,ix + e x/z . 

Calcular la derivada if =•- do las funciones y siguientes, 
dadas en forma parametrica: 
if — 2/ — 1, 

. y = I s - 

i 


582. 


583. 


584. 


585. 


y-(r^r- 

x 


y 


2at 

l+i* ’ 

1 + t 2 
3 at 


l+t“ 
3 at 2 


580 


587. 


588. 


589. 


590 . 


.! 


y -i+*» • 
x = Vt, 

[y=n 

(x=]/'i r +T, 

<—i 

y ~ ‘ 
x — a(cost + tsent), 
j/ = a(sen 2 — tcosl). 
x = a cos' t, 
y = bsea 2 t. 
x = a cos 3 1 , 
y = bsen 3 t. 
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f _ cos 3 t 

I «/■ - --- 


591. 1 


l/co x2t ’ 
;en 3 1 


"J/cos2t 


f 1 

x = arc cos 


592. 


593. 


5^4. 


y = arcsen 


Vl-f « a ’ 

t 

yr+ 1 2 ' 


x = e - ', 
y = e* ! . 


x = a(]ntgy-J- cos 2 — sen l ) , 
y = a (sen 2 -f cos t). 


595. Calcular para / = — , si 


x = a(t — sen /), 
y = a(i —cos t). 


Solution. 


dy 


<1 sen t 


dx a (1 — cos t) 


. v {M-\ 

1—cos t \ dx ) n 


( x = llnt, 

596. Hallar ~~ para 2 = 4, si \ _ ]n( 


y=- t 

—j. 


du n x—e'cos2, 

597. Hallar -p- para 2 = -y, si , 

dx 4 y = escn2. 


sen — 


1-cosy 


598. Demostrar que la funci6n y, dada por las ecuaciones 
parametricas 

x = 2t+W, 

M-P + W, 


satislace a la ecuacion 


»-(4-)‘+ s (■*■)' 


599. Para x = 2 se cumple la igualdad 

x a — 2x. 

•dSe deduce de esto que 

(x a )'=(2x)' 
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600. Sea y = V a 2 — x®. cSe puede derivar raiembro a miembro 
la igualdad 

x 2 +y i = a 2 ? 


Hallar la dorivada y’= de las siguientes funciones impli¬ 
es tas y: 


601. 

2x — 5y +10 

= 0. 

612. 

arctg {x + y) = x. 


602. 

** . .9* 


613. 

e v = x + y. 

V 


603. 

x s + y 3 = a 3 . 


614. 

lnx + e * — c. 


604. 

3? + x*y + y* 

= 0. 

615. 

lnt/-)- —= c. 


605. 

Yx+Yy=ya. 


y 

u \ 


606. 


= y'V. 

616. 

arctg -j = y In ( x 2 

+ y*)- 

607. 

y 3 x T y . 

* x-\-y 


617. 

V x*-\-y 2 — c arctg 

y_ 

X 

608. 

y — 0,3sen y 

= X. 

618. 

x v = y x . 


609. 

a cos 2 (x y) ■ 

= b. 

619. 

Hallar y' en el 

punto 

610. 

t gy = xy. 



M (1; 1), si 


611. 

xy + arctgj 

• 


2y = l+xy 3 . 



S o 1 u c i 6 n. Derivando, teneraos: 2y' = y a -\-3xy*y'. Ilaciendo z = l e- 
y = 1, obtonemos 2y‘ = l + 3y', de donde y' = —1. 

620. Hallar las derivadas y' de las funciones y, que se dan a conti- 
nuacion, en las puntos que se indican: 

a ) (£ + !/) a = 27 {x — y) cuando x = 2 e y = i\ 

b) ye v = e x + l cuando z = 0 e y — 1; 

c) y*=x-fln ^-cuando x= 1 e y — 1. 


§ 4. Apllcaclones geometrlcas y mecanlcas de la derlvada 

1°. Ecuaciones de la tangontey de la normal. De la inter¬ 
pretation georaStrica de la derivada se deduce, que la cctmcion de la tangente- 
a la curva y = f{x) o F (x, y) = 0 on el punto M (x 0 , y 0 ) es: 

y~i/o—yi (*•—*o)i 

dondo y'„ 03 eI valor de la derivada y' en el punto M ( x 0 , y 0 ). La recta, 
porpondicular a la tangento, quo pasa por el punto de contacto de dsta com 
la curva, recibe el nombre de normal a dicha curva. Para la normal tendre- 
mos la siguieute ecuacidn: 

x — x Q +yo(y — y 0 ) = 0. 
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2°. Angulo entre eurvas. Por angulo formado por las curvaa 

y=h(*) 

y=f z (*) 


on su punto comun M 0 ( x 0 , g 0 ) (fifiT- 12) se ontiende el angulo a que forraan 
cntro si las tangentcs a estas eurvas M G A y M n B en el punto Mq. 

Por la conocida formula de Geometrfa Analitica obteneinos: 


tga 


/a ( z o) —/I (*o) 

! + /i(^o)-/a (*o) ' 


3°. Segmentos, relacionadosconla tangente y la nor¬ 
mal, para el caso de un sistema de coordenadas rectan¬ 
gular e s. La tangente y la normal determinan los cuntro segmentos 
siguientes (fig. 13): 

t — TM, llamado segmento tangente. 


St=TK, subtangente, 


n = NM, segmento normal, 


S n = KN, subnormal. 


Como KM = | Po| y tg<p = Pot se tiene 

t-T3/=|-g-Vl-t-(pi)* 

n-NM^I Uo V'H-(Vo) 2 1: 


S t =TK= ||?-|; -SW-Jiwil. 

4°. Segmentos, ralacionados con la tangento y la 
normal, para ol caso do un sistema do coordonadas p o- 
tares. Si la curva viene dada en coordenadas polares por la ecuacton 



La tangente MT y la normal MN en el punto M, junto con el radio polar 
del punto de contacto y la perpendicular a dicho radio trazada por el 
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polo 0, determinan los cuatro segmentos siguientes (vease la fig. 14): 
t=MT, segmento de la tangenle polar, 
n=MIf, segmento de la normal polar, 

St = OT, subtangente polar , 

S n =^ON, subnormal polar. 

Estos segmentos se expresan con Jas siguientes formulas: 

t = MT = J t T Vr* + W, S t = OT= 1 £ J ; 
n = MN = Vr* + (r'f; S n = ON^\r'\. 

021. dQue angulos (p forman con el eje OX las langentes a la 
curva y = x—x 2 en los puntos cuyas aLscisas son: a) x — 0; 
i>) x — 1/2: c) x = 1? 

Soluci6n. Tonemos y'= 1—2z. Do donde: a) lg(p=l, q> = 45°; 
b) tgrp = 0, 9 = 0°; c) tg<p=— 1; cp = 135° (fig. 15). 



022. dQne angulos forman con ol eje de abscisas, al cortarse 
con eslc on cl origon do coordcnadas, las sinusoides y = sonar 
e y = sen2z? 

023. dQue angulo forma con cl ejo de abscisas, al cortarse 
con este on el origen de coordenadas, la tangentoido i/=j tgx? 

624. dQuc angulo forma la curva y = e°- ix con la recta a: = 2 
al cortarse con cl la? 

625. Hallar los puntos en que las tangentes a la curva y = 
= 3a: 4 4"4a; 3 — 12a; 2 -\- 20 scan paralclas al eje de abscisas. 

020. tEn que punto la tangente a la parabola 

y = x 1 — lx + 3 

es paralela a la recta 5x-)-y — 3 = 0? 

027. Hallar la ecuacion de la parabola y = x i -\-bx-\-c, que os 
tangente a la recta x — y en el punto (1; 1). 
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628. Determinar el cocficienle angular de la tangente a la 
curva x 3 -\-y 3 — xy —7 =0 en el punlo (1; 2). 

629. eEn quo punlo de la curva y 3 ~2x a la tangente es per¬ 
pendicular a la recta 4x—3^ + 2 = 0? 

639. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la parabola 

y=V*~ 


en el punlo cuya abscisa os x = 4. 

Solucion. Tonemos Y — ^ ^/~ > al J U1 quo, el coeficiontc angular 

de la tangente sera k = [y' U=T- Como el punto dc contacto lieno las 

coordenadas x = 4 e y — 2. La ccuacidn dc la tangente es y-~ 2=-^-(x— 4), 
o bien, x— 4y+4 = 0. 

12n virtud de la eondicion de perpcndicularidad, el coeflciente angular 
dc la normal es: 

*,= -4, 

de dondo la ecuaeidn de la normal es 

!/—2= — 4 (x— 4), o bien, 4x-|-^ —18 = 0. 

631. Escribir las ecuaciones de la tangente y de ia normal a la 
curva y = x 3 -\-2x 3 — 4x~S en el punlo ( — 2; 5). 

632. Ha liar las ecuaciones do la tangente y do la normal a la 
curva 


y=y / X—l 

en el punto (i; 0). 

633. Hallar las ecuaciones de las tangentes y de las normales 
a las siguientes curvas en los puntos que se indican: 

a) V —tg 2x en el origen do coordenadas; 

b) y - arc sen * ~ 1 en cl punlo dc intcrseccion con ol ojo OX; 

c) y — arc cos 3z en ol punto de intcrseccion con el e;je OY; 

d) y = lnx en el punto de intorseccion con el eje OX; 

e) y = e l ~ xi en los puntos de inlerseccion con la recta y = i. 

634. Escribir las ecuaciones de la tan gen to y de la normal a 
la curva 


x 

_ y 


i +•« 
“ 13 “ 


^ 2/ ’ 


en el punto (2; 2). 

635. Escribir la ccuacion de la tangente a la curva 


x = tcost, y = tsent 


en el origen de coordenadas y en el punto t = 
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636. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva x l -f y 3 -f 2x — 6 = 0 en el punto cuya ordenada es y = 3. 

637. Escribir la ecuacion de la tangente a la curva x 5 4-y K — 
— 2xy = 0 en el punto (1; 1). 

638. Escribir las ecuaciones de las tangcntes y de las normales 

a la curva y = (x — l)(x — 2)(x — 3) en sus puntos de intorseccidn 
con el eje de abscisas. > 

639. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva y* = 4x* -j- 6xy en el punto (1; 2). 

640*. Demostrar que el segmenlo de tangente a la hiperbola 
xy = a-, comprendido entre los ejes de coordenadas, esta dividido en 
dos partes iguales por el punto de contacto. 

641. Demostrar que en la astroide £ 2/a -+- ?/ 2/a = a 2 / 3 el segmento 
tangente, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene rnagni- 
tud constante e igual a a. 

642. Demostrar que las normales a la envolvente de la circun- 
ferencia 

x = a (cos! -Msent), y— a (sen t — t cost) 

son tangentos a la circunferencia x* + y* = a 2 . 

643. Hallar el dngulo de interseccion de las parabolas 

y = (x — 2)- e y=— 4 + 6x — x". 

644. iQue angulo forman entre si las parabolas y = x 2 e y~ i 3 
al cortarse? 

645. Demostrar que las curvas y = 4x 2 -)- 2x — 8 oy = x 3 — x + 10 
son tangentes entre si en el punto {3; 34). cOcurrira lo mismo en 
el punto (— 2; 4)? 

646. Demostrar que las hiperbolas 

xy = a~ y x- — y 2 = b z 

se cortan entre si lormando un angulo recto. 

647. So da la parabola j/ 2 = 4x. Calcular la longitud de los 
segmentos tangente, normal, subtangente y subnormal en el punto 
(!; 2 ). 

648. Hallar la longitud del segmento subtangente de la curva 
y = 2* en cualquier punto de la misma. 

649. Demostrar que la longitud del segmento normal a cual- 
quier punto do la hiperbola equilatera x 2 ~y i ==a i es igual al radio 
polar de dicho punto. 

650. Demostrar que la longitud del segmento subnormal do la 
hiperbola x 3 — p 3 = o 2 , en un punto cualquiera de la misma, es 
igual a la abscisa do dicho punto. 

651. Demostrar que los segmentos subtangentes de la elipse 

y de la circunferencia x*-f j/ a = a s , en los puntos de 
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abscisas iguales, son iguales entre si. dQud procedimiento de cons- 
truccidn de la tangente a la elipse se desprende de lo antedicho? 

652. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, 
subtangente y subnormal a la cicloide 


x = a ( t —sen t) 
y — a(\ — cos t) 

on un punto cualquiera t = t 0 . 

653. Hallar el angulo que forman entre si la tangente a la 
espiral logaritmica 

r — ae h f 

y el radio polar del punto de contacto. 

654. Hallar el angulo entre la tangente y el radio polar del 
punto de contacto para la lemniscata r 2 = a 2 cos2cp. 

655. Hallar las longitudes de los segmentos polares: tangente, 
normal, subtangente y subnormal y el angulo que forman entre 
st la tangente y el radio polar del punto de contacto para la espi¬ 
ral de Arquimedes 


r = <zcp 

en cl punto de angulo polar <p = 2ji. 

656. Hallar las longitudes de los segmentos polares: subtan¬ 
gente, subnormal, tangente y normal, y el angulo que forman 
entre si la tangente y el radio polar para la espiral hiperbdlica 

r = -— cn un punto arbitrario 9 = <p 0 ; r = r 0 . 

657. La ley del movimiento de un punto sobre el eje OX es 

2 = 3* — t 3 . 

Hallar la velocidad del movimiento de dicbo punto para los instan- 
tes * o =0; *, = f y 4 = 2 (r se da en centiraetros; t, en segundos). 

658. For el eje OX so mueven dos puntos que tienen respecti- 
vamente las leyes de movimiento 

x = 100 + 5* 


y 



donde *> 0. tCon que velocidad se alejaran estos puntos, el uno 
del otro, en el momento de su encuentro (x se da en centimetres; 
t, en segundos)? 

659. Los extremos de un segmento AB = 5 m. se deslizan por 
las rectas perpendiculares entre si OX y OY (fig. 16). La veloci¬ 
dad de desplazamiento del extremo A es igual a 2 m/seg. £Cual 
sera la velocidad de desplazamiento del extremo B en el instante 


5-1016 
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en que el extremo A se encuentre a una distancia OA = 3 m. del 
origen de coordenadas? 

660. La ley del movimiento de un punto material, lanzado en 
ei piano vertical XOY (fig. 17), formando un angulo a respecto 
al horizonte, con una velocidad inicial v 0 , viene dada por las for¬ 
mulas (sin tomar en considoracidn la resistencia del aire) 

x—cosa, y = v 0 t sen a— 

donde t es el tiempo y g la aceleracion de la fucrza de gravedad. 
HaJIar la trayocloria del movimiento y su a lea nee. Determinar 




tambicn la magnitud de la velocidad del movimiento y su direc- 
cion. 

661. Un punto se mueve sobre la hiperbola y = -^-de tal modo, 

que su abscisa x aumenta uniformemente con la velocidad de una 
unidad por segundo. eCon que velocidad variara su ordenada, cuando 
el punto pase por la posicion (5; 2)? 

662. tEn que punto de la parabola y 2 = 18z la ordenada crece 
dos veccs mas de prisa que Ja abscisa? 

663. Uno de los lados de un rectangulo tiene una magnitud 
constante a = 10 cm, mientras que el otro, b, es variable y aumenta 
a la velocidad constante de 4 cm/seg. cA que velocidad creceran 
la diagonal del rectangulo y su area en el instante en que 6 = 30 cm? 

664. El radio de una esfera crece uniformemente con una velo¬ 
cidad de 5 cm/seg. cA que velocidad creceran el aroa de la super- 
ficie de dicha esfera y el volumen de la misrna, cuando el radio 
sea igual a 50 cm? 

665. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquimedes 

r = ay 
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(a = 10 cm) de modo que la velocidad angular de rotacion de su 
radio polar es constants g igual a 6° por segundo. Dotorminar la 
velocidad con quo se alarga dicho radio polar r en el iiislantc en 
que r = 25 cm. 

666. Una barra heterogenca AB tiene 12 cm. de longilud. La 
masa de la parte de AM de la misma crece proporcionalmente al 
cuadrado de la distancia del punto mdvil M respecto al extremo A 
y es igual a 10 g cuando AM = 2 cm. Hallar la masa de toda 
la barra AB y la densidad lineal en cualquicr punto M de la 
misma. cA que es igual la densidad lineal de la barra en los 
puntos /I y S? 


§ 5. Derivadas de ordenes superlores 

1°. Defini cion de las derivadas de ordenes superio¬ 
res. Derivada de segundo orclen o derivada segunda de nna funcidn i l=f(x\ 
se llama a la derivada de su derivada. es decir, a 

I 

La derivada segunda se dcsigna as£: 

,n x 

Si x = i(t) es la ley del movimiento rectilfnco do an pnnto, es la ace- 
leracion de dicho movimiento. 

En general, la derivada de orden enesimo de la funcidn i/ = j(x) os la 
derivada do la derivada do, orden (a —1). La derivada enesima so designs asf: 

y' n ', o -g- . o /<»>(*). 


Ej oni pin 1. Hallar la derivada dc sogundo orden de la funcidn 


y = ln (1-x). 


S o 1 u c i d li. 


— i . / — 1 y i 

y = 1-X ' 1— X ) (1 —j:)2 • 


2°. Formula do Leibniz. Si las funciones u=<p(s) y y = ip(z)- 
tienen derivadas hasta de orden enesimo inclusive, para calcular la derivada 
en&spna del produclo de estas funciones puede emplearse la fdrmula de 
Leibniz 


(!«>)<«> = U' n 'v 4 - nu‘ n -i> v' 


1-2 


u' n ~ 2 > t'-J-. 


. + uv< n \ 


3°. Dorivadas de ordenes superiores de 
dadas en forma paramdtrica. Si 


fx = q>(0. 

\ y = ’}» <<) r 


f un c ion os 


5* 
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sus derivadas y' . . . pueden calcularse sucesivamente por 

* dx xx dx i 

las formulas: 

. >'■ (Vxxh 

f'x^. ^x = (^)x = — • »*xx = — - etc - 

Para la dorivada do 2° ordon se cumple la formula 

xy tt -x- u y t 

(Jjj5 ' 

' Ejemplo 2. Hallar y", si 

( x = a cos l, 

\ p = 6sen t. 

S o 1 u c i 6 n. Tcnomos: 

, ( 6se "0f _ 6-cost b 

y (a cos t), — a sen t a c 6 


( b , \ 6—1 

, _ ( a ° ® Jt a ' sen 3 t 

— a son t 


U = 


(a cos t)' t 


a 2 son 3 I 


A. Derivadas de 6rden.es superiores de funciones explicilas. 
Hallar las derivadas de segundo grado de las funciones siguientes: 

667. y = x B -j-7x ls —5z + 4. 

668. y=*e xt . 

669. y = sen 4 *. 

670. y = \n¥T+~x\ 

671. y = ln(* + /?T^). 

672. / (z) = (1 + x 3 ) ■ arctg x. 

673. y = (arc sen a:) 2 . 

674. f/ = ach — . 

675. Dcmostrar, que la funcion i / = satisface a la 

ecuacidn diferencial 1 + >/* = 2 yy". 

676. Demostrar, quo la funcion y = |a:V satisface a la ecua- 

cion diferencial y" — 2i/ -j- y — e x . 

677. Demostrar, quo la funcion y = C t e-* + C 2 e~ 2X para cual- 
quier valor de las constantes C { y C 2 satisface a la ecuacion 
y' + 3y' + 2y=0. 
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678. Demostrar, que la funcion y = e 3 * sen 5.x satisface a la 
ecuacion y" — 4 y' + 29 y = 0. 

679. Hallar y", si y = x 3 - 5x 2 + 7x — 2. 

680. Hallar /”(3), si /(*) = (2x~3) 4 . 

681. Hallar y v para la funcion y = In (1 -px). 

682. Hallar y vl para la funcion y = sen2x. 

683. Demostrar, que la funcion y^e^coax satisface a la ecua¬ 
cion diferencial y v, -\-4y = 0. 

684. Hallar / (0), /'(0)? f (0) y /"(0). si 

/ (x) = e x sen x. 

685. La ecuacion del movimiento de un punto sobre el eje OX, es 

x = 100 + bt- 0,001 1 3 . 

Hallar la velocidad y la aceleracion do dicho punto para los 
instantes 

« o =0; <i=l; <a= 10. 

686. Por la circunferencia x 3 + y a = a 2 se mueve un punto M 
con una velocidad angular constante <e. Hallar la loy del movi¬ 
miento de su proyeccion M t sobre el eje OX, si en el momento 



Fig. 18 

i=0 el punto ocupaba la posicion M 0 (a, 0) (fig. 18). Hallar la 
velocidad y la aceleracion del movimiento del punto M t . 

IA qud es igual la velocidad y la aceleracion del punto Af, en 
el momento inicial y en el momento en que pasa por el origen de 
coordenadas? 

iCuales son los valoros absolutos maximos de la velocidad 
y de la aceleracion del punto Af,? 

687. Hallar la derivada de orden n-csimo de la funcidn 
y = (ax + b) n , donde n es un numero entero. 

688. Hallar las derivadas de orden n-esimo de las funciones: 

») i/ = rb ; b ) 
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689. Hallar la derivada n-esima de las funciones: 

a) y = sen x; 

b) y — cos 2a;; 

«) y — e_sx > 

d) j/ = ln(l+*); 

«)y=-r^r; 

,, i+* 

/) !/=—; 


g) i/ = sen 2 x; 

h) t/ = ln (az + i). 


690. Empleando la formula de Leibniz, hallar t/ <7t) , si: 

a) y = x-e x \ 

b) y = x*.e-* x \ 

c) U= (1 — X 2 ) COS a:; 


1 -j-z 

VT ; 

e) y = x 3 In x. 

691. Hallar /<")(0), si /(i) = ln 


i 

1 —i ' 


8. Derivadas de ordenes superiores, de funciones dadas en forma 
parametrica y de funciones implicitas. 

Hallar ~s- para las funciones siguientes: 


692. a) 

693. a) 

b) 

694. a) 


a: = In f, 

x = a cos t, 
J4= asen /, 
a; = acos 3 £, 
i/ = a sen 3 £; 

a; = cos 2£, 


b) 


c ) 


c ) 

d) 


a: = arctg £, 
j/ = ln (l-f£ 4 ); 
a; = a(£ —sen£), 
y = a (1 — cos £); 
x = a (sen t — t cos £), 
y = a (cos t-\-t sen t). 
x = »rcigl. 


x= arcsen t, 

y = YT^7*. 


ar = cos 'll, _ v *-""'** 

695. a) 1 

f/ = sen a t; y=: — i*; 


b) 


x = e -a( , 
y = e at . 


b) 


z= In t. 
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696. Hallar —, si 

697. Hallar para i=0, si 


x = e' cos t, 
y = e'sen t. 

x = ln (l + t 8 ), 

!/ = «*. 

698. Demostrar que y, determinada coxuo funcion de x por 
las ecuaciones x = sen t e y — ae‘ ^ 2 +- be~ l , satisface a la ccua- 
cion diferencial 




■2p 


cualesquiera quc sean las constantes a y />. 

Hallar = P ara * aS siguientes fvinciones: 

x = seci, 


699. 

700. 

701. 


y=^tgt. 
x = e~‘ cosi, 
y = e~' sen t. 
x = e~‘, 

y = t *. 


702. Hallar -g- 


f x = ln*, 

Si l 


703. Conocicndo la funcion y = /(x), hallar las derivadas x" 
y x* de la funcion inversa x = f~ 1 (y). 

704. Hallar y", si x a + y a = 1. 

So lucid n. Aplicando la regia do dorivacion de funciones compuestas 
tenemos 2z + = 0; de dondc y'=>—— e 




Poiliendo cn lugfir do y' su valor, obtendremos on dofinitiva: 

y, + a ^ _ 1 

y v 3 v 3 

Determinar las derivadas y" de las siguientes funciones y — f(x ), 
dadas de forma implicita: 

705. y 2 — 2px. 


706. 


X- y- 

-F + ~gr 


= 1 . 
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707. j/ = i-t-arctgy. 

708. Dada la ecuacion p = x-f-lnp, ballar y • 

ax* ay* 

709. Hallar y" en el punto (1; 1), si 

z 2 + 5xy + y 2 — 2x+ y — 6 = 0. 

710. Hallar y" en el punto (0; 1), si 

x*—xy + y* = i. 

711. a) La funcion y esta dada implfcitamente por la ecuacidn 

x* + 2xp + p*—4x + 2p —2 = 0. 

J3w 

Hallar on el punto (1; 1). 
b) Hallar si x a -| -y i = a l . 

§ 6. Dlferenclales de primer orden j de ordenes superlores 

1°. Diferencial de primer orden. Se llama dijerenclal (de 
primer orden) dc una junclon y=f(x) a la parte principal do su incremonto, 



lineal con rospecto al incrcmcnto Az — dz de la variable indcpondionto x. 
La diferencial do una funcion es igual al producto de sa derivada por la 
diferoncial de la variable independionto 

dy=y' dx. 

De aqui, quo 



Si MN os ol arco do la grafica dc la funcion y — f(x) (fig. 19), MT la 
tangente on el punto M (x, y) y 

PQ = &x—dx, 


Diferenciales de primer orden y de or denes superiores 
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tendrcmos quo el incremento do la ordonada de la tangonte 

AT = dy 

y ol segmento AN=;Ay. 

Ejemplo 1. Hallar el incremento y la diferoncial do la funcion 

y = 3x 2 -x. 

Solucion. l er procodimiento; 

Ay — 3 (x -f Ax )* — (x + Ax) —3x 2 + x 

o bien. 

Ay— (6z — 1) Ax+3 (Ax) 5 . 

Por consiguiente, 

dy = (6x-1) Ax = (6x — 1) dx. 

2° procedimiento: 

y' = 6x— 1; dy = y’ dx = ( 6x— i)dx. 

Ejemplo 2. Calcular Ay y dy do la funciAn y — 3x 2 —x, para x = l 
y Ax = 0,01. 

Solucion. Ay = (6x—l)-Ax-f 3 (Ax)* = 5-0,01+ 3-(0,01)* = 0,0503 

y 

dy = (6x-1) Ax = 5-0,01 =0,0500. 

2°. Propiodades fundamentales de las diferenciales: 

1 ) de = 0, donde c = constante. 

2) dx = Ax, donde x cs la variable independiente. 

3) d (cu) — cdu. 

4) d (u ± v) =■ du ±. dv. 

5) d [uo) = udv-\-odu. 

( u \ v du — u dv , 

6) d (v )"—— {v * 0) - 

7) d/(u) = /'(«) du. 

3°. A plica cion dela diforencial para los calculos 
aproximados. Cuando el valor absoluto del incremento Ax de la varia¬ 
ble independiento x es pequono, la diforencial dy do la funcion y—f(x) 
y el incremento Ay de dicha funciAn son aproximadamonto iguales entre si 


es dccir, 
do donde 


Ay ssdy, 

/ (x+ Ax) —/ (x) rs /' (x) Ax, 
/(* + A*)«*/(x) + /' (x) Ax. 


( 1 ). 

Ejemplo 3. dEn cuanto aumcntara aproximadamente el lado de un 
cuadrado, si su area aumonta do 9 m 3 a 9,1 m 2 ? 

SoluciAn. Si x es el area del cuadrado e y el lado del mismo, ten- 
dremos que 

V= V*- 

Por las condiciones del problema: x=9; Ax=0,l. 

Calculamos aproximadamonto el incremento Ay del lado del cuadrado 

Ay «= dy = y'Ax =—~=*0,1 = 0,016 m. 

2 y 9 




74 


Dlferenciacion de fundone! 


4°. Diforenciales de ordoncs supcriores. Se llama diferen¬ 
cial de s'egundo orden a la diferencial de la diferencial de primer orden: 

d*y = d ( dy ). 


De forma analogs se determinan las diferenciales de tercer orden y de orde- 
ues sucesivos. 

Si y = f(x ) y x es la variable indepondionto, so tieno 

d^y=y" (dxf-, 
d 3 y = y" (d*3), 


<l u y = (/<"> (Ux) H . 

Cuando g = /(u), doude u = <p(x), se tieno: 

d i y = y’ (du) 2 - |-y' d 2 u, 
d 2 y = y" ( du ) 3 3y" du ■ d 2 u -f y'd 3 u, 

elc. (En este caso, las apostrofes designao derivacion con respecto a la 
variable u). 

712. Hailar el incremcnto Ay y la diferencial dy de la funcion 
y = 5x-t-x 2 para x —2 y Ax = 0,001. 

713. Sin calcular la derivada, hailar 

para x = 1 y Ax — — y - 

714. El area S de un cuadrado, cuyo lado es iguai a x, vicno 
dada por la formula S = x t . Hailar el incromento y la diferencial 
de esta funcidn y determinar el valor geomdtrico de esta ultima. 

715. Dar la interpretation geometries del incremonto y de la 
diferencial de las siguientes funciones: 

a) del area del circulo S^nx 2 ; b) de! volumen del cubo v — x 3 . 

716. Demostrar, que cualquiera que sea x, el incremento de la 
funcion y = 2*, correspondiente al incremento de x en una magni- 
tud Ax, es equivalente a la expresion 2*AxIn2, cuando Ax—>0. 

717. cPara que valor de x, la diferencial de la funcion y — x 2 
no equivale al incremento de esta niisma funcion cuando Ax—->0? 

718. dTiene diferencial la funcion y = |x| para x = 0? 

719. Empleando la derivada, hailar la diferoncial do la funcion 

y = cos x, para x = “ y Ax = -^-. 

720. Hailar la diferencial de la funcion 

2 

y ~ yr 

para x = 9 y Ax = — 0,01. 
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721. Calcular la diferencial de la funcidn 

y = tgx 

para i = j y ^ = -^- 

Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, para cual- 
quier valor de la variable indepcndiente y de su incremento: 

722. » = +. 

723. y. 


i — x 


728. y = lu 


724. y = arcseny. 

725. y = arctg-^- . 

726. y = e~*\ 

727 . y = x\nx — x. 

i —x 
i+x • 

729. r = ctg cp + coscc q>. 

730. s=arctge'. 

731. Hallar dy, si x i + 2xy—y i = a i . 

Solucion. Toaiendo en cncnta la invariabilidad de la forma de la 
diferencial, tencmos: 

2 xdz + 2(ydx + xdy)-2ydy = 0. De donde 

J x — tj 

Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, dadas de 
forma implicita: 

732. (x + y) 2 (2s+i/) 3 = l. 

X 

733. y = e ». 

734. 1*/?+? = arctg -j . 

735. Hallar dy en el punto (1; 2), si y 3 — y = 6x*. 

736. Hallar el valor aproximado del sen 31 . 

So lucid n. Tomando x = arc 30° = -^- y Ax = arc l° = -jgQ-, por la for¬ 
mula (1) (vdase 3°) tendremos que, sen 31° ^ sen 30° +-^- cos 30'-' = 0,500 + 

+ 0,017-^—- = 0,515. 
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737. Sustituyendo el incremento de la funcion por la diferen- 
cial, calcular aproximadamente: 

a) cos 61°; d) lg0,9; 

b) tg44°; e) arctg 1,05. 

c) e 0 ' 2 ; 

738. eEn cuanto aumenta, aproximadamente, ol volumen de una 
esfera, si su radio 71 = 15 cm se alarga en 2 mm? 

739. Doducir la formula aproximada (para vaiores de |Ax|, 
pequeuos en comparacidn con a;) 

ys+^_ 

y con ella, hallar los vaiores aproximados de Y 5; 1^17; Y 70 ; 
Y 640. 

740. Doducir la formula aproximada 

y hallar los vaiores aproximados de y^lO, >/ 70", y^200. 

741. Hallar los vaiores aproximados de las funciones: 

a) y = x 3 —4x a -|-5x + 3 para * = 1,03; 

b) f(x) = V*+Z para x = 0,2; 

°) /(*) = ]/P ara x = 30 - 1 ? 

d) ij = e 1- * 2 para * = 1,05. 

742. Hallar el valor aproximado de tg45°3'20". 

743. Hallar aproximadamente arcsen 0,54. 

744. Hallar aproximadamente ■{/ 17 . 

745. Demostrar, basandose en la formula do la ley de Ohm 
E 

/ = -£-, que una pequeiia variacion do la intensidad de la corriente, 

debida a una pequeiia variacion de la resistencia, puede hallarse 
de manera aproximada por la formula 

746. Demostrar, que un error relative dn 1%, cometido al 
dotorminar la longitud del radio, da lugar a un error relative 
aproximado de un 2%, al calcular ol area del circulo y la super- 
ficie de la esfera. 

747. Calcular d 2 y, si y = cos5z. 
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S o 1 u c i 6 n. d 2 u = y" (dx)* = —25 cos ( dx ) 2 . 

748. u = ]A — x 2 , hallac d 2 u. 

749. y~ arccosz, hallar d 2 y. 

750. y = sen x In x, hallar d 2 y. 

751. z = —, hallar d*z. 

X 

752. z = x 2 e~ x , hallar d 3 z. 

753. z = —, hallar d 4 z. 

754. ii = 3sen(2z-|-5), hallar d n u. 

755. i/ = e* cosa sen (a; sen a), hallar 


§ 7. Teoremas del valor medio 


1. Teoroma de Rollc. Si una funcidn / ( 2 ) cs continue en cl seg~ 
mento a<*<6, tiene una derivada /'(z) en cada uno de los puntos into- 
riores de Iste y 

/<«>-/<*). 

para su variable indepcndionte 2 , exist® por lo menos un valor £, donde 
a < E < fr ea tal, quo 

/'(&)-0. 

2. Teorema de Lagrange. Si una funcidn / ( 2 ) es eontinua en el 
sogmento a<z<6 y tiene derivada en cada punto interior de Gste, se tiene 

f(b)-/(a) = (b-a) f'd), 

donde a < g < 6. 

3. Teorema de Cauchy. Si dos funcioncs f ( 2 ) y F ( 2 ) son conti¬ 
nues en el sogmento ay tienen en el intervalo a<z<& derivados 
quo no se anulan simultdneamente, siendo F (b) ^ F(a), se tiene. 


1(b)-I (a) /'(B) 

f(b)-F(a) F'(l)’ 


donde a < £ < b. 


756. Verificar quo la funcion /( x) = x — x 3 satisface a las condiciones 
del toorema de Rolle on los segmentos -1 <i< 0 y 0.<z.<l. Hallar los 
valores corrospondientes do g. 

So lu cion. La funcion / ( 2 ) es continue y derivable para todos los 
valores do 2 ; ademas do osto, / (— 1) = / (0) = / (1) = 0. Por consiguiente, 
ol teorema de Rolle puede aplicarso on los segmentos 
Para hallar el ntimero | formamos la ecuacion: 


/' ( 2 ) = 1-322 = 0. 


De donde = 


-l/j:l ! =/4-. 


siendo — l<li <0; 0<g 2 <i. _ 

757. La funcion / ( 1 ) = p 7 (x — 2) 2 en los extremos del segment© 
fO, 4] loma valores iguales 

/(0) = /(4)=f4. 
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tEs valido para esta funcion el teorema de RolJe on el segmento 
(0, 41? 

758. tSo cumplen las condiciones del teorema de Rolle para la 
funcion 

/(x) = tgx 

en ol segmento |0, nl? 

759. Sea 

/ (*) = x (a- +1) (x + 2) (ar 3). 

Demostrar quo la ocuacion 

/' (x) = 0 

tiono tres raices reales. 

760. La ocuacion 

e x = l + i, 

evidentemente, tiene una raiz, x = 0. Demostrar quo esta ocuacion 
no puede tenor otra raiz real. 

761. Comprobar si so cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrange para la funcion 

f(x) = x — x 3 

en el segmonto [ — 2, 1) y bailor el correspondiente valor inter- 
medio de |. 

Solucion. La funcion l(x)=x —x' J cs continua y derivable para Lodos 
loa valores do x, y /'(a:) = 1 — 3i 2 . Do dondo, por la formula de Lagrange, 
Icoemos / (1)-/(-2) = 0-G = fl-(-2)] /' <g), cs decir, /'<g)=-2. Por 
eonsiguiente, 1— 3| 2 =— 2 y | = ±1; sirve solamente el valor |= — 1, 
para el quo se cumpJe la dcsigualdud — 2<|<1. 

762. Comprobar si so cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrange y hallar el correspondiente punto interrnedio g para la 
funcion 

f(x) = x * / * 

on el segmento [ — 1, 1J. 

763. En el segmonto de la parabola y = x 2 comprendido entro los 
puntos A (1; 1) y B (3; 9) hallar un punto cuya tangente sea paralela 
a la cuorda AB. 

76d. Aplicando el teorema de Lagrange, demostrar la formula 
sen (x + h) — sen x — h cos E, 
dondo x<|<;x + k. 

765. a) Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema 
de Cauchy para las funciones /{x)=x 2 + 2 y F(x) — x 3 — 1, en el 
segmonto II, 21 y hallar g; 

b) idem para /(x) = senx y /’(x) = cosx, en el segmento 
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8. Formula de Taylor 

Si una funcidn / (x) es continue y tiene dorivadas continuas hasta de 
grado (n—1) inclusive, en el segmenlo (o h <; x ^ a), y para 

cada punto interior del mismo existe una derivada finita /<">(t), en este 
segmonto se verifica la formula de Taylor 

j (x) — f {a) + (x — a) /' (a) + ^~ a>2 /' (a) + /"(«)+... 




-/(«-!) (a)- 


(*-“) n 


■ 1 (n— 1)! 

donde £ = a -j- 0 (2 — a) y 0 < 9 < t. 

En el caso particular, cn que a = 0 leneinos ( formula de Maclaurin ): 




/(*) 


■noj+^m+l-noH-.+^r 


(0 ) + . 


donde £ = 02, O<0<1. 

766. Desarrollar el polinomio / (x) = x 3 — 2a: 2 -f- 3x 5 en poten- 
cias enteras y positivas del binomio x —2. 

Soluciou. /' ( 2 ) = 3x s — 4i -f 3; /'(x)=6.r — 4; /"(x) = 6; /<'"(x) = 0 
para n > 4. De donde: 

/ (2) = 11; /' (2) = 7; /" (2)=8; /"(2) = 6. 

Por consiguiente: 


J 3_2x2-f-3g-|-5 = ll-Kx-2)-7-f ( -^-gy^-8-f (x 3i 2)3 .6 


o bien 


*3— 2*0 + 3*4-5 = 11+7 (*—2)+4(x-2)2-l-(*-2)*. 

767. Desarrollar la funcion f(x) = e x en potoncias del binomio 
a: -|-1, hasta el tormino que contenga (x-|-l) 3 . 

So lu cion. /< n> (x) = e* para todas las n, — Por consi- 

guiente: 


1 1 

=-f-(2-f 1) — 

e 1 ' ' ' e 


(* + <)» » f (* + 0 1 


(*+ 4 >* 


2! <? 1 3! e 1 41 

donde —i + 0(z + I); O<0<1. 

768. Desarrollar la funcion /(x) = lnx en potencias de x—1, 
hasta el termino con (x — l) 2 . 

769. Desarrollar la funcion / (x) — sen x on potencias de x, 
hasta el termino do x 3 y hasta el termino de x 5 . 

770. Desarrolar la funcion / (x) = e x cn potencias de x hasta 
el termino de x n-1 . 

771. Demostrar que la diferencia entrc sen (a-f ft) y 

sen a-\-h cos a 


no es mayor de ft 2 . 
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772. Determinar el origen de las formulas aproxiruadas: 

a) V1 -\-x « 1 |*1<i. 

b) 1+yx-ix 2 , |*|<1 

y valorar el error de las mismas. 

773. Valorar el error de la fdrmula 


e ~ 2 +-h + ji+i- 

774. Un hilo pesado, bajo la accion de la gravedad, se comba 
formando la catenaria y — a ch. Domostrar que para valoros 
pequonos de |a:| la forma que toma el hilo puede representarse 
aproximadamento por la parabola 

z 2 

y= a +- 2i- 


775*. Demostrar que cuando |xl<a, con una precision hasta 
de se verifica la igualdad aproximada 



§19. Regia de L’KdpItal-Bernoulll para el calculo 
de li'mltes Indetermlnados 


o’ 


1. Calculo de limitcs i n d o t e r ni i u a d o s do las formas 

/ (z) y q> (x) dorivables para 


0 v —. Sean las funciones uniformos 
* co 


0 < I x — a | < h, sin que la dorivada <p' (x) se reduzca a cero. 

Si ) (x) y tp (z) son infinitamente pequenos o infinitameDte grandes 


cuando z —*- a, es dccir, si la fraccion 


/(*) 

<p(z) 


rcpresenta on el punto x=a 


una exprosidn indctcnninada do la forma •— o . tendremos que 


/<*) 


: lim 


/' (x) 


lim — - —r— — , , , . 

x-,a <P( X ) x-xi <P (x) 

a condicion de quo oxista el limite de esta fraccidn do las derivadas 
(regia de L’HSpttal-BernoulU). Esta regia es aplicable tambiCn on el caso 
en quo a —co. 

Si la fraccidn vuolvo a dar una oxpresion indeterminada cn el 

punto x — a, de una do las dos formas antes indicadas y f (x) y <p' (x) 
satisfacen a todas las condiciones que se formularon para /(z) y q>(z), 
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so aplica do nuevo la misma regia, coa lo que tondremos la fraccidn de las 
segundas dcrivadas y asf sucesivamente. 

No obstante, debe rocordarsc que puede existir el limite do la fraccidn 

J&L, sin que la fraccidn de las derivadas tienda a limite alguno (vease el 

.$ 809). 

2. Otras formas indeterminadas. Para calcular los limites 
de expresiones indeterminadas de la forma 0 -co, hay que transformar los 
correspondientes productos U (x)-f 2 (,x), donde 


lim /,(*) = 0 y lim / 2 (*)=<», en la fraccidn 
x—+Q x-+a 1 

h( x ) 

(forma o bien (forma . 
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En caso de expresiones indeterminadas de la forma co —co debe trans- 
formarso la correspondiente diferencia /i (*) — /2 (*) ei1 producto 

/, (*) £ 1 - J y calcular, on primer lugar, el limite de la fraccidn 
si el limJaM- 

h {*) x->a 1 1 ( x ) 


• 1 , roducimos osta expresidn a la forma 


/»(*) 

' ll (x) 


1 

/iW 


(forma £) ■ 


Los limites de las expresiones indeterminadas do las formas l 00 , 0°y co° 
se determinan buscando previamento sus logaritmos y hallaudo el limite 

del logaritmo de la expresidn exponencial (para Io que sera 

necesario calcular limites indeterminados de la forma 0 -oo). 

En cierlos cases, os convenient^ combinar la regia de L’H&pital-Ber- 
noulli con el calculo de limites por medios elomentales. 

Ejemplo 1. Calcular 

lim - f forma indeterminada —^ . 
s -0 ctg x V co / 


Solucion. Aplicando la rogla de L’Hopital-Bernoulli, tcncraos: 

In® (lnar)' son 4 * 

lim —— = lim -y-r —rr = — 1 im —-— . 

*-►0 Ctg 2 *-0 (Ctg*)' x-rO X 


Resulta una expresidn indeterminada de la forma - 0 -, pero no es necesario 
volver a aplicar la regia de L’Horital-Bernoulli, puesto quo 
lim se P x - = lim.sen *= 1 . 0 = 0 . 

, *-»0 x x -*-0 * 


«—1016 



82 


Dlferenciacion de junciones 


Con Io quo on definitiva, encontramos: 

In x 


lim ——- — 0. 
x~>0 ctg ^ 


E j o m p I o 2. Calcular 

lim f—L-L^ (forma indetorminada co—co). 

:r_oVsen a * z 2 ) 


Reduciendo la fraccion a un comun denominador, tonemos: 

i 2 — sen* x {. ... , _ , _ 0 

It—s -— I = nm 

*-►0 


lim (—^-^“I'mTrT^ (forma indeterminada-^]. 

^ 0 \sen J i X* ) x -»0 * a sen 2 x V 


x 2 sea 2 x \ ‘ 

Antes do aplicar la regia de L’Hopitai-Bernoulli, sustituimos el denominador 
de la ultima fraccion por el infinit6simo equivalente (Cap. I, § 4) x 2 sen 2 z ~x . 
Tenemos: 

x —sen x ^{ orma indeterminada -g-] . 


!l “o ( sen 2 X X 2 ) 


urn i -s— 

*-,0 Vsen 2 x 


■ lim 
z-0 


z * 


Por la regia do L’Hopital-Bcrnoulli 

2z—sen2z 


*“o (sen 2 x z 2 ) i‘ 


lim 

x -»0 


; lim 
x-»0 


2 —2 cos 2z 


“4P 12z a 

Despu6s, por mcdios elementalos, liallamos: 

lim ( —s-s-) =lim-s-s— = hm 

*-»0 V sen 2 z z 2 ] 

E j e m p 1 0 3. Calcular 


6x 2 


x->0 


6z 2 


3 ‘ 


_3_ 

lim (cos2x) : ' a (forma indeterminada l® 5 ). 
z-o 

Hallando el logaritmo y aplicando la regia do L’Hopital-Beraoulli, tonemos: 


lim In (cos2z) 
x-»0 


3 3 In cos 2x 

^ r==1,m n-1 2 - 

z-*0 


.6 

z->0 2x 


Por consiguiente, lim (cos 2x) x * =e 8 . 

»-*0 

Hallar los ltmites que se indican de las funciones siguientes: 


776. lim 

z-*l 


z»—2z 2 —z + 2 


r? — 


7x + 6 
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_1_ 

2 ' 


„ , x3-2x*—x+2 .. 3 * 8 — 4*—1 1 

So]ucion lim- *—=— r-z — = lim- 


xTi i'JTi 3*8-7 


777. lim 
*-»o 


778. lim 


x cos i—son* 
-Js- 

1 —X 


a-*-l i _ S en : 


783. lim ^. 
*-♦0© x 

784. lim 

*-.» y x 


&9. lim - 

/ V x -*0 1-cos* 

780. lim ts *~ 36n - . 


785. lim 


n. 

a: 




*-f0 


a:—sen a: 


786. lim . 

x _ ¥ q In sen x 

787. lim (1 — cosx) ctg x. 
*-»o 


x ~*~ 

782. lim JSf.. 

K l 8 5x 

X-> T 

So lue i6n lim (1 - cos *) ctg *=lim (< ~ C ° S * - »m (1 .*“**’ x 


*-.0 

.. son* . n 

X lim cos *= lim-1=0. 

se-cO **»0 cos x 

788. lim (1 — x) tg-?p • 

X->1 ^ 

789. limarcsen* ctg*. 
*-»o 

790. lim (iV 1 ), *>0. 

*•*0 

791. lim xsen — . 

X 

X~*co 


792. lim x" son , ra>0. 

793. lim In a; In (*—1). 

x-*l 

794. lim (. 

\X — 1 In*; 


Solucion. lim nr—Wlim 

a^o V*—1 In* / x-*i 


*-►0 

*■ — -f-ln *—1 
■ lim--—:-= lim 


*ln*—* + l 
xTi (*—1)In* : 

i_ 

In* ,. * 


lim ■ 


1 1 ILl ~ - - i - - 4 A 

*-*1 ln,+l(*— 1 , *♦» In*—+1 -+-£? 

795> 

796 - is ] * 


1 

T ■ 


797 


. lim ( 
n ' 


ctg * 2 cos 


10S z/ 


798. lima:*. 

*-»o 


6 * 
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Solucion. Tenemos: x x =y; ln^=xlm; lim lni/ = Iima:]na:= 

x~>0 *-»0 

= lim - ^ x = lim——— = 0, de donde limji = l, o sea, limx x = l. 

*-.0 x -*0 


*-0 x -0_1 

x x 2 

1 


799. 

Jim x x . 

804. 

lim 


oo 

$ 


*-►1 

800. 

lim s 4+,n *. 

805. 

lim 


*-►0 



801. 

lim a* en *. 

806. 

lim 


x~*0 


x-»0 


« nX 
res - 


802. 

lim (1 — x) 2 

807. 

lim 


l 


x-*0 

803. 

lim (1+x 2 )*. 

808. 

lim 


*-*o 


x-0 

809. 

Demostrar que 

los limites: 



I 

_1-X 




i 

,ln x 


x 2 sen — 

a > 

nasSSr- 1 

no pueden hallarse por la regia de L’l-Iopital — Bernoulli. Hallar 
estos limites directamente. 

Ac f 



810*. Demostrar que el area de un segmento circular con un 
angulo central a pequeno, que tieno la cuerda AB = b y la sagita 
CD — h (fig. 20), es aproximadamente igual a 

Sx>\bh 

con un error relativo tan pequeno como se desee, cuando a—>0. 



CapUulo III 


EXTREMOS DE LAS FUNCIONES Y APLICACIONES 
GEOMETRICAS DE LA DERIVADA 


§ 1. Extremos de las funclones de un argumento. 


1. Crecimiento y decrecimiento de las funcioncs. 
La funcion y = /(x) se llama creciente (decreciente) en un iutervalo determi- 
nado (segmento), cuando para unos puntos cualesquiera z, y x,, de dicho 
intervalo (segmento), de la desigualdad x,<x 2 se deduce la desigualdad 
/(*i)</(*a) (fig. 21,a) (fig. 21, 6)). Si la funcion / (x) es 

continua en el segmento (a. 6| y /'(x)>0 (/'(*)<0) para la 

funcidu /(x) crece (decrece) en dicho segmento (a, 6]. 

En los casos mas simples, el campo de existencia de la funcidn /(x) se 
puede dividir en un mimero finito de intervalos do crecimionlo y decreci¬ 
miento do la funcion (intervalos de monotonia). Estos intervalos estan limi- 
tados por los puntos criticos de x (donde /'(x) = 0 o no existe /'(x)). 

Fjomplo 1. Invostigar el crecimiento y decrecimiento de la funcidn 

y = x 2 — 2x-f 5. 


S o 1 u c 16 n. Ilallamos la derivada 

y' = 2x —2=2(x—1). (1) 

Do donde y'— 0 para x = l. En el eje numdrico obtoncmos dos intervalos 
do monotonia: {-—co, 1) y (1, -|-co). De la formula (1), tcnomos: 1) si —oo< 
<x<l, so tiene j/'<0 y, por consiguiento, la funcidn /(x) decrece en el 
intervalo (—co, 1); 2) si l<x<-f-co, so tiene y'>0 y, por consiguieDte, 
la funcion /(x) crece en el intervalo (1, +co) (fig. 22). 

Ejemplo 2. Detorrainar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de la funcion 

1 


So lu cion. En este caso, x=—2 es el punto do discontinuidad de la 

funcion e y' = — ^ 0 cuando x 2. Por cousiguiente, la funcidn y 

decrcco on los intervalos —co<x< —2 y — 2<x< -t-co. 

Ejemplo 3. Investigar el crecimiento y decrecimiento do la funcion 



S o 1 u c i 6 n. Aqni, 

y' — x*— x a . (2 

Resolviendo la ecuacion z 4 — x 2 = 0, hallanvos los puntos = —1, 

x a = 0 y, x 3 = l, on los que la derivada y“ so anula. Como quiera quo y’ puede 
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cambiar do signo solamente al pasar por puntos en que esta se hace igual 
a cero o so produce una discontinued (en el caso dado no hay puntos do 
discontinuidad para y'), londremos que, en cada uno de los intorvalos 
(—co, — t), ( — 1, 0), (0, 1) y (1, +oo) la derivada conserva un mismo signo, 
por lo cual, en cada uno de estos intervalos la funcidn que invcstigamos 



serd monolona. Para determinar on cuales de estos intervalos creco la fun- 
cidn y en cuales decreco, hay quo saber qu6 signo tiono la derivada en cada 
uno de ellos. Para avoriguar el signo de y' en cl intervalo ( —co, —1), 
basta saber el signo de y‘ en cualquier punto de este intervalo. Tomando, por 
ejomplo, x= — 2 de la ecuacidn (2), obteueraos y' = 12>0, por consiguiente, 




y'> 0 on el intervalo (—co, —1) y la funcidn en el es creciente. De forma 
analogs hallamos que y' < 0 en el intervalo ( — 1,0) ^para comprobarlo so 

puodo tomar, por cjemplo, x =—^ j ; y'<0 en el intervalo (0,1) ^aqui 

se puodo tomar x = yj y ’ f inalmonto - ^'>0 °n ol intervalo (1, +co). 

De esta forma, la funcidn estudiada crece en ol intervalo (—oo, —1), 
dccrece en el ( — 1, 1) v vuelve a crecer en el intervalo (1, +co). 

2. Extremos de las funciones. Si existo un entomo bilateral 
del punto x 0 tal, que para cualquier otro punto x =f= x Q de este ontorno se 
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verifica la desigualdad / (x) > / (x 0 ), el punto x 0 recibo el nombre de punto 
mlnimo de la funcion y — f(x) y el numero /(* 0 ) ol de minimo de dicha fun- 
cion y — f(x). Aualogamente, si para cualquier punto x =£ x ( de un eutorno 
doterminado del punto xj se curaplo la dcsigualdad f (x) < f (x t ), x t recibe 
el nombro de punto maxima de la funcidn fix), y /(x,), ol do m&ximo de 
dicha funcion (fig. 23.) El punto mlnimo o maximo de una funcion se llama 
tambien punto extremo do la misma y el minimo o maximo de esta funcion, 
el do extremo de ella. Si x 0 es un punto extremo do la funci6n / (x), se 
tiene, que /'(x 0 ) = 0 ( punto estacionario), o no existo /' (x 0 ) (condiciones 
necesarias para la existencia de extromo). La proposicion reclpvoca no es 
cierta, puesto que los puntos en quo /' (x) = 0, o no existe f (x) ( puntos 
oriticos), no son obligatoriamente puntos extremos de la funcion / (x). Las 
condicionos suficientes de existoncia o ausencia de extremo de una funcion 
continua f (x) se dan en las reglas siguientes: 

1. Si oxiste tal entorno (i 0 —6, x 0 + 6) del punto crltico x 0 , on que 
/' (x) > 0 para *0 — 6 < t<to y f (i)<0 para x 0 < x < x 0 -|-6, ol punto x 0 
sera un punto maximo de la funcion /(x); si pore) contrario, /'(z)<0para 
x 0 — 6<x<x 0 y /'(*)>0 para x 0 <x<x 0 +6, el punto x 0 se ru un punto 
minimo de la funcion j(x). 

Si finalmepte, se encuentra un niimero positivo 6 tal, que /' (x) conserva 
invariable su signo cuando 0<|x—x 0 |<6, el punto x 0 no sera punto 
extremo de la funcion f (x). 

2. Si /' (x 0 ) = 0 y f (x 0 )<0, x 0 es un punto mfiximo do la funcidn /(x); 
si /'(x„) = 0 y (x 0 ) > 0, xq es un punto minimo do la funcion /(x); 
Si /'(x 0 ) = 0, f" (x 0 ) = 0, /"(x 0 ) =jfc 0, el punto x 0 no os punto extremo de la 
funcion f (x). 

En forma mas general: Supongamos quo la primera do las funciones 
derivadas de / (x), que no se anula en el punto xo> es de ordon k. En este 
caso, si k es par, cl punto xn sera un punto extremo, quo sera maximo 
si /< fc > (x 0 ) < 0 y minimo, si /««> (ar 0 ) > 0. Si k es impar, x 0 n0 es un punto 
extremo. 

E j e m p 1 o 4. Hallar los oxtremos de la funcion 

y = 2x + 3v v 5 5 . 

Solucidn. Hallamos la derivada 

(3) 

y* v * 

Igualando la derivada y‘ a cero. tenemos: 

+ 1 = 0 . 

De donde se deduce el punto ostacionario x ( = — 1. 

Do la formula (3), tenemos: si x=—1— h, dondo h puede ser cualquier 
niimero positivo suficientemente pequciio, ontonces, {/' > 0; si, por cl con- 
trario, x ——1 -\-h, se tiene x'<0*). Por consiguiente, Xj = — 1 es un punto 
maximo do la funcion y, ademtfs — 1- 

Igualando a cero ol denominador de la expresidn y' en (3) tenomos: 

fi=°; 

do aqui hallamos el seguudo punto critico x 2 = 0 de la funcion. para el que 
no existe derivada y'. Cuando x= — h, ovidentemento, tendremos y'<0; 


*) Si no es facil determinar el signo do la derivada y', se puede calcu- 
lar 6ste por procedimiontos aritmeticos, tomando como h un numero positivo 
suficientemente pequeno. 
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cuando x = h, tenemos !/'>0. Por consiguiente, x 2 = 0 es un punto minimo 
de Ja funcion y, aderaas y mfa = 0 (fig. 24). La investigacion del comporta- 
miento de la fnncidn en el punto ^=—1 se puede efectuar tambien por 
medio de la segunda derivada 


y" — 


3* 


Aqui y" <0 para x t — — 1 y, por consiguiente, x t =— 1 es un punto maximo 
do ia funcion. 

3. Valores minino y maximo a b s o 1 u t o s. El valor mfnimo 
(maximo) absoluto de una funcidn coutinua / ( x) cn un segmento dado [a, b] 




se alcanza en los puntos criticos do la funcion o en los extromos do dicho 
segmento. 

Ejemplo 5. Hallar los valores minimo y maximo absolutos dc la 
funcion 

y — x 3 — 3i-f3 

en el segmento -1 y<z<2j. 

Solucidn. Como 

y' = 3i2-3, 

los puntos criticos de la funcidn y son: zj=— 1 y x 2 — i. Comparando los 
valores do la funcion en estos puntos con los valores de la funcion en los 
extremos del intervalo dado 

y(-l) = 5; y(l) = l; y(-ll) = 4-i; 

Uegamos a la conclusion (fig. 25), de que el valor minimo absoluto do la 
funcion m = l se alcanza en el punto x—1 (en el punto minimo) y el maximo 
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1 1 

absoluto ^ = 11 - 5 -, en el punto x = 2 (en el punto extremo derccho del 

O c, 

segmento). 

Determinar los intervalos de decrccimiento y crecimiento de las 
funciones: 

811. y = 1 — Ax—X s . 

812. y = (x-2)\ 

813. y = (*4-4) 8 . 

814. y = x 3 (x —3). 

815. r-sr*. 

t 


(*-!)» ' 
x 


816. y = 

817. y -- fe _ 1G • 

818. y = (x — 3) )/~x. 

819. y=f-y / 7. 

820. y = x + senx. 

821. y = x lnx. 

822. y = arcsen(l+x). 

823. y = 2e xi ~ ix . 


824. y = 2 x ~ a . 

825. y=-£-. 

Averiguar los extremos dc las funciones siguientes: 

826. y —x 3 4-4x + 6. 

Solucion. Hallamos la derivada de la funcidn dada y'=2z + 4. 
Igualamos y' a ccro y obtcnemos el valor critico del argumento, x =—2. 
Como y' <0 cuando z<—2ey'>0 cuando x> —2, tenemos que x = — 2 e3un 
punto rmnimo de la funcion, ademas, y m [ n = 2. El mismo rcsultado se obtiene 
recurriendo al signo do la segunda derivada on el punto critico: y" = 2>0. 

827. y = 2 + x — X 3 . 

828. y = x 3 -3x 3 + 3x + 2. 

829. y = 2x 3 + 3x 3 —12 x + 5. 

S o 1 u c i 6 n. Hallamos la derivada 


y' = 6 4-6i—12 = 6 (x* 4- 1 —2). 

Igualando a cero la derivada y', obtenemos los puntos criticos x i — —2 
y x 2 = l. Para determinar el caractor del extremo calculamos la segunda 
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derivada y‘ = 6 (2x+l). Como y" { — 2)<0, el punto x,= — 2 es un punto 
maximo de la funcion y, siendo y m4x = 25. Analogamente, tcncmos quo 
p"(l)>0; por lo que x 3 = l ea un punto mfniino de la funcion y, siendo 
y m(n = — “• 


830. 

y = x 2 (x—12) 2 . 

840. 

y = 2 cosy + 3cos 

831. 

y = x(x-l) 2 (x- 2) 3 . 

841. 

y = x — ln(l+x). 

832. 

x* 

y x*+3‘ 

842. 

y = xlax. 

833. 

x*—2* + 2 

y x — 1 • 

843. 

ij = x In 2 x. 

834. 

.. . (* — 2) (8— x) 

y x 2 

844. 

y — chx. 

835. 

% 

H 

11 

845. 

<c 

11 

H 

to 

K 

836. 

4 

J y x*+8 

846. 

y = x 2 e-\. 

837. 

y Y&=V 

847. 

e* 

y = — . 

838. 


848. 

y = x — arctg x. 

839. 

y — 2 sen 2x -f sen 4x. 




Doterminar los minimos y maximos absolutos de laa slguientea 
funciones en los segmentos que se indican (cuando los segmentos 
no se indican, los minimos y indximos absolutos de las funciones 
deben deterrainarse en todo el carnpo de existcncia): 

850. y = Yx( 10 —x). 

851. j/ = son 4 :c+ cos 4 x. 

852. p = arccosx. 

853. y = x 3 en el segmento I — 1, 3], 

854. y = 2x a +3x a — 12* +1: 

a) en el segmento [—1, 5); 

b) on ol segmento [ — 10, 12]. 

855. Demostrar que para los valores positivos de x se cumple 
la desigualdad 


1 
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856. Determinar los coeficientes p y q del trinomio cuadrado 
y= x 2 + px-\-q, do forma que y = 3 sea un mmimo de este trino¬ 
mio cuando x — \. Dar la explicacion geom6trica del resultado 
obtenido. 

857. Demostrar la desigualdad 

e* > 1 -1- x para x=£0. 

S o 1 u c i 6 n. Examinamos la funcibn 

/(*)=«*_(!+*). 

Por el procedimiento general hallamos que esta funcion tiene un mmimo 
unico, / (0) — 0- Por consiguiente, 

f(x)> I (0) para x ^ 0, 

es decir, 

«*>l+x para x =/= 0, 
que es lo quo so trataba do demostrar. 

Demostrar las desigualdades: 

858. x— -^-<senx<:c para x>0. 

859. cosi>- 1— para x^=0. 

860. x~ -y-< ln(l + x)<x para x>0. 

861. Dividir un numero positivo dado a en dos suinandos, de 
tal forma, que su producto sea ol mayor posible. 

862. Torcer un trozo de alambre de longitud dada l, de manera 
que forme un rectangulo cuya drea sea la mayor posible. 

863. tCual de los triangulos rectangulos de perimetro dado, 
igual a 2p, tiene mayor area? 

864. Hay que hacer una suporficie rectangular cercada por 
tres de sus lados con tela metalica y lindante por el cuarto con 
una larga pared de piedra. cQue forma sera mas conveniente dar 
a la superficio (para que su area sea mayor), si se dispone en total 
de 1 ra lineales de tela metalica? 

865. Do una hoja de cartdn cuadrada, de lado a, bay que hacer 
una caja rectangular abierta, que tenga la mayor capacidad posible, 
recortando para ello cuadrados en los angulos de la hoja y doblando 
despues los salientes de la figura en forma de cruz asi obtenida. 

866. Un deposito abierto, de hoja de lata, con fondo cuadrado, 
debe tenor capacidad para v litros. cQue dimensiones debc tener 
dicho deposito para que en su fabrication se necesite la menor 
cantidad de hoja de lata? 

867. iCual de los cilindros de volumen dado tiene menor super¬ 
ficio total? 

868. Inscribir en una esfera dada un cilindro de volumen maxiino. 
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869. Inscribir en una esfera dada un cilindro que tenga la 
mayor suporficie lateral posiblo. 

870. Inscribir en una esfera dada un cono de volumen maximo. 

871. Inscribir en una esfera dada un cono circular recto que 
tenga la mayor superficic lateral posible. 

872. Circunscribir en torno a un cilindro dado un cono recto 
que tenga el menor volumen posible (los pianos y centros de sus 
bases circulares coinciden). 

873. dCual de los conos circunscritos en torno a una esfera tiene 
cl menor volumen? 

874. Una faja de hoja de lata de anchura a debe ser encorvada 
longitudinalmente en forma de canalon abierto (fig. 26). cQue 

D 


0 

S\ 



a 

F i g. 26 

angulo central q> debe tomarse para que el canalon tenga la mayor 
capacidad posible? 

875. De una hoja circular hay que cortar un sector tal, que 
enrollado nos de un onibudo de la mayor capacidad posible. 

876. Un recipionte abierto esta formado por un cilindro, termi- 
nado por su parte inferior en una scmiesfera; el espesor de sus 
paredes es constante. cQue dimensiones debera toner dicho recipiente 
para quo, sin variar su capacidad, se gasto en hacerlo la menor 
cantidad de material? 

877. Determinar la altura minima h = OB que puede tener la 
puerta de una torre vertical ABCD, para que a traves de ella se 
pueda introducir en la torre una barra rigida MN, de longitud l, 
cuyo extremo M resbalara a lo largo de la Iinea horizontal AB. 
La anchura de la torre es d<l (fig. 27). 

878. En un piano de coordenadas se da un punto, M o (xo> 2/o)> 
situado en ol primer cuadrante. Hacer pasar por este punto una 
recta, de manera que el triangulo formado entre ella y los semiojes 
positivos de coordenadas tenga la menor area posible. 

879. Inscribir, en una elipse dada, un rectangulo de mayor 
area posible, que tenga los lados paralelos a los ejes de la propia 
elipse. 
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880. Inscribir un rectangulo de mayor area posible en el seg- 
mento de la parabola y t = 2px cortado por la recta x — 2a. 

881. Hallar el punto de la curva yssjq—j, en el que la tan- 

gente forme con el eje OX el anguio de mayor valor absoluto 
posible. 

882. Un corredor tiene que ir desde el punto A, que se encuen- 
tra en una de las orillas de un rio, al punto B , que se halla 
en la otra. Sabiendo que la. velocidad de movimiento por la orilla 
es k veces mayor que la del movimiento por el agua, determinar 
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bajo que anguio debera atravesar el rio, para llegar al punto B en 
el menor tiempo posible. La anchura del rio es h; la distancia 
entre los puntos A y B (por la orilla), es d. 

883. En el segmento recto AB = a, que une entre si dos focos 
luminosos A (de intensidad p) y B (de intensidad q), hallar ol 
punto menos iluminado M (la iluminacion es invorsamente pro- 
porcional al cuadrado de la distancia al foco luminoso). 

884. Una iampara esta colgada sobre el centro de una mesa 
redonda de radio r. iA que altura debera estar la Iampara, sobre 
la mesa, para que la iluminacion de un objeto que se encuentro 
en el borde sea la mejor posible? (La iluminacidn es directamente 
proporcional al coseno del anguio de incidencia de los rayos lumi¬ 
nosos e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al 
foco de luz). 

885. De un tronco redondo, de diametro d, hay que cortar una 
viga de seccion rectangular. tQue anchura x y altura y debera 
tener esta seccion para que la viga tenga la resistencia maxima 
posible: a) a la compresion y b) a la flexion? 

Observation. La resistencia de la viga a la compresion es pro¬ 
porcional al area de su seccion transversal, mientras quo a la flexion es 
al produclo do la anchura de esta seccion por el cuadrado de su altura. 

886. Una barra uniforme AB, que puede girar alrededor del 
punto A (fig. 28), soporta una carga do Q kg a la distancia do a cm 
del punto A y se mantiene en equilibrio por medio de una fuerza 
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vertical P , aplicada on su extremo libre B. Cada cm de longitud 
do la barra pesa q kg. Deterrainar la longitud x de la misma, 
de tal forma, quo la fuerza P sea la minima posible y hallar Pmfn- 
887*. Los centros do tres esferas perfectamente elasticas A, 
B y C estan situados en linea recta. La esfora A, de masa M, 
choca a una velocidad v con la esfora B, la cual, recibiendo una 
determinada velocidad, choca a su vez con la esfera C, cuya masa 
os m. d@ue masa debera tenor la esfera B para quo la velocidad 
de la esfera C sea la mayor? 

888. Si tenemos N pilas electricas identicas, con ellas podo- 
mos formar baterias por procedimientos distintos, utuendo entre 
si grupos do n pilas en serie y, despues, los grupos asi formados, 

(en numero en derivacidn. La intensidad de la corriente que 

proporciona una bateria de este tipo se determina por la formula 

j Nne, 

1 NR+ n 2 r ’ 

donde e es la fuerza eleclromotriz de una pila, r es su resistencia 
interna, y R es su resistencia externa. 

Determiner para que valor de n es mayor la intensidad de la 
corriente quo proporciona la bateria. 

889. Determinar quo diametro y debera lener la abertura cir¬ 
cular de una presa, para que e l gas to do agua por segundo Q sea 
el mayor posible, si Q ~cy^h — y, donde k es la profundidad 
del punto inferior de la abertura (tanto h, como el coeficiente 
empirico c, son constantes). 

890. Si x u x z , x„, son los resultados de mediciones igual- 
mento precisas de la magnitud x, su valor mas probable serd aquel, 
para el cual la suma de los cuadrados de los errores 

o— S (x—Xi) 2 

i=i 

tenga el valor minimo (principio de los cuadrados minitnos). 

Demostrar que el valor mas probable de la magnitud x es la 
media aritmetica de los resultados do las mediciones. 


§ 2. DIrecclon de la concavldad. Puntos de inflexion 

1°. Concavidad de la grofica do una f unci on. So dice 
quo la grafica de una funcion diforonciable y = l (x) es edneava hacia abajo 
en el intervalo (a, b) (o concava hacia arriba en ol intorvalo (a 4 , 6 t )) ( si 
para a<a:<6 el arco de la curva esta situado debajo (o correspondiente- 
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mente, para a 1 <z<& 1 , encima) de la tangento trazada oa cualquier punto 
do] intcrvalo (a, b) (o del intervalo (a,, b t )) (fig. 29). La coadicion suficion- 
te para que en la grafica y = f(x) la concavidad oste dirigida hacia abajo 
(o hacia arriba), es quo se vorifiquo on el intorvalo corrospondiente la 
desigualdad 

/'(*>< 0 (/'(*)> 0 ). 

En lugar do decir que la grafica es concava hacia abajo, suelo decirse, 
que tiene su convexidad dirigida hacia arriba. Do forma analoga, para la 
grafica concava hacia arriba, so dico tambidn que tiene su convexidad diri¬ 
gida hacia abajo. 

2°. Puntos de inflexion. El punto (x 0 , /(x 0 )), en que cambia 
do sentido la concavidad de la grafica do la funcion, so llama punto de 
inflexion (fig. 29). 



F i g. 29 

Para la abscisa del punto de infloxidn x n , de la grafica'do la funcion 
y = f(x), la segunda derivada /*(i 0 ) = 0 o f (x 0 ) no oxistc. Los puntos en 
que /"(z) = 0 o /" (x) no cxisle, se llaman puntos criticos de 2 a especie. El 
punto critico do 2° especie x 0 03 la abscisa del punto do inflexidn, si 
( x) conserva signos constantes, y contrarios entre sf, on los intervalos 
x 0 — 4 < x < x o y x oK x donde 6 os un numoro positivo dotermi- 

nado, y no sera punto do infloxion, si los signos do f (z) cn los intervalos 
antedichos son iguales. 

Ejemplo 1. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad 
y los puntos de inflexion de la curva de Gauss 

y = c~ xi . 

Solution. Tenemos: 

y' = -2ze-* 2 
e 

y" = (ix*-Z)e- xi . 

Igualando a cero la segunda derivada y", hallamos los puntos criticos do 2 a 
especie 

iff y x *~yT' 

Estos puntos dividen al ejo num6rico —co<z<-fco on trcs intervalos: 
I(— co, Xi), II (Xi, x z ) y III (* 2 . +co). Los signos de y“ seran, respectiva- 
mente, -j-, — y + (do lo quo es facil convencerso, tomando, por ejemplo, 
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un punto en cada uno de los intervalos indicados y poniendo los correspon- 
dieutos valoros de x en y"). Por esto, la curva sera: 1) concava hacia arriba 

—y < * < + co; 2) concava hacia abajo, para 
/ ^ 1 : - ^ son los puntos de inflexion 


para — co < x < 




Los puntos 


V V~2 ’ V~e ) 

(fig! 30). 

Es de advertir, que debido a la simetrla de la curva de Gauss respecto 
al eje OY, la iuvestigacion del signo de la concavidad de esta curva hubiora 
sido suficiente realizarla en el semieje 0<x< -f co. 



E jemplo 2. Hallar los puntos de inflexion de la grdlica de la funcidn 


Solucion. Tenemos: 


^=-#(* + 2 ) 5 = 


-2 


9 ^ + 2)6 ‘ 


( 1 ) 


Es evidcnte que y" no se anula en ningun sitio. 

lgualando a ccro ol denominador del quehrado del segundo miembro 
do la igualdad (1), tenemos que, y" no existo para x=— 2. Como v">0 
para x< — 2 e y" <0 para z> —2, cl punto (—2, 0) es un punto de infle¬ 
xion (iig. 3i). La tangente a esto punto os paralela al eje de ordenadas, 
ya que la primera derivada y' es infinita para x — —2. 

Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion 
de las graficas de las funciones: 


891. y = i 3 -6x s + 12i + 4. 

892. i/ = (*+l) 4 - 

893. y = 

m - y=-zri2- 

895. y = Y 4f/ 3 — 12«. 


896. y = cosx. 

897. y = x — sens. 

898. y=x* lnx. 

899. t/ = arctgx— x. 

900. y = (i + x*)e x . 
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§ 3. Asi'ntotas 

1°. D e f i n i c i 6 n. Si un punto \x, y) se desplaza continuamento por una 
curva y = )(x) de tal forma que, por"lo mends, una de sus coordonadas tienda 
al infinito, mientras quo la distancia entre este punto y una recta determi- 
nada tiende a cero, esta recta recibo el nombre de asintota de la curva. 

2°. Asfntotas verticales (paralelas al eje OY). Si existe un 
numero a tal, quo 

lim / (z)=co, 
x-*a 


la recta i=a es asfntota (vertical). 

3°. Asintotas oblicuas (respecto a los ojes de coordenadas). 
Si cxisten I 03 limites 


lim L^L 




I 


y 


lim 1/ (ar) — *,x) = 6 l• 

*->+03 


la recta y = k i x-{-b i sera asintota (oblicua a la derecha o bien, si Ar,=0, 
horizontal derecha (fjaralola al eje OX). 

Si existen los limites 


•=k» 


lim f/{z) — kix)=b z , 

*->—00 

la recta = es asfntota (oblicua a la izquierda o bien. cuando /fg = 0 

horizontal izquierda, paralola al eje OX). La grafica de la ftincion »/ = /(* 
(que so supone uniformc) no puede tenor mas de una asintota dorecha 
(oblicua u horizontal), ni mas do una asintota izquierda (oblicua u hori¬ 
zontal). 

Ejemplo 1. Hallar las asfntotas de la curva 


Solucidn. Igualando a cero el denominador, obtenemos dos asfntotas 
verticales: 

x =—1 y z—1. 

Buscamos las asfntotas oblicuas. Cuando x - 

z* 


k,= lim —= lim -- 

*->+<» x I-.+O0 x yx 2 — l 



lim (y — z)= lim - 

*-»q-oo e s-*+oo i 


2 — x V*8 — i 

i 


= 0 , 


7—1016 
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por consiguienle, la asintota derccha sera la recta y = x. Analogamente, 
cuando x—*- —oo, tenemos: 

*»= lim — = —1; 
x-.-® x 

b 2 = lim (j/+z) = 0. 

—co 

De esta forma, la asintota izquiorda es y— — x (fig. 32). La investigation 
de las asinlotas do csta curva puede simplificarse si so tieno en_cucnta 
su simolria. 

Ejomplo 2. Hallar las asfntotas de la curva 

p=*+ln x. 

S o 1 u c i 6 n. Como 

lim j/== — co, 

*-»+0 

la rocta z=0 sera una asintota vertical (inferior). Investigamos la curva 
para hallar solamonte la asintota oblicua derccha (ya quo x>0). 

Tenemos: 

k — lim — =4, 

X~.-j.cc x 

6= Jim (y~x)= lim In x—ca. 

X-»+oo X-.-j-eo 

Por consiguionte. esta curva no tieno asintotas ohlicuas. 

Si la curva viene dada por las ccuacioncs parametricas x=<p(t); y = ijj(t), 
en primer lugar se investiga si el parametro t tione valores para los que 



una de las Tunciones <p{f) o sJj (i) se hace infinila, mientras que" la otra 
siguo siendo finila. Cuando <j>(< 0 ) =oo y ij>(ri)) = c, la curva tieno una 
asintota horizontal, y=c. Si <|>(to) = co y qj(( 0 ) = c, la curva tiene una 
asintota vertical, x = c. 

Cuando «p (t 0 )=i|)(to)=oo, al mismo tiempo que 

lim ^77T =A:; lh ? N>(0—■ftip(t)l=&. 

t-vt 0 Tv') t-.ro 

la curva tendra una asintota oblicua, y = kx -f-&. 
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Si la curva so da en forma de ecuaci 6 n polar r=/(q>), sus asfntotas 
so pueden ballar por la regia anterior, rcduciendo la ecuacion do la curva 
a la forma parametrica por las formulas: 

x = r cos cp = / ( 9 ) cos <p; y = r somp = / (<p) sen ip. 

Hallar las asintotas de las curvas: 


c,ni 

71 ■ 

l 

908. 

i, v 9. t * a 


y 

(*-2)2 ’ 


J + V**+9 

902. 

y 

X 

x a — 42+3 ■ 

909. 

y = 2. 

903. 

y 

2* 

2*— 4 ■ 

910. 

1 

^ 1—e* ‘ 

904. 

y 

x : < 

~ 2*+9 • 

911. 

1 

905. 

y 

1 

II 

912. 

y^l x . 

906. 

y 

X 

V* 2 + 3 

913. 

y — In <1 +Z). 

907. 

y 

22+1 

914. 

x — t; a -1 + 2 arclg l. 



V &—i 


915. 

Hallar la asintota 

de la espiral bipcrbdlica r = ~ . 


§ 4. Consfrucclon de las graficas de las funciones por sus puntos 
caracteristicos 

Al construir la grafica de una funcion es necesario, ante todo, hallar 
el campo de dcfinicidn de la misme y dotorminar su comportomionto en 
la frontera de osle campo de dcfinicion. Es convonicnte tambion serlalar 
prcviamcnte ciertas peculiaridades de las funcionos (si es quo las ticnen), 
como son: la simetria, periodicidad, permanencia del signo, monotonia, etc. 

Dcspu 6 s, hay que encontrar los puntos de discontinuidad, los puntos 
extremos de la funcion, los puntos do inflexion, las asfntotas, etc. 
Los elementos hallados permiten establccer el caracter general de la gra¬ 
fica de la funcion y obtener su disciio matematico verdadero. 

E j o m p 1 o 1. Construir la grafica de la funcion 

y= j ifcr 

Solucion. a) La funci 6 n exisle en lodas partes, monos cn los pun 
tos 2 = ± 1 . 

La funcion es impar, por Io que la grdfica de la misina sera simStrica 
con respecto al punto 0 ( 0 ; 0 ). Esta circunstancia simplifica la construc- 
cion de la grafica. 

b) Los puntos do discontinuidad son x =—1 y ar = 4, al mismo tiempo 
que lim 2 / = + cg y lim >/ = +co, por consiguionte, las rectas a-=±l 

2—1T0 X-.-1T0 

son asintotas verticales de la grafica. 


7* 
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c) Buscamos 'Ifts asfntotas oblicuas. Tenemos: 

kf= 11m — =0, 

x-t+ao * 


b t = lim y = co, 

por consiguiente. no existe asfntota oblicua derecha. Como la gtafica es 
simetrica, tampoco existira asfntota oblicua izquierda. 



F i g. 33 


d) Mallamos los puntos crflicos do f a y 2 a ospecie, es decir, aquollos 
juntos on quo so anula o no existe la primera, o correspondientexnente, 
a segunda derivada do la funcion dada. 

Tenemos: 


, J 2 — 3 


(i) 


... 2j (9 x 2 ) 


( 2 ) 


Las derivadas y' e y" dejan de existir unicamente cuando *«±l, es dccir, 
sdlo en aquellos puntos en quo tampoco existe la propia funcion y, por 
seto, serin puntos criticos solo aquellos en que y' o y" so auulan. 

De (1) y (2), so deduce: 

ij‘ —0 para x = ± 

V* =0 para x — 0 y z = ±3. 


De esta forma, y' conserva constante el signo en cada uno de los 
intervalos (— co, — V3)> ( — — 1). (■—1. l)t (i, V^) y (l/3, +co). 
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e y“ en cada uno de los intervalos (—co, —3), {— 3, —1). (—-1, 0) (0. 1), 

(1, 3 Para' 3 'determinar qu6 signo tiene V -'(o' correspondientementc, y") 
en cada uno de los intervalos scnalados, basta con determiner el signo de y 
(o de y") en un punto cualquiera de cada uno.de estos intervalos. 

Los resullados de esta investigacion, para mayor comodidad, se mcluyon 
en una tabla (tabla I), junto con Ids de los dtilculos de. las ordenados de 


Tabla I 


X 

0 

(0,1) 

1 

(1. V3 ) 

yj ^ i,73 

(ys - , 3) 

3 

(3, +co) 

B 


fl 

B 

+ 


. .i r 

+ 

1 

+ 


B 

B 

no 

cxiste 


jgjK ■ 

n 

+ 

+ 

1 



no 

oxiste 


+ 

%. 

+„ 

B 

B 

Con- 

ciu- 

dlones 

Pun¬ 
to de 
lift fa¬ 
it Kin 

La 

tun- 

feidn 

decrc- 

ce: la 
strfiil- 
ca es 
edn- 
cava 

bacia 
aba jo 

Pun¬ 

to 

do 

dts- 

con- 

tlnui- 

dad 

La (un- 
cldn dc- 
crece; la 
evdtlca 
es ednea- 
va liaela 
arrlba 

Punt,o mi- 
nlmo 

1 La fun- 
cldn cre- 
ce; la 

grAttca 
es edn- 

cava 

hacla 

arrlba 

Pun¬ 
to dc 
lnfle- 
xl6n 

La fun- 
oldn crcce; 
la grdflCa 
es edn- 
cava hacla 
abajo 


los puntos caractcristicos de la grafica de la funcion. Debe advortirse, 
one debido a que la funcion y es impar, es suficiente haccr los calculos 
solamente para a: > 0; la mitad izqqicfda de la gralica so reconstruye por 
el principio de la simetrfa impar. 

o) Con los resultados de ia investigacion, construimos la grifica de la 
funcion (fig. 33). .. . ., •> 

E, j e m p 1 o 2. Construir la grafica de la funcion , 


So l uc ion. a) El campo dc existoncia de la funcidn es: 0 <z <+co. 
b) En el campo de existoncia no hay puntos de discontinuidad, 
pero al aproximarse al punto frontera (x— 0) del campo de existeqcia, 
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tenemos: 

lira y = lim —— x •= —co. 
x-»0 x-*0 * 

Por consiguiente, la recta x = 0 ([el eje de ordenadas) cs una asintota vertical. 

c) Buscamos la asintota oblicua derecha u horizontal (ya que la asintota 
oblicua a la izquierda no oxiste, puesto que no es posinle que x—> — co) 4 . 

k= lim — = 0, 

X-.+00 X 

6= lim y—0. 

X->+CO 

Por consiguiente, la asintota horizontal derecha os ol ejo de abscisas: y —0. 

d) Hallamos los puntos criticos. Tonomos: 

r-±F-. 

, 2 In a:—3 

T* ' 

8 ' e y" oxisten en todos los 'puntos del campo de existcncia de la funcidn 
ada e 

y' = 0, si lni = l, os decir, cuando i = e; 
y" = 0, si lni = -g-, es decir, cuando x=e 3,i . 

Haceraos la tabla, en la quo incluimos los puntos caracteristicos (tabia II). 
En esto caso, ademAs de los puntos caracteristicos cncontrados, es conveniente 



hallar los puntos de interseccion de la grafica con los ejes de coordenadas. 
Haciendo y= 0, encontramos x = i (punto do interseccion do la curva con 
el eje de abscisas): la grafica no se corta con ol eje de ordenadas. 

e) Con los resultados de la invcstigacion, construimos la grafica de la 
funcidn (fig. 34). 

Construir las graficas de las funciones que se indican mas 
abajo, determinando el campo de oxistencia de cada funcion, los 
puntos de discontinued, los puntos extremos, los intervalos de 



Tabla IJ 
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creciraiento y decrecimiento, los puntos de inflexion de sus graficas, 
la direccion de la's concavidades y las asintotas de las graficas. 

916* y = x*~ 3s*. 938 . y=s 2x + 2~-3V(x+l)-. 

fix 2 - X* _ S -- - r 


917. * 

918. y = (x—i) 2 (x-J- 2). 

919. -« + 4 > , 

920. , = 

921. ya= -**—2* + 2 / 
w x 1 

922. 1/ = ?^,. 

923. y = 

924. y=x» + l. 

925 ., = ^. 

V~W=l' 

**•*-{&• 

928 ‘ ^ = 

929 - 4 - 

931. p«=2fi±i 


932. y< 


x» 

l/x-H1/4: 


933. y = /8-fx —^8-; 

934. y = x Y x +- 3. 

935. y — yV—3x. 

936. yi 


937. y = 9 /T 


yr~x 

3 


941 


938. y = 2x + 2- 

939. (/= Vx 4-1 — (/ x— 1. 

940. j/=V^(*H-4) 8 ->/"(x—4) 2 . 

• If = 3 /{T^2) 2 + 3 /(F^) 5 . 

942. y = — 4 . 

V4r-*» 

•‘'-TOT' 

944 ^:7fcr- 

945. y = -- jf 

1 ft*- 2 )* 

946. y = xe~*. 

947. l/=(« + -f) g “- 

948. X = c8x-*3-14. 

949. y=(2 + x a )e-* 2 . 

950. y —2]x| —x a . 

951. 

V* 

952. y = -^-ln£. 

953. j/ = -r^- . 

= (x + l)ln a (x + 1). 

1.. /.-*? 4 \ I 1 


rs 


954. y = 

955. y = ln(x a _l) + ^ 

956. 

957. y = ln (1-fe-*). 

958. y=ln(e-l--^) . 

959. y = senx + cosx. 
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960. y =.sen x 

961. y = 

962. y = 

963. y = 


sen 2x 
2 

COS I —COS? X. 

sen 3 *-(i cos 8 x. 

’ A. 


964. y = 

965. y = 

966. y = 

967. y = 

968. y = 

969. y = 

970. y = 

971. y = 

972. y = 
e y 


sea x+cos x 
sea x 


sea + 

sen a:-sen 2a:. 
cos x- cos 2x. 
x+senx. 

arcsen (l — Y x 3 ). 
arcsen x 


l/l-js 
2x>—tgx. 
xarctgx. 

j 

xarctg—, si 1^0 

X 

= 0, si x = 0. 


973. y — x — 2 arcctg x. 

974. y = y + arctg x. 

975. y = lnshx. 

976. y = Arch ( a: + “ ) * 

977. y = e sen *. 

978. y = e arcson 

979. y = e arct s*. 

980. y = lnsenx. 

981. y = lntg(£-£). 

982. y=slnx —arctgx. 

983. y = cosx — In cos x. 

984. y = arctg (Inx). 

985. y -■=> arcsen In (x 8 +1). 

986. y=x x . 

t 

987. y = x*. 


Tambien so "recomienda construir las graficas de las funciories 
indicadas en los N?*.N 08 . 826 — 848. 

CoDStruir las graficas do las funciones siguientes, dadas en 
forma parametrica: 

988. x=r 8 — 2t, y = l* + 2l. 

989. x = acos 3 2, y — a sen l (a> 0). 

990. x = te l , y = le~ l . 

991. x = t + e~‘, y = 2t-\-e~ 2 '. 

992. x = a(sh/ — t), y = a(cht — 1) (a>0). 


§ 5 . Dlferenclal del arco. Curvatura 

1°. Difcroncia) del arco. La diferencial del arco s de una curve 
plana, dada por una ecuacion en coordenadas cartcsianas x e y, so expresa 

por la formula 1 _ 

1( f S = y(dz)* + (dp)*; 

si la ecuacion do la curva tiene )a forma: 

a) y = f(x), entonces ds= l + (-^-) dx-, 
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1>) x = h(v). entoncos ds= 1 + (-^-) 2 dy\ 


c) * = <p(J), If-*(*). entonces ds= j/ ) 2 + [^fY dt ' 

y /?'«_)_/''» y f 2 -i- F -i 

d) F(x, y)=0, entonces ds= , g r- . - v - dx = - * ; ■ v dy. 

K* I K*l 

Llamando a al angulo que forma la direocidn positiva de la tangente 
(es decir, dirigido on ol sentido dol crccimiento del arco de la curva s) con 
la direccion positiva del ojo OX, tondremos: 


cos a = 


dx 

ds 


sen a — 


En coordonadas polares, 


dy 

ds 


d S =y(dr)3 4-(rd<p)*= J/ r*+(-^) 2 dq.. 

Llamando p al angulo formado por el radio polar de un punto de la 
curva y la tangente a la curva en esle mismo punto, tenemos: 

COSP = £, 


sen p - 


ds 


2°. Curvature de una curva. So llama curvatura K de una 
curva, en su punto M, al limite do la razon del angulo que forman [las 



dirccciones positivas de las tangentes a dicha curva en 

(dngulo de adyacencia) a la longitud del arco MN= 
(fig. 35), es decir, 


K= lim 
As->0 


Aa 

As 


da, 
ds ’ 


los puntos M y N 
As, cuando N —* M 
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donde a os el dngulo entre la direccion positiva de la tangente en el punto 
M y el eje OX. 

Radio de curvatura R. Recibo el nombre de radio de curvatura R la 
cantidad inverse al valor absoluto de la curvatura, es decir: 

Rs= ih" 

Las circunferencias son lineas de curvatura constants (K = —, donde a es 

v a 

el radio de la circunforoncia j , lo mismo que la linea recta (K = 0). 

Las formulas para calcular las curvaturas en coordenadas cartesianas 
son las slguientcs (exactas, a excepcion del signo): 

1) si la curva viene dada por una ecuacion explicita y = /(i), la formula 

sera 


V" 


'<l + 9'*) Va ’ 


la 


2) si la curva se da por una ecuacion implicita F (*, j/)=0, se emplea 
formula 


K- 


• vx 

n 


F" 

*v 

F" 

vv 

F' 

v 


r* 

F 'v 

o 


(F’*+F' y ')*'* ' 

3) si la curva se da en fonna parametrica por las ecuaciones a: = <p(!) 
= i}>(<), cnlonces 


K- 


x- y 
*• y’ 




donde 

,<_ y _ x’=— y = ^~ 

X ~ dt ’ J ~ dt ’ * d/2 ’ y dfi 

Ed coordenadas polares, cuaDdo la curva sc da por la ecuacion r = /(cp), 
lenemos: 

r 2 4-2r'2 — rr“ 


donde 


K = 


dr 


(/•2 + r ' 2 ) 3/t 


d*r 


d<f J d/p 2 

3°. Circunferencia osculatriz (o circulo osculador). Se llama 
circunferencia osculatriz de una curva, en un punto M de la misma, a la 
posicion limite de la circunferencia que pasa poT dicho punto M y por otros 
dos puntos P y Q de la misma curva. cuando PM y Q —» M. 

El radio de la circunferencia osculatriz cs igual al radio de curvatura 
y su centro (centro de curvatura) se oncuentra en la normal a la curva, 
trazada en el punto M, hacia el lado de su concavidad. 
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Las coordonadas X e Y del centro de curvature se calculan con-las 
formulas . • < 

x-'-HLOpn, y-,+l±p.. 

La evoluta de una curva es ei lu'gar geometrico de Jos centres de curva¬ 
ture do dicha curva. 

Si en las formulas para la determinacion de las coordenadas del centro 
do curvature se considcran X e Y como las coordenadas variables de los 
punlos do la evoluta, estas formulas nos daran las ecuaciones parametricas 
de dicha evoluta con parametro x o y (o t. si la propia curva viene dada 
por ecuaciones on forma parametrica). 



Bjemplo 1. Hallar la ccuacion de la evoluta de la pardbola y = x i . 
Solucidn. — 4x 3 , Y= —, Eliminando el pardmetro x, 

hallamos la ecuacidn de la evoluta cn forma explicita 

Evolvente de una curva. Se da este nombre a una curva tal, quo con 
relacion a ella, la curva dada resulta scr la ovoluta. 

La normal MC a la evolvente r 2 es tangonte a la evoluta r t ; la longitud 

del arco CC l do la evoluta cs igual al incrementd correspondiento del radio 

de curvature — MC, por cuya raz6n, la evolvente r 2 recibo 

tambidu o! norabro de desarrollo ae la curva F t , que se obtione dcsenrollando 
un hilo tenso enrollado a la evoluta (fig, 36). A cada evoluta lo corres- 
ponde una infinidad de evolventes, que rcspondei: a ias diversas longitudes 
iuiciales quo puede tenor ol hilo. 

4°. Vortices do una curva. Se llama vertice do una curva al 
punto de la misma en que la curvature, ticno maximo o minimo. Pare 
aeterminar los vdrlices de una curva so forma la expresion dc la curvature K 
y se Lallan sus puntos extremos. En lugar de la curvalura K se puede tomar 

ol radio de curvalura i? = - 

este caso es mas fdcil ol cd 

Ejomplo 2. Hallar el vertico do la catenaria y =a ch -2- (a > 0). 


y se busca su punto extremo, si es que en 
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Solucion. Como y';=sh- 


, 1 , x 

y = — ch —, 

a a 


ach 4 — 
a 


y, por consiguiente, R=a ch 2 - 


tendremos 
Tenemos, que 


dR , 
—— = sn 
dx 


quo K = 
2x 
a 


dR Q j. 

igualando a cero la derivada , obtenemos sh-^- = 0, do donde hallamos 

£2 ft 

el unico punto critico x = 0. Calculando la segunda derivada y ponien- 

d-R 


do en ella el valor de 2 = 0 , obtenemos 


dx* 


= A c h — 

1=0 a a 


x=0 


!>»• 


Por consiguiente, z = 0 es el punto minimo del radio de curvatura (o el rnd- 
ximo do la curvatura) de la catenaria. El v6rtice do la catenaria y = 

= a ch — , serd pues, el punto A (0, a), 
a 


Hallar la diferencial del arco, y el coseno y el seno del angulo 
que forma, con la direccion positiva del eje OX, la tangente a cada 
una de las curves siguicntes: 

993. a: 2 + y s = a 2 (circunferencia). 

994. = 1 (elipse). 


995. y 2 —2px (parabola). 

996. = (astroide). 


997. y — a ch-^- (catenaria). 

998. x = a(l —sen/); y = a(l—cos/) (cicloide). 

999. a: = a cos 3 /, y — a sen 3 / (astroide). 

Hallar la diferencial del arco y el coseno, o~el seno, del angulo 
que forma el radio polar con la tangento a cada una de las curvas 
.siguientes: 

1000. r = a(p (espiral do Arquimedes). 

1001. r==-^- (espiral hiperbolica). 

1002. r~a sec 2 (parabola). 

1003. r = a cos 2 ~ (cardioide). 

1004. r = a? (espiral logaritmica). 

1005. r 2 = a 2 cos2<p (lemniscata). 

Calcular la curvatura de las curvas siguientes en los puntos 
que se indican: 
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1006. y = x i —4a: 3 —18x 2 en el origen de coordenadas. 

1007. x 2 -t -xy + y 2 — 3 en el punto (1; 1). 

1008. -—-+-^- = 1 en l° s vertices A(a, 0) y B{ 0, b). 

1009. x~t *, y = t 3 en el punto (1; 1). 

1010 . r 2 = 2 a 2 cos 2 <p en los vertices cuyos angulos polares son 
9 = 0 y 9 = it. 

1011 . iEn que punto de la parabola y 2 = 8x su curvatura es igual 
a 0,128? 

1012. Hallar el v 6 rtice de la curva y = e*. 

Hallar los radios de curvatura (cn cualquier punto) de las lineas 
siguientes: 

1013. y = x 3 (parabola cubica). 

1014. -g- + -g- = l (elipse). 

1015. * = 

1016. a: = a cos 3 /; y = asen 3 / (astroide). 

1017. x = <z(cos/ + /sen/); .y = a (sen/—/cos/) (evolvente de la 
circunferoncia). 

1018. r = ae h f (espiral logaritmica). 

1019. r = a(l + cos 9 ) (cardioide). 

1020. Hallar el valor mlnimo del radio de curvatura de la 
parabola y 2 = 2px. 

1021. Demostrar que el radio de curvatura de la catenaria 
y = a ch — es igual a la longilud del segmento de la normal. 

Calcular las coordenadas del centro de curvatura de las curvas 
siguientes, en los puntos que se indican: 

1022 . xy = 1 en el punto ( 1 ; 1 ). 

1023. ay 1 = x 3 en el punto (a, a). 

Escribir las ecuaciones do las circunferencias oscul at rices de las 
curvas siguientes, en los puntos que so indican: 

1024. y = x 1 — 6 x+10 en el punto (3; 1). 

1025. y = e x en el punto (0; 1). 

Hallar la evoluta de las curvas: 

1026. y 2 — 2px (parabola). 
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1027 * -Jr+ -§- = ! (elipse). 

1028. Demostrar que la evoluta de la cicloide 

x = a(t — senl); y~a(l —cos.*) 
es una cicloide desplazada. 

1029. Demostrar que la evoluta de la espiral logaritmica 

r = ae h f 

tambien es una espiral logaritmica con el misrao polo. 

1030. Demostrar que la curva ( desarrollo de la circunferencia) 

x = a (cos t +1 sen t); y = a(senl —£cosi) 
es la evolvente de la circunferencia z = acost; y = aseat. 


Capitulo TV 

INTEGRAL INDEFINIDA 


1. Integration Inmedlata 

1°. Reg]as principales para la intogracioa. 

1) Si F' (x) — f (x), entonces 

$ f(z)dx = F(z)+C, ' 1 
donde C es una constarite arbitraria. 

2) ^ Af{x)dx = A ^ f(x)dx, dondo A es una consulate. 

3) l/i(*)±M*)]d* = ^ f,(*)dx± ^ f 2 (x)dx. 

4) Si ^ f(x)’dx = F(x)-\-C y u = <p(z), so tiene, 

\ 1(u)du = F(u)+C. 

En particular, 

^ I (ax-\-b) dx=-^-F (ax-T-b) + C (a 4 -- 0). 

2°. Tabla de integrules inmediatas. 

i- \ ***—•*-*- 


* 

1 dx . . 

|“= ln l 

z\+C. 


HI \ 

* dx 

• ■ n ret p_-u C ~— 

1 z 

-arcctg—• 

* 

1 xH-a 2 



IV. \ 

K 

1 dx 

\ z 2 -a~ 

T5T 1 ” Si + c 

(0 + 0). 


$^=iH£f|+ c 

V. J -^--Inlz+V^Hl+C (o^O). 


VI. t =arcsen-£-+C=—arccos.£_4-C t (a>0). 

J ya 2 +z 3 a a 
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VII. J a x dx •= -f- C (a > 0); 

VIII. ^ sen xdx=> — cosx-j-C. 
IX. ^ cos x dx = sen x-|-C 

x - \ Tsh-*'**- 

■ l ^7=- cl <S x + C - 


^ e*dx = e x + C. 


XI 

">■5 

x„,. S 


dx 

sen 2 x 
dx 

sen x 
dx 

cos x 


■ In j tg | -|-C= In | coseci—ctg x | + C. 

= Ia|tg (-f-+x) | + c ’ = ln l tgz + seci|+C. 


XIV. ^ sh x dx — ch x -(- C. 
XV. ^ ch x dx = sb x -}- C, 

XVL \ 


XVII 


•S 


dx 


sh 2 x 


= — ctlix-t-C. 


Ejomplo 1. ^ (ax 2 +bx-\-c)dx=* ^ ax 2 dx+^ bx dr+ ^ cdx= 
:a ^ x*dx + b ^ xdx-fc ^ dx = a ~ —h£>4;—(-cx + C. 


Hallar las siguientes integrates, emploando para ello las reglas 
principales 1), 2) y 3) y las formulas de integration. 

1031. ^ 5a 2 x e dx. 

1032. J (6z a + 8a: •+■ 3) dx, 

1033. $ x(x+a)(x + b)dx. 

1034. jj (a + bx a ) 2 da:. 

1035. J 

1036. \ -p- . 

. j V* 


8—1016 
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1037. 


1 —71 

^ ( nx ) 71 dx. 

2 2 

\3 


1038. J (a 3 —x 3 fdx. 

1039. J (/* + i)(*—V* + l)<k. 

,040. [ T9, dx. 

1041. J 

rlisiiCi.. 

J l/ax 


1042. 

1043. 

1044. 

1045. 

1046. 


Jit 


l 0=2 + 7 • 

r rfi 

i x *-,0 • 

f rfz 

J 1/4 + 12 

dx 


S 1/8 + ** ■ 

,047. ? V^^VF 58 ^. 

0 1/4—X* 

1048*. a) ^ t g^xdx; 
b) ^ th z xdx. 


1049. a) ^ ctg 2 xdx; 
b) ^ cth ' L xdx. 

1050. J 3 *e*dx. J 

3°. intcgracidn mediant© la inlroduccion b a j o el 
signo de la diferencial. La regia 4) ampHa considerablemente la 
tabla do las integralcs inmediatas. Precisainente, gracias a esta rogla. la 
tabla de las integrates es valida, indcpendienteincnle de quo la variable 
de integracidn sea una variable independiente o nna funcidn diferenciable. 

E j o m p 1 o 2. 

f d =n=T \ <S*-2)“*d(S*-2)- 

t 2 

>2 1 ( 5 x — 2) 2 


V& 1 - 


=-H- 


“ rfu= T‘ J r +C: 


2 


- + C = -|-l/5x—2 + C, 


donde se suptiso u = 5x —2. Se empleo la regia 4) y la integral I de la tabla. 
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Ejemplo 3. \ - = [ —^ML==-^- In (x 2 + Vl + s«) +C. 

J Vi+x* 2 J Vl+(x*)» 2 ' T K T 

De forma implicita, so considero quo « = x 2 y so empleo la regia 4) y la 
integral V de la tabla. 

Ejemplo 4. \ xV :3 iix=~ ^ e* 3 d (x3) = -i. e^+C _de acuerdo con la 

regia 4) y la integral VII de la tabla. 

En los ejemplos 2, 3 y 4, antes do aplicar las intcgrales de la tabla. 
transformamos la integral dada a la forma 

^ f(f (*)) <p'(x) dx= ^ f{u)du, donde w = cp (jr). 

Este tipo de transformacion se llama introduction bafo el signo de la 
diferencial. 

Es conveniente senalar las transformaciones do las difercnciales que so 
emplean con frecuencia, como son las que se utilizaron en los ejemplos 2 y 3: 

a) dx = -^-d(ax-\-b) (a 0); b ) xdx = ~d (a:*) y otras semojantes. 

Hallar las siguientes integrales, empleando para olio las reglas 
principales y las formulas do intogracion. 


1051'*. $ ^ . 

1052". j g±f i*. 

.,053. 

■«**■ \&- 

10 56. J ~T dx - 

1057. fi±g±2d*. 

1058. \ x ±t^±± dx . 

1059 - \{« + 7^Y dx - 
1060 ‘- \ jdw dz - 

tnfit f JJy 


1064. J 


— r 1 — — uur, 

Vx*+l 

V*+ l » x . dx . 

X 

dx 

3x2 + 5 ‘ 


1066. 


\’ dx 

i *7^ 


1067. J 


f - - rf * 

J (o + b) —(a — b)x 2 
(0<6< a). 


1068. 

1069. \ -A-x-dx. 

1070 y±g±i it . 

1071. [ — dX ^ - 

J 1/7+ 8x 2 


f dx 
J VT+Sz* 
f —if* 
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1074. 

r 3— 2x , 

\ 5, + 7 «*■ 

1075. 

? 31+1 dx. 

J V5z 2 4-1 

1076. 

( *±L.«to. 

J l/x 3 -4 

1077. 

f x rfx 

J * 2 ~5 ' 

1078. 

P X rfx 
i 2x 2 + 3 ‘ 

1079. 

C a * + 6 d* 

J a 3 x 3 4& 3 

1080. 

P X rfx 

i ]/a 4 — X 4 

1081. 

J l+Z'O 

1082. 

^ x 2 dx 

1083. 

\ /*&?*■ 

1084. 

( arctg y 

J 4+* 

1085. 

P x — Varctg 2x 
i 1 + 4x 2 


■— - - i i . 

(l-f-x 3 )ln(x-|- l/l+x 2 ) 

1087. J ae~ mx dx. 

1088. J A s ~ 3 *dx. 

1089. J (e'-^‘)dt. 

(. * _f 

1090. \ (e u + e a ) z dx. 

109!. 

1092. f di. 

J Va“ 


1093. 

^ e -(-x34-l) i2 . dx. 

1094. 

^ x-T*dx. 

1095. 

M di - 

1096. 


1097. 


1098. 

\ e* ]/ a — be* dx. 


« 5 if 

1099. 

\ (e“ + l) 3 e a dx. 

1100*. 

P dx 

JW' 

1101. 

P a x dx 

i i+^ ‘ 

1102. 

\ e ~ bX dx. 
i 1 — e-20* 

1103. 

i> e 1 dt 

0 V l-e 2 ' 

1104. 

\ sen (a -h bx) dx. 

1105. 

\ cos --~ dx. 

i 1/2 

1106. 

^ (cosax+senax) 2 dx. 

1107. 


1108. 

\ sen (lg x) Y . 

1109*. 

^ sen 2 x dx. 

1110*. 

^ cos 2 x dx. 

1111. 

^ sec 2 (ax 4- b) dx. 
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H12. 

\ ctg 2 ax dx. 

1128. 

\ c< 7* dx. 

sen 5 ax 

1113. 

u. 

1129. 

P sen 3x 
\ 3 4 - cos 3x aX " 


1 sen — 

J a 

1130. 

f sen x cosx 

1114. 

n dx 

J ~]/ cos 3 x — sen 3 x 


J 3 cos ( 5 *—j) 

1131. \ }/1 + 3cos 2 xsen2xdx . 

*/ 

1115. 

f ^ 

] sen (sx-J-b) 

1132. 

\ tg 3 |sec 2 |rfx. 

1116. 

P xdx 
i cos 3 x 2 ' 

1133. 

[V&Ldx. 

j cos 2 x 

1117. 

^ X sen (1 —a; 2 ) dx. 

1134. 

2 

[«*] X dx. 

sen 2 x 

p 14- sen 3x . 
)-7W dx - 

1118. 

W 1 1 ) 2 dx. 

i 'senx l/2 / 

ft 

1135. 

1119. 

\ tg xdx. 

1136. 

P (cos ax + sen ax) 3 ^ 



J sen ax 

1120. 

\ ctg x dx. 

1137. 

P cosec 2 3x . 

1121. 

\ ctg dx. 

) b — a ctg 3x 

ft 

1122. 

i a — b 

r^. 

1138. 

\ (2sh5x—3ch5x)dx. 

ft 


J tg T 

1139. 

\ sh 2 xdx. 

1123. 


1140. 

f dx 

\lh7- 

1124. 

^ xctg(x 2 4-l)dx. 

1141. 

P dx_ 

) chx ‘ 

1125. 

P dx 

1142. 

C . 

J sen x cos x 

j sh x chx 

1126. 

\ cos—sen dx. 
i a a 

1143. 

^ thxdx. 

1127. 

^ sen 3 6a: cos 61 dx. 

1144. 

^ cth x dx. 

Hallar 

las siguientes integrales indefinidas: 

1145. 

^ x y 5 — x 2 dx. 

1147. 


1146. 


1148. 

^ xe~ x2 dx. 
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1149. 

? ‘~X\+* i ‘dx. 

1168. 

J 2 + 3x 2 


1150. 




J x+l 

1169. 

1151. 

c ^ 


J Ve* ■ 


1152. 

PI — sen x . 

\ —:- dx. 

1170. 


J if COS X 


1153. 

Ptg3x- C t g3x dx 

1171. 


J sen 3x 


1154. 

f-*- 

J x ]n 2 x 

1172. 

1155. 

P sec 2 x , 

J Wx—2 

1173. 

1156. 

S ( 2 2x 2 +1 ) 2x a +1 • 

1174. 

1157. 

^ a scn * cos arete. 

1175. 

1158. 

c ** rfT 


J i^+i ' 

1176. 

1159. 

P X(ix 


J 1/1 — 

1177. 

1160. 

^ tg 2 ax dx. 

1178. 

1161. 

^ sen 2 y dx. 

1179. 

1162. 

P sec 2 x dx 


H 

'i 

tn 

** 

i 

-S' 

> 

-^3 

1180. 

1163. 

p dx 



J C0S T 

1181. 

1164. 


1182. 

1165. 


1183. 

1166. 

P xdx 

1184. 

} sen (x 2 j 


1167. 

f < arC ‘8*+* ln (H-*»H-i , 

] i+* 2 

1185. 


sen x — cos x , 

-;- dx. 

sen x + cos x • 




dx. 


sen • 


Vi 

P X 2 , 

f il±f % ) dx 
i * (1 + * 2 ) 

^ c sen 2 x ggj, 2x dx. 
C 5 — 3x 


■dx. 


1/4 — 3 ** 

dx 

e* + l ■ 

dx 

(a + b) + (a-b) *4 

(0<6< a). 
dx. 


V «**-2 

dx 

sen as cos az 


s 

^ son (^+ q> 0 )^- 

S 


x(4—!n*x) 

arccos-7r 

<b 



sen 2 x cos 2 x 
arcsen x + x 



l/sec 2 x +1 
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1186. 

P cos 2x , 

J 4-j-cos 2 2x 

1189. 

1187. 

[ dx . 

J 1 +C0S 2 X * 

1190. 

1188. 




-B*ch (x 9 -f 3) dr. 

3 th * 


ch 2 x 


dx. 


§ 2. Metodo de susfltucldn 

1°. Sustitucidn. o cambio de variable en la integral 
indefinida. Poniendo 

* = <p(0. 


donde t es una nueva variable y <p una fnncion continua diferenciable, 
tendremos: 


\ J /[«p(*)]<p'(0<*L 


( 1 ) 


La funcion <p se procura elogir de tal manera, que el segundo miembro de 
la formula (1) tome una forma mis adecuada para la intcgracion. 
Ejemplo 1. Hallar 

\ x y'x — l dx. 


Solucion. Es natural poner 1= ~}/x — l, de donde * = i*+l, y dx-. 
= 2 tdt. Por consiguiente: 

jj x yr^ldx= jj (i 2 4-l) l-2t dtc=2 J (/« + **)<« = 


■f |S+ f <s+<7= T (*-<) +c. 


Algunas veces se emplea la sustitucidn dol tipo 

u = ip (x). 

Supongamos, qua hemos conseguido transformar la expresion subinte¬ 
gral l(x)dx a la forma Siguiente: 

/ (x) dx — g(u) du, dondo u = q> (x). 

Si la \ g{u)du es conocida, es decir, 


\ g(u)du = F («)+C, 

tendremos 

$ / (x) dx = f [q> (x)J -f- C 

Este procedimienlo es cl que ya utilizamos en el § 1, 3°. 

Los ejemplos 2, 3 y 4 (§ 1) se podrian haber resuelto do la forma siguiente: 
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E jemplo 2. u = 5x—2; du~5dx; dx=—=-du. 

J 


1 f rfu 

5 i ysr 


■ +c = -f- V5x— 2-j-C. 


E jemplo 3. u — x^\ du — 2xdx\ x dx——^~ . 
f If du 1 __ 

i yi+S “T i yf^f =“«“(“+Vh-« 2 )+c = 

= 4" ln Wl/i+^+C. 
E j b m p 1 o 4. u = x 3 ; du = 3x*dx; x z rfx = 4~ • 


■*- 4-5 




1 

’T' 1 


+ C = - T e x * + C. 


2*. Sustituciones t r i gon om 6 t r i c a s. 

1) Si la integral contiene el radical generalmente se hace 

x=a sent; da doude 

1/a®—x* = a cos t. 

2) Si la integral contiene el radical \/ s ' 1 — a 2 , so hace x = osect; dedonde 

l/x®— a® = a tg t. 

3) Si la integral contione el radical l/x*-|-a*, sehace x—a tg t; dedonde 

~l/**+« e = o sec t. 

Hay qua advertir, quo las sustituciones trigonomdtricas no son siempre 
las mas convenienles. 

En ciertos casos, en lugar de las sustituciones trigonometricas, es pre- 
forible emplear las sustituciones hlperbdlicas, cuyo car&cter es analogo 
(vease el ej. 1209). 

En e! § 9 se trata m4s detalladamente de las sustituciones trigono- 
mdtricas e hiperbolicas. 

Ejemplo 5. Hallar 

s^*- 

S o 1 u c i 6 n. Hacemos x = tgt. Por consiguiente, dx ———_ 

8 cos® t ■ 

r VE±l dx== [ ytgst+i dt _ ? sen t cos 3 t dt 
J * a x J tg 2 1 cos* t — j son® t cos® 7 — 

- c dt _r sen® t — cos® t At _ f dt , f cost 

J sen®tcost J sen 2 t-cost ) cost j sen*t 
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■ la | tg +secl | —-^j + C=In| tg« -f-Vl-t-tg 2 * I — 

yi+te*t 


tgt , C=ln\x+Vx2 + i \-^SL +c . 

1191. Hallar las siguientes integrales, utilizando para ello las 
sustituciones indicadas: 

dx i 

T’ 


^ S * ]/x 2 —2 * 

b > \ 7^7; x=-lni; 

c) J x(Sx 2 -3) 7 dx, 5x 2 — 3=1; 

d) l yz+i 

e) [ co * x 

J yi+sen 2 x 


Ida: , t=yjy T; 

COS x dx 


t = sen x. 


Hallar las integrales siguientes, empleando para ello las susti¬ 
tuciones mas adecuadas: 


H92. J 

x (2x + 5) 10 dx 

1197. \ (ar ^ )2 d*. 

J /l -x 2 

1193. \ 

i + x dx 

1198 r eS * -dx 

1+ ]/x 

j y«*+i 

1194. J 

dx 

|<no P sen 3 * 

x ]/'2x-\-i 

J ‘1/COSX 

1195. j 

dx 

1200 * [ dx 

y«*— 1 

i x'l/l + iS 

1196. J 

Id 2x dx 

In 4x x 


Hallar las siguientes 
gonometricas: 

integrales, empleando sustituciones tri- 

1201 . \ 
c 

• x 2 dx 

long f V* l +1 dx 

\ yi-*» 

J * 

1202 . 1 

i" x a dx 


\ y-i—x 2 

1206 o ^yf=73 • 

1203. \ 

K 

■ Vx*~o 2 J 

. —- dx. 

1 * 

1207. J yi—x 2 dx. 

1204*. 

1 

H M 

H 
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1208. Calcular la integral 


? - J* 

i X(i — X) 

valiendose do la sustitucion a: = sen 2 t. 

1209. Hallar 


J ]/a* x* dx, 

empleando la sustitucion hiperbolica z = asht. 

Solucion. Tenemos, '[/a^'+x*=']/a i +a i ah*t<=>aeiit y dz = ach tdt. 
Do donde, 

^ l/a 2 -j~x dx= ^ a ch t-a ch / dt = 

= ° 2 J ch *tdt=a* J - Ch - ^ . + t dt = -^~ (-|_sh2<-H)+C- 

aa 

°=— (sb t ch t + t)-t-C. 

"]/ a 2 -\-x 2 


Como 


sh t = — , ch t 


e< = cli f+ sh t = 
tendremos on definitiva: 


i+l/nHt* 


§ V fl2 + l2da: “ ~Y~ v« a +^ a T"^“ in (* + V a> + **) + ^i» 

dondoCj = C—In a os una nuova constants arbitraria. 


1210. Hallar 


haciendo x = a ch 2. 


x 2 'dx 


Vx 2 —a * ’ 


§ 3. Integration por partes 

Formula para la integracidn por partes. Si u = <p (*) 
y t> = iji (z) son funcionos difcrcnciablcs, tendremos que 

\ u dv = uv — ^ v du. 

E j e m p 1 o 1. J-lallar 

^ x In xdx. 
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Poniendo u = In x; dv= x dx, teadremos du — —~ ; i/ = —. De donde, 

S 


■ > ** ■, f x 1 dx x z . x s . „ 

xlDxdx ^—lax- J —In*-—+ C. 

A veccs, para reducir ia integral dada a una inmediata, hay quo omplear 
varias veces la formula de integration por partes. En algunos casos, vali6n- 
dose de la integration por partes, so obtiene una ecuacion, de la que sc 
delermina la inlogral buscada. 

E j e m p 1 o 2. Hallar 


Tcncmos 


s 


e x cos xdx. 


jj e* cos X dx= ^ e x d (sen x) = e x sen x — ^ e* son xdx = e x sen x + 

^ e x d (cos x) = e x sen x e x cos x — ^ e x cos x dx. 

Por consiguiente, 

^ e x cos xdx = e x sen x -f e x cos x — ^ e x cos x dx, 

de donde 

S e x 

e x co8 xdx = -y (sen tr-pcos x)-\-C. 

Hallar las siguientes intograles, utilizando la f6rmula para la 
integration por partes: 


1211 . \ 
K. 

1 In x dx. 

1220 *. 

$ ***' 3 dx - 

1212 . \ 
t. 

arctgx dx. 

1221 . ' 
« 

\ 

^ x sen x cos xdx. 

1213. \ 

t 

arcsen x dx. 

1222 *. 

^ (x 2 -f- 5x -\- 6) cos 2x dx. 

1214. \ 
*. 

( x sen x dx. 

1223. \ 

t 

x 1 In x dx. 

1215. \ 

1 x cos 3a: dx. 

1224. \ 

t 

! n 2 x dx. 

1216. \ 

\ !3T dx - 

1225. i 

t 

-! y-dx. 

x J 

1217. \ 

V 

j x-2' x dx. 

1226. \ 

i^dx. 

/x 

* 

00 

<N 

$ xV 1 dx. 

1227. f 

^ xarctgxdx. 

1219*. 

^ (x 2 — 2x + 5) er x dx. 

1228. 1 

» 

i x arcsen x dx. 
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1229. 

j In (x y 1 -f- x 2 ) dx. 

1233. 

j 3* cos xdx. 

1230. 

r xdx 
i sen 2 1 

1234. 

\ e ax sen bx dx. 

1231. 

C x cos X . 
i sen- x dx - 

1235. 

^ sen (Inx) dx. 

1232. 

( e x sen x dx. 




Hallar las siguientes intogralos, empleando diferentes proce- 
dimientos: 


1236. J x?e~* dx. 

1237. ^e^dx. 

1238. jj (x 2 -2x + 3)lnxdx. 

1239. J xln-ppjj-ii*. 

1240. J dx. 

1241. J -MifLcte. 

1242. ^ x 2 arctg 3x dx. 

1243. ^ x (arctg x) 2 dx. 

1244. ^ (arcsen x) 2 dx. 

1245. jj!E2«“fcb. 


arcsen 


y; 


dx. 


1246. f _ 

i y i—* 

1247. ^ xtg z 2xdx. 

1248. 

1249. [ cos 2 (In x) dx. 

1250 " S 

1251*. 

1252*. J ya* — x 2 dx. 
1253*. J y A +z*~dx. 

‘“Mw 


§ 4. Integrates elementales que contlenen un Irlnomlo cuadrado 

1°. Integrales dol tipo • ax ?+~l x '[fZ dx - BI pr°cedimiento 

principal de calculo consiste en roducir el trinomio de segundo grado a la 
forma: 

ai*+6r + c = a (z +A) 2 + l, (1) 

donde k y l son constanl.es. Para efoctuar la transformacidn (1), lo mas 
ctSmodo es completar cuadrados en el trinomio de segundo grado. Tambifin se 
puede emplear la sustitucidn 


2 ax + b = t. 
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Si m=0, reduciendo el trinomio de segundo grado a la forma (1), obte- 
nemos las integrales inmediatas III o IV (vease § 1, 2°, tabla de las inte¬ 
grates elementales). 

E j e m p 1 o 1. 



Si m- ifcO, del numerador se separa la dorivada 2 ax+b del trinomio 
de segundo grado 

■£■ < 2 “+‘>+ (—■S-) 


ms-j-n 
ax 2 6* o 


dx- 


■ dx - 


m 
2 a 


ax 2 -J- bx -f- c 

ln|a* 2 + 5*+ C |+("~l£) J ax ^%-+7 


y de esta forma nos 
m6s arriba. 

E j e m p 1 o 2. 


encontramos con una 


integral como la que analizamos 



T^-^-T 

1 


dx-—\n\x-—x— 1 | — 



-x- In |x 2 —x —1 

U 


2 1/5 


In 


2x-l-V5 
2x — i+ l/5 


+ C. 


2°. Integrales del tipo \ — ;==== ■ dx. 

K J Vax*+bx-re 

Los m£todos do calculo son analogos a los oxaminados mas arriba. En defi- 
nitiva la integral se reduce a la V integral inmediata, si a >0, y a la VI, 
si a <0. 

E j o m p 1 o 3°. 


f 


dx 


V2 + 3i —2i* 1/2 


1_ p dx 

/2_ j §-M ) 2 


1/2 


arcsen 


4*-3 


■C. 
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E jomplo 4°. 

f 2 + 3 ,__1 f ~ x +2 J , of _ 

J -yW2z + 2 2 J y*a + 2x + 2 “ i V(* + l)* + l 

= Vx2 + 2*+2+21n (x + l + V»a+2*+2)+C. 


3°. Integrales del tipo 


(mx-j-n) l/ ax 2 -(-6x + c 


Ulilizando ]a sustitucidu invcrsa 


mifn 

estas intograles so reducen al lipo 2°. 
Ejemplo 5. Hallar 


Solucidn. Ponemos 


dx 

(*+1) V*++" 


•+*-T 


de donde 


Tenemos: 
_ dx_ _ 

(2 + 1) V^+i 


■1) 1/sqr“J I "i/i—2t+2« 


+ C=-==- In 

1/2 


1— i+V2(z ! + l) 
2 + 1 


4°. Integrales del tipo ^ '\/ax i -^-bx + c dx. Completando cua- 

drados on el trinomio do segundo grado, esta integral so reduce a una de 
las dos integrales principales siguientes (veanse los N os , N° 3 1252 y 1253): 

1) ^ "l/a 2 — x‘ J dx = Y 1/a 2 —x 2 arcson-^- + C, 

2) J VI?TAdx = ±VW+A + -±-\n\x+ l/^+^l + C. 
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E j o m p 1 o 6. 

jj VT—2x—x*dx= J y2-(i + x) 2 d(l + x) = 


i+x 


Hallar las integrales: 


V1 — 2x — x 2 -f- arcsen C. 

1 '/2 


1255. 

C , c 


1256. 

c dx 

] x 2 + 2x • 

1257. 

f , 4 . 

0 3x a —x-f-1 

1258. 

P xdx 

) * 2 -7x-M3 ’ 

1259. 

P 3x-2 , 

)x 2 -4x + Z dx - 

1260. 

[ (I “ 1)3 dx 

} x>+8x + 4 ax - 

1261. 

P X 2 dx 

) z a_e x + 1 () • 

1262. 



•’ V'2 + 3x-2x a 

1263. 

\ • 


a y x —x a 

1264. 

\ , • 


j yx 2 +px-i- 5 

1265. 

r 3x-6 

3 yx 2 -4x + 5 

1266. 

1* 2 x—& 

J yi-x-x 2 

1267. ' 
» 

i .... 1 . ~ d-r 

5 y5x 2 -2x-;-l 


1268. 

1269. 

1270. 

1271. 

1272. 

1273. 
2274. 

1275. 

1276. 

1277. 

1278. 

1279. 


dx 


xyi — x 2 
_ dx _ 

x y *»+»—! ‘ 

dx 

(*-l) 1/iTfr ■ 

f_ «*?-. 

-! (x+1) l/xa+2* 
l/a: 2 -f 2x -(- 5 dx. 

^ V^x — x 2 dx. 

V 

^ V‘l — x—x' 2 dx. 

P lii 

i **—4*»+3 ’ 

_cos x 

son 2 1 - 

P •* 


s 


-(5sen x + 12 
dx 


dx. 


yite‘ + « M 

sen j: dx _ 

y cos 2 x -f 4 cos x +1 

_ In x dx _ 

* Vi— A lux— In 2 x 


§ 5. Integracion de funciones raclonales 

1°. Miitodu de los cueficientes indetorminados. La inte¬ 
gracion de una funcion racional, dospues de separar la parte entera, se 
reduce a la integracidn de una fraction rational propla 


P(*) 
QV) ’ 


(1) 
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dondo P (x) y Q ( 2 ) soa polinomios enteros y ol grado del numeradoi P (x) 
os menor que el del denominador Q(x). 
s » 

<?(*) = (*—“)“ ••• (* — l)\ 

donde a, .... I son las diferentos raicos reales del polinomio Q (z) y a, .... X 
son numeros naturales (grados de multiplicidad do las raices), la fraccion (1) 
podra descomponorsc en fracciones simples: 


PW = A 2 

Q ( 2 ) x — a (x — n) 2 



Para calcular los cooficienles indeterminados A t , Ao, ... Ly, ambas partes 
de la identidad (2) se reducen a la forma entora y, aospufis, se igualan los 
cooficientes de cada una de las potencias iguales de la variable x (primer 

f iro c e d i m i e n t o). Tambien se pueden calcular estos cocficiontes igua- 
ando la x, en la igualdad (2) o en su oquivalente, a ciertos ndmeros debi- 
damente elegidos (segundo procedimionto). 

Ejemplo 1. Ilallar 

[ _ xdx 

J (2-l)(z + t) 2 

Sol ucion. Toncmos: 


* _ A B | B 2 

(X-l) (Z-M) 2 2-1 ^ 2 + 1 T (2+1) 3 ’ 

de doude 

x = A (*+1)*+/?, (2-1) (* + l ) + B z (2-1). (3) 

a) Primer procedimiento para la determinaetdn de los coeficientes. Copiamos 
la identidad (3) dandole la forma 

x = (A-\-Bt) x 2 -\- (2A-{- Z? 2 ) * + (A — By — B 2 ). 

Igualnndo los coeficiontos de cada una de las potencias iguales de x, tenemos 
0 = d + fl,; 1^2A + B 2 , 0 ~A-Bt-B 2 . 

Do donde 



b) Segundo procedimiento para la determinaetdn de los coeficientes. Haciondo 
2 = 1 en la identidad (3), tendremos: 

i=A-4, es decir, A—-^. 

Haciondo x— —1, tendremos: 

—1 = — B z -2, es decir, B 2 = —. 

Haciendo despu6a 2 = 0, tendremos: 

0 = A-Bi—B 2 , 


es decir, B t 


A — B 2 — 


1 

4 
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Por consiguiente, 

1 j* dx 1 f* dx 1 f* dx 

~ 4 ] x-\ 4 ) x+i + 2 ) (x + 1) 2 ~ 

-T l "i*-‘i-Ti n i-+‘i-TFRr+ c - 

1 1 . I X— 1 

2 (x + 1) + 4 | x + 1 

Ejemplo 2. Hallar 

f _ 'll _=/ 

i x«-2x 2 + x *• 

S o 1 ii c i 6 n. Tenemos, 

1 1 A , B , C 

X 2 — 2x 2 + X X(X- 1) 2 x + X — 1 + (X— 1)2 


+ C. 


y 

l = /l(x—l) 2 + JSx(x-l) + Cx. (4) 

A1 resolver este ejemplo, so recomionda combinar los <los procedimientos 
para la determ inacidn de los coeficienles. Utilizaudo cl segundo procodi- 
mionto, hncemos x = 0 on la identldad (4) y obtenemos l = A. Lucgo, baciendo 
x=i, tondromos <iuo 1 —C. Despuds, empleando el primer procedimicnto, 
igualamos on la idenlidad (4) los coeficientos de x 2 . Tendremos: 


0 = A-\-B, os doclr, B— —l. 


De os la forma, 


A-l, 2#=- — 1 y (7-1. 


Por consiguiente, 

/= $ -r— $t$t+ $ ln1 *i— :ln 1 — 1 



Si ol polinomio ()(x) tienc raiccs complojas « ± ib tie inulliplicklad k, 
en la descomposicion (2) entran adomds fracciones simples de la forma 


donde 


' 1 * 1 *+ ;V, , ■ M k x+N h 

x*+px + q = \x — (« + »)J [x — (a — i6)J 


y A/j, jVj, Mi„ Nt, son cocficientos indoterminados quo so calculan por 

los procodimientos indicados mas arriba. Cuando k = 1, la fraccidn (5) 
so intcgra directamente; cuando fc>l, se emploa el prooedimienlo de reduc¬ 
tion, reeomcnddndose quo previamenle se le de al trinomio do segundo grado 

.2 


x*-\-px-\-q la forma ^x + 4|-^ 
Ejemplo 3. Hallar 


+ ( 7 —-^-) y so baga la suslilucidn x+-jj-=z. 


5 


x + 1 


(*»+4* + 5)» 


dx— I. 


Sol uc ion. Como 


*2 + 4x + 5 = (x -}- 2) 2 -f-1, 

9—1016 


130 


Integral indefinida 


poniendo z+2 = z, tenemos: 

, f Z-\ J ^ zdi (* (1+ Z 2)- Z 2 j 

J (Z 2 + l) 2 3 i (2 a +l) 2 i (* 2 + l) 2 
= _ 2( Z 2 + 1)") ■p+T+S ** [~2(*« + l) ] =s_ 2(** + lT“ 
- arct 2 2 ~ 2(ifl)+-F arCt 8 2= -I^TT)- 

--i-arctg Z+C =- 2(j ^ ._ y .--^- arc tg(x+2) + C. 

2°. Motodo de Ostrogradski. Si Q (x) tiono raicos multiples, 
se tiene. 


s 


P (») , r A- (x) 
Q(x) ° X Qi(x) 



Y(x) 
Q2 <*) 


dx. 


( 6 ) 


donde Q, (z) es el maximo coraun divisor del polinomio Q (z) y de su deri- 
vada Q' (z); 

<? 2 (*)=<? (*):<?,(*); 


X (z) o y (z) son polinomios con coeficiontes indoterminados, cuyos grados 
son monoros en una unidad que los de Q, (z) y Q 2 (*)< respectivamente. 

Los coeficiontes indeterminados do los polinomios X (z) o Y (z) se calculan 
dorivando fa idcntidod (6). 

E j om p 1 o 4. Ilallar 

f _ d S _ 

i <**-!)» 

S o 1 u c i 6 n. 

f dx Ax*-\-Bx-\-C , P Dz2 + £x+£ 

J *3—1 i " J x3 —1 *' 

Dorivando esta identidad, tondreraos: 

1 (24z + Z7){z3-1)-3z2(4z2+.Bz + C) DzS + Ez + f 

(*»— 1)2 = ( z 3 — 1)2 + * 3—1 

o bien, 

1 = (24x+fl) (*3_ l)-3z2 (Ax*+Bx+C)+ (Dx2+£z+ F) (z^-l). 
Igualando I 03 coeficienles de las correspondientos potoncias do x, tondromos 
D = 0; £—4 = 0; F—2B = 0\ D+3C=0; £+24=0; 
£+£=—1; 

do donde 

4=0; B= — lr\ C = 0; 0=0; £ = 0; F=— 
d d 

y, por consiguienie, 

P dx lx 2 P dx 

) (z» —1)* T z 3 — 1 3 i x a —1 ' 


( 7 ) 
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Para calcular la intogral del segundo miembro de la igualdad (7), des- 
componemos la fraccion —J 1 —- en fracciones elemontales: 


Z3_l 
1 


Mx + N 


es decir, 


x 3 -l x — 1 ’ 2 3 +x + l ’ 
\=L(x*+x+\)+Mx (*-l) + JV {*-!). 


( 8 ) 


Poniendo 2 = 1, tendremos que L = -^-. 


Igualando los coeficientes de las potencies iguales do x en ambos miem- 
bros de la igualdad (8), ballamos: 

Z, + A/ = 0; L-N = i; 


cs decir. 




Por lo tanto, 

(* dx 1 f dx If x + 2 

) ^3—r=—i —“Tl x 3 +x+1 ax: 


In | *— 1 1-4-m (**+* + !)-— arctg 


P dx 

i (* 3 -l) a ” 


* . 1 * 2 +*+l 

3 (**>-• 1) + 9 (* —1)* 


3V3 


arctg 


2x + l 

V3 

2x + t 


'VS 


+ C. 


Hallar las integrates: 

128 °- S wt+H" 

rr ?— 5z + 9 


1281. 


dx. 


[ _ 

0 x a —52 + 6 

1 ?a? I*_^_ 

i (2-1) (2 + 2) (2+3) ' 

>*«■ j 

1285. C —-r—r-rrs- . 

J *(* + l) a 

1286. ^ dx. 

J 4x 3 —2 


1 ODD P 5xH-te + 9 , 

1288 - i (Z-3)*<Z+1) 3 “** 

1289 ' S (i'-3i-ld)'< dx ' 

,29 °- S 73=5*^ 


dx. 


1292. J 
*293. 


dx 


4x+3) (22+42+5) ’ 


,294. 


dx 

3 + 1 • 
dx 


9 * 
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1296. 

? dx 

1299. 

j x*-\-x 3 +l 


1297. 

C dx 

1300. 

i <i+* 2 ) 4 ' 


1298. 

r +5 dx 

J (**+2* + 2)* ax - 



•s 

• 5 (,*_4* + S?' 


13 + 1 dx. 


Hallar las intogralos siguientes, utilizando cl metodo de Ostro- 
gradski: 

, on , f dx i OAO (* dx 

l301 ‘ IFW 

dx 


1302. 


1303. J 


(*■+ 1 )* ' 

X*— 2x2-\-2 

2x+2) 2 dX ' 


(**- 1 )* ' 

Hallar las integralcs siguientes, ompleando drvorsos procedi- 


jnientos: 



1305. \ 

; 15 dx 

1310*. 


1300. \ 

' _* 7 + j3 dx 

1311. 

\ x**-2x*+l ax ‘ 

1307. \ 

t 

’ x*—x + l4 , 

1312. 

\ (»-4)*(*-2) 

1308. ^ 

dx 

1313. 

) (x : < +1)* • 

1309. \ 

K 

' dx 

1314. 

\ x -J-4x* + 5x-2 ■ 


dx 


i *(*» + !) ‘ 

dx 


dx 


(x* + 2x + 2)(x 2 + 2x + 5) ' 
x*dx 


.|)10 ' 


dx 




( 1 ) 


§ 6. Integraclon de algunas funciones Irracionales 

1°. Integralcs del tipo 

donde H cs unit f unci on racionai y p t , q t , P 2 < • • • s0 n 

numoros enter os. 

Las integralcs del tipo (1) se ha 1 Ian valiendoso de la sustilucion 

ax + b - 
cx + d ~ ’ 

donde n es el minium coraun multiplo do los numoros q v q z , .. ■ 

Ejeraplo 1. Hallar 

f dx 


V 2x— 1 — y'2x — 1 
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Solucion. La suslitucidn 2x —l = z 4 reduce )a intogral a la fonna 

P _ dx _P 2z : > d?. _ P z 2 dz _ 

J V2x^i~ ' 32 — 1 J 2 — 1 

= 2 J (* + H- T J- i )d2 = ( l + l)a+21n|s-l| + C = 

= (l + */2^I) s -l-In 

Hallar las inlegralcs: 

.. <**•• 

s 


1315. 

13 16 . \ 

1317. J 

1318. J 

1319. J 

1320. J 


X 3 

— - dx. 

1321. 

v*- i 


x dx 

1322. 

f ax -f- 


dx 

1323. 

V* -l-i+V (*+i) 3 


dx 

1324. 

yi+fx 


V’—< 

fS+i 

1325. 


dx 


( 2 —x) y i—* 

I dx. 


y 


z+3 


x* V2* + 3 


: dx. 


yx+i+2 dx 
( X + 1)2_ Vx + l 


2 °. Integralcs dol tlpo 

s ^ 


rdXy 


y ax i +bx-\-c 

dondo P n (x) os un polinomio do grado n. 
Se supono quo 

f f,lW .-srfjr = Q n _i (I) ya * 2 + bx + c + \ J 


<ix 


■^ai 2 + &x + c 


( 2 ) 


(3) 


dondo Qn-i (x) es an polinomio dc grado (n— 1) con coeficientos in.deterrai- 

nados y X es un numero. _ 

Los cooficiontos del polinomio Q n _, (i) y cl numero A, se hallan aen- 
vando la identidad (3). 

E j e m p 1 o 2. 


,_ P dx 

= (Ax* + Dxi+Cx + D) V **+* + *• \ -y^yi 

De dondo 
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Multiplicando por yx 2 -+4 e igualando los coeficiontes de las potencias 
iguales de x, obtenemos: 

A = -~; B=0; C = ~j £> = 0; X=-2. 

Por consi guionte, 

J = V'Js+4~21n(x+y‘P+4)-|-C. 

3°. Integrates del tipo 




dx 


v (x — a) n "l/ax 2 -)-6x-J-c 

Se reducen al tipo de integrales (2) vali4ndose do la sustitucidn 

1 


(4) 


x—a 


■ t. 


Hallar las integrales: 

1326. \ *** 

J 1/ 2 a — X^-l 

1327. [ xB dr 


dx 


j yi—** 

1328. \ fL, dx. 
J Vl4-* a 


1329. \ -- - . 

J *5 y x s~ i 

1330. C - dx 

J (* 


1331 


(1 + 1)3 1/12+2! ' 
. C -dx. 

J lyjj-i+i 


yi+x 

4°. Integrales de las diferenciales binomias 
J x m (a+bx n )P dx, 


(5) 


donde m, a y p son nimeros racionales. 

Condi cionos do Chdbichev. La integral (5) puede expresarse 
por medio do una combinacidn finita de funciones elementales unicamente 
on I 03 tres casos que siguen: 

1) cuando p es numero entoro; 

2) cuando —i- es numero enlero. Aqui se emploa la sustitucidn 
a-+&* n = z s , donde s es el divisor de la fraccidn p\ 


3) cuando 


m -\-1 


titucion ax~ n +-<!> = **. 

Ejemplo 3. Hallar 


-p es numero entero. En este caso se emplea la sus- 


? Vi+y^x 
J V X 


dx — I. 


Solucidn. Aqui m = -l; n = -i; p = i- ; m ^~* = 
Por consiguiente, tenemos el 2) caso de integrabilidad. 


-Y+ 1 

l_ 

4 


i 2. 
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La sustitucion 

1 

nos da: x = (z 3 — i)*; dx = \2z*(z*—\'pdz. Por lo quo 

= 12 J (z«-z 3 )d2 = y S ?-3z4 + C, 

donde 



Z' 


Ha liar 

las integrates: 


1332. 

J x 3 (l + 2 x*)~*dx. 

1335. 

1333. 

? dx 

1336. 

i $T+x* 

1334. 

r dx _ 

1337. 

J x* yi+z* 


a/ 1+x® 
dx 


x*(2+x») 

dx 


5 * 
3 


( 1 ) 


l/x 3 / 1-f y''x 3 

§ 7. Integraclon de funciones frlgonometrlcas 

1°. Intograles del tipo 

^ sen” 1 x cos" xdx = J m , n> 

donde myn son ndmeros entoros. 

1) Cuando m = 2k-\-i es un ntimero iinpar y positivo, se supone 

I m , n = — \ sen 3 ' 1 x cos’* x d (cos x) = — ^ (1—cos 3 x) h cos'* x d (cos x). 

De forma anfiloga se procede cuando n es un numero impar positivo. 

B jem p 1 o 1. 

p (• sen 3 

\ sen 1 ® x cos 3 x dx = \ sen 1 ® x (1 — sen 3 x) d (sen x) = —^ 

2) Cuando myn son numeros pares y positivos, la expresidn subinte¬ 
gral (1) so transforms valiendose de las formulas: 

son 2 x = y (1 —cos2x), cos 2 x = y ( 1 +cos 2x), 


sen 11 x sen 13 x 


13 


fC. 


sen xcosx=—sen2x. 

id 



j at; 


Integral indefinida 


E j e m p 1 o 2. 

^ cos 2 3 x son 4 3 x dz = ^ (cos 3 xseu 3 x) 2 sen 2 3 xd* = 

f sen 2 6x 1 —cos Gx 1 (* , „ „ 

— \ —4-2- rlx= ~8 \ (sen 2 6a:—sen 2 fixcos 6x) dx = 


=4$ ( 


1 —cos 12x 

2 


-son 2 6a: cos 6* 


^ dz = 


1 / x sen 12x 1 


1 / x sen 

“T lT“ i 


24 


18 


sen 3 6x 


)+c. 


3 ) Cuando m=— p y «= — v son numeios entcros, negativos y paros 
del mismo orden, tenemos 

im. n = ? ~~r/ X — Z — “ ^ COS OC>* x Sfic v “ 2 x rf (tg x) = 

J sen^ x cos v x J 

JL v -2 £±Y_, 

==5 ( 1 + li^) 2 O+tgSsP^gx)^ d(tgx). 


A este caso se reducen, en particular, las integrates 


(t) 


dz 


(■+*) 


f rfx 1 

0 son* 1 * 2* 1-1 J sen*.!cos**' Jcos v x J seu vJ I + Jt_j 
E j e m p 1 o 3. 

\ sec 2 *tf(tgx) = jj (1-ftg 2 *) d(tgx) = Lgx+—tg3*+C. 

E j e m p 1 o 4. 

S=Sr-iS=f=|-TS^M*- 



(.+. e -f) a 


sec* 





Hg|]d(tg|.) = 



1 

2tg2 T 


f2 1n 



+ C. 
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4) Las integrates de la forma ^ tg m zdz^o J clg m xdxj, dondc m es 
un numero entoro y positive, sc caleulan valiendose do la formula 

tg 2 x = sec 2 z — 1 
(o de la corrcspondionte ctg 2 x = cosec 2 z —1). 

E j e m p 1 o 5. 


^ lg 4 zdz=^ tg 2 x (sec 2 x— 1) dx = ^ ^ tg 2 *dz-: 

= ^ ~y~— ^ (sec 2 z— l)fi 


tg 3 x 


-tgz+x + C. 


5) En ol caso general, las integrates Inun de la forma (t) so calculan 
por medio de formulas de reduction (formulas de recurrencia), (pie se deducen, 
ordinariamente, empleaado la integration por partes. 


E j e m p 1 o C. 

dx P sen 2 z-fcos 2 j ^ 
cos 3 ) cos 3 x 


\ 


sen x , , 

sun x - r .— dx J- 

cos* X 


\ 


dx 

cos x 


— sen x 


"2 cos 2 ; 


J_ f cosz P dx 

2 J cos 2 z J cosz 

sonz 


Hallar las integrates: 

1338. ^ cos* x dx. 

1339. J sen 5 a: da:. 

1340. ^ sen 2 a: cos 3 a: dx. 

1341. ^ seu 3 -|-cos S Ydx. 


1342. J 

1343. J 


dx. 


cos 6 x 
sen 3 x 

sen 4 x dx. 


1344. jj sen 2 xcos 2 x dx. 

1345. ^ sen 2 x cos* x dx. 

1346. cos°3xdx. 


2 cos* x 

,347. $ * 
1348. J 


■fyln| tgz + scczl + C. 


son 1 x * 
dx 


1349 




cos 6 x ' 
cos 3 x 


sen 6 z 


dx. 


1350. { ,/* . . 

J sen 2 x cos 4 x 

1351. [ 

1352. J 


dx 

son 6 x cos 3 x ' 
dx 

sen -i- cos 3 y 


sen 


1353. 

1354. J 


H-t) 

son z cos x 
dx 

son 6 x ’ 


dx. 
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1355. 

j sec 5 4xdx. 

1360. ^ 

x sen 2 x 1 dx. 

1356. 

^ tg 2 5 xdx. 

1361. $ 

COS* X J 

- r—dx. 

sen 4 x 

1357. 

^ ctg 3 xdx. 

1362. J 

sen b x \/ cos xdx. 

1358. 

^ ctg 4 xdx. 

1363. jj 

dx 

~\/ sen x cos 3 x 

1359. 

5 (tg s i+tg<|)d*. 

1364. J 

1 N 

2°. Integrates de las formas: \ 

sen mx cos nx dx, 



^ son mx son nx dx y ^ cos mx cos nx dx. 

En estos casos so emploan las formulas: 

1) sen mi cos nx = y [sen (m + n) x-fsen ( m—n) x]; 

2) senmx sen nx = y [cos (m— n) x — cos (»i + n) *1; 

3) cos mx cos nx =-r- [cos (m — n) x + cos (m-|-n) x). 

6 


E jomp lo 7. 


* (* 1 1 

^ sen 9x sen x dx = ^ y [cos 8x — cos lOx] dx = 

sen 8x — ^ sen lOx + C. 

Hallar las integrates: 


1365. 

^ sen 3x cos 5x dx. 1369. 

^ cos (ax-|-fc) cos (ax —b)dx. 

1366. 

^ sen 1Ox sen 15xdx. 1370. 

^ sen cof sen (u>t -f <p) dt. 

1367. 

^ cosycosydx. 1371. 

^ cos x cos 2 3x dx. 

1368. 

\ sen y cos-y- dx. 1372. 

^ sen x sen 2x sen 3x dx. 

3°. Intogralos de la forma 



R (sen x, cos x) dx, (2) 


donda R es una funcidn racional. 
1) Vaii6ndose de la sustitucidn 


do donde 


2 1 



1 — l 2 , 2dt 

1 _|_ 12 - dx - i + ja ’ 


sen x 


i + t* ' 


cosx 
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las integrates de la forma (2) se reducen a integrates de funciones rationa¬ 
les do la nueva variable t. 


E j e m p 1 o 8. Halter 


Si 


dx 


-f-sen i-j-cos x 


= /. 


Solucidn. Suponiendo tg-^- = t, tondremos: 


•/ = 


2 dl 

l + t* 


1 + 


2 1 


+ 


= l -Ffl = 1 n 1 1 + f 1 + C " 1 n 1 1 + tg y | + C • 


l + < 2 ' l + 12 
2) Si se verifies la identidad 

i? ( — sen i, —cos x) = R (sen x, cosi), 

para reducir la integral (2) a la forma racional so puedo emplear la susti- 
tucion tg id, 

En este caso, 

t 1 

sen x — — ; , cos x = — . - 

yi +35 yi+te 


x = arctgl, dx — 


dt 

1 + ** ' 


E j om p 1 o 9. Halter 


St 


dx 


-=/ 


(3) 


I + sen 2 x 

S o 1 u c i 6 n. Ponicndo 

t«*-*. sen2z =-q-^-’ dx== -^W' 

tendremos: 

, P dt P dt 1 P d{tV2) 

i ( 1+ 0.(l + _jL r ) 3 * + «* V2J i + UV2)' 

= ^«rctg (t V2)-|-C = ^arctg(y2 tg x) + C. 

Debe advertirse que la integral (3) se calcula in6s de prisa si ol nume- 
rador y el denominador de la fraction se dividen previamonto por cos 2 x. 

En algunos casos concretos os conveniente el empleo de procedimientos 
artificiales (vdase ol ejemplo N° 1379). 


Hallar las integrates: 

dx 


1373. J 

mi. \ 


3 + 5 cos x 

dx _ 

sen 2 +cos x 


1375. 


1 + cos X 

1376 r sen;E 


. P se 


sen x 


dx. 

dx. 
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1377. \ ^—-. 

j 8—4 sen x +7 cos x 

4 070 f _rfj_ 

J cos x+2 sen x + 3 

1379**. [ *™ nx -'-l cosx dz. 
j 2 sen x -f 3 cos x 


; sen z 4 - 3 cos x 


1384* [ _ dx 

j scn 2 x — 5 sen zcos x ' 

1385. \ dx. 

J (1 — COS X)* 

1386. \ —f p . 2 1- dx. 

J l + son 2 x 


1380. \ dx. 

1381*. [ , , dx , 

3 14-3cos a z 

1382*. \ -^ 

J 3son 2 x+ 

‘ 383 *. 


dx 

-{-3cos a x ' 
dx 

} son 2 x -f-5 cos 2 x 


sen!x-t-38enaco3 x— cos**' 


1387. [ - . co * 2x . dx. 

j cos 4 x son 4 x 

1388. \ — ■ c0 . sx - 

j sen 2 x—6 sen x+ 5 

1389*. t ^- % -— 

J (2 —sen x) (3—sen x 

1390*. [ + 

J 1+senz — cosx 


sen 2 x—(5 sen x -|- 5 

? _ dx 

J (2 — sen x) {3—sen x) ' 


§ 8. Integration de funclones hlperbollcas 

La inlegraci<5n de las funcioncs hiperbdlicas es coaiplctamente anniogu 
a la inlegracion do las funcioncs trigonoraotricas. 

Doben rocordarso las siguienles formulas principales: 


Doben rocordarso las siguienles 
1) ch a x— sh a x = l; 

2 sh a x = (ch 2x — 1); 

3) ch a x=i-(ch2x+l); 

1 

4) sh x ch x =~ sh 2x. 

E j ern p 1 o 1. Hallar 


ch 2 x dx. 


S 0 1 u c i 6 n. Tonomos: 


^ ch a xdx = ^ 2*-|-l) dx = -i-sh2z + 4■ ;E ^' < '• 


E j e m p 1 o 2. Iiallar 


S 0 1 u c i 6 n Tor.omos: 


ch 3 x dx. 


^ ch 3 xdx= ^ ch 2 xd (shx)= ^ (l + sh a x) d (sh x) = sh 7r-4‘C- 
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Hallar 

las integrales: 



1391. 1 

^ sh 3 x dx. 

1397. 

J th 3 xdx. 

1392. 

^ ch 4 x dx. 

1398. 

^ cth 4 x dx. 

1393. ' 

a 

^ sh 3 a;ch x dx. 

1399. 

P dx 

0 sh 2 x + ch 2 x ‘ 

1394. 

J .sh a xch 2 xrfa:. 

1400. 

P dx 

j 2 sh x + 3 ch x 

1395. 1 
• 

’ dx 

1401. 1 

’ dx 

) sh x ch 2 x ' 

) th x — 1 • 

1396. 1 

a 

\ dx 

1402. ' 

a 

’ sh x dx 

) sh 2 x ch 2 x ‘ 

J ~[/ch 2x 


§ 9. Empleo de sustltuclones trlgonometrlcas e htperbollcas para el calculo 
de integrals de la forma 

R (x, \ / ax i -\-bz-\-c) dx, (1) 

dondo R os una fun cion racional. 

''>■ Transformando cl trinomio do segundo grado ai 2 + £>x + c on una suma 
o rcsta de cuadrados, rcducimos la integral (1) a una de las integrates de 
las formas siguientes: 

1) J R (z, dz- 

2) ^ R (z, ymt+z*) dr, 

3) ^ R(z, dz. 

Eslas ultimas integrales so resudvon valicndose, respcctivamente, de 
las sustitucionos: 

1) z = m sen t o z = «th«, 

2) z=m tgt o z=msh t, 

3) z = m sec t o z = m ch t. 

Ejemplo 1. Ha liar 


J <1 + 1)2 l/x*+2x + 2 
So I u cion. Tonemos: 


x 2 + 2x+2 = <* + l) 2 +l. 

Pongainos £ + l = tg t, en cuyo caso dx = see 2 t dt y 

r __ F_ dx _P sec 2 t dt _ P cos t 

~ J <i+l)3 -[/(x- (-1)2 + 1 ~ J tg 2 tscct~ ) sen 2 i dt = 


-C= 


Vz2 + 2x+2 

z + 1 


-C. 


sen t 
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E j e ra p 1 o 2. Hallar 

^ * "l/* a 4-*4-l dx=I. 

S o 1 u c i 6 n. Tenemos: 

Poniendo 

= h« y di = Jpcht<lt, 

obtendremos: 

= —^ sh t ch 2 tdt —jj- ^ ch 3 t dt = 

-m S - S T £ -T(T*^«+rO+ c - 

Como 

,h, "-jM‘ + -B’ oh,_ Vi v * a+I+ ' 

y _ 

t = ln (z+y+l/x 2 + x-t-l^+]n^- 7 |, 
defiDitivamente, tendremos: 


4(-+*+'> 2 -t(*+t) 

V**+*+t- 

— 




-*■ 

n (* + 

y+V* , + * + 1 

Hallar las integrals: 


f% 


1403. 

^ y 3-2x—x a dx. 

1409. 


2 ~6x —7 dx. 

1404. 

J V2 + x s dx. 

1410. 

$<*■ 

_3_ 

+ x+ 1) 2 dx. 

i /,rm 

r * 8 a~ 

1411. 

r 

dx 

1 *lw» 

0 V9+x 2 


) (X- 

-l)y* 2 -3s+-2 

1406. 

^ yx a -2x + 2dx. 

1412. 

f- 

dx 

3 • 




J <* 2 - 

-2x + 5) 2 

1407. 

J ]^x 2 -4dx. 

1413. 

Ssr 

dx 

x 2 ) yi—x 2 

1408. 

^ ]/ x 2 + x dx. 

1414. 

S^Z 

dx 

x 2 ) yi+»* 
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§ 10. Integraclon de dlversas funciones transcendentes 


Hallar las integrates: 



1415. 

^ (x 2 + l) 2 e 2;£ tfx. 

1421. 

r dx 

i t* x -\- e x -2 ' 

1416. 

^ x 2 cos 2 3x dx. 

1422. 

f dx 

J y e w*-f«x+i 

1417. 

jj xsenx cos2x dx. 

1423. 

S lMn S d x. 

1418. 

^ e 2X sen 2 xdx. 

1424. 

^ In 2 (x + y 1 + x 2 ) dx. 

1419. 

^ e*senxsen3xdx. 

1425. 

^ xarccos(5x — 2) dx. 

1420. 

C xe x cosxdx. 

1426. 

^ sen x sh x dx. 


§ 11. Empleo de las formulas de reducclon 

1427. hallar /, e /,. 

1428. /„ = J sen n xdx; hallar I k e I s . 

1429. /*= jj ; hallar / 3 e /,. 

1430. /„ = ^ x n e~ x dx; hallar / 10 . 


§ 12. Integraclon de distintas funciones 


1431. J 

dx 

1437. 

i 2x 2 —4x + 9 • 

1432. ' 

i z ” 5 

1438. 

1 x2_2x+2- ' 1 

1433. | 

’ xi d x 

1439. 

| x2 + x + i- 

1434. \ 
% 

* dx 

1440. 

\ x(x2-f-5) ‘ 


1435. ( 

c 

1 dx 

1441. 

1 (x + 2) 2 (x + 3)2 • 

1436. \ 

L 

’ dx 

1442. 

| (* + 1)2 (*2 + 1) • 


S 

s 

s 

s 

s 

$ 


dx 

(**+2> a • 
dx 

x 1 — 2 *a + l ' 

x dx 

(x 2 — *4-1)8 • 


3 —4x 

(1 — 2 V ^) 2 


rfx. 




dx 

‘ j /*2 + x +1 
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Ax 


c rz+r*)'' 

2 z + l 

l/(4z 2 -2z + l) 3 
dx 


1443. \ { ~^ x ~dx. 

J 1/ lx 

1444. J 

1445. J 
144G. J 
1M7. J 

1448. J 

1449. J 

1450. f 


dx. 


ys-z+ys-* 

,r2 


V(Z» —l) 3 
x dx 


dx. 


(1 + **) Vi-* 4 

x dx 

y'l-2x 2 -z 4 ‘ 


2 + 1 


(** + !> 


1451*. \ 

ci 

1452. J 

1453. $ 

1454. J 

1455. \ 

1456. ^ 

d 

1457. J 
!458. J 
1459.2 $ 

1460. \ 


3_ 

Z 

dx 


dx. 


(**+4z) 1/4—z* 
y x 2 — 9dz. 


y X — 4x 2 dx. 
dx 


x y *«+*+i 

x yx 2 + 2x + 2 dx. 


dx 


z* 'l/x 2 —1 
dx 


x 1/1 —Z 3 
Ax 

rwz' 


i)Z 


f r l+** 

cos 4 x dx. 


dx. 


1461. 

1462. 

1463. 

1464. 

1465. 

1466. 

1467. 

1468. 

1469. 

1470. 

1471. 

1472. 

1473. 

1474. 

1475. 

1476. 

1477. 

1478. 


<iz 


coszsen 6 z 

1 + Vct^ 
sen 2 z 

scn 3 z 


|W z 


dx. 


cosec 6 5x dx. 

sen 2 z . 

—dx. 


s 

$ 

5 sm (■?—*) >< 

X sen (-y + z) dx. 

S*(t+tK 

? dx 

J 2sonz + 3cosx —5 ' 

? _ dx 

\ W 


« *. + 3 cos 2 z ' 
dx 


\ 


cos 2 x + 2 sen z cos x + 
+ 2 sen 2 z 
dx 


sen z son 2z ' 
dx 


(2+cos z) (3 +cos z) ' 


sec 2 z 


Vtg»*+4 tg 2 + 1 


dx. 


cos ax 


[ _ 

2 l/a 2 + sen 2 ax 

e z Ax 

) cos 2 3z * 

^ x sen 2 x dx. 

$ xV= 8 dx. 

^ xe v dx. 


dx. 
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1479. 

1480. 

1481. 
1482 

1483. 

1484. 

1485. 

1486. 

1487. 

1488. 

1489. 


1490. 

1491. 

1492. 

1493. 

1494. 

1495. 

1496. 

1497. 

1498. 

1499. 

1500. 




dx. 


J <** + !> 4 

J (x*— 1) 10'** dx. 

J VF+T dx. 

™ { f x dx. 

X 2 

\ x a arcsen dx. 

^ cos{lnx)dx. 

\ (x 2 — 3x) sen 5x dx. 
^ x arctg (2x + 3) dx. 
^ arcsen y~x dx. 
\\x\dx. 


^ x 2 In — x dx. 

I 


a-arctg a 

yr+r» x * 

son 2 y cos — dx. 

dx _ 

(sen ar + cos i)* ' 
_ dx _ 

(tgx+1) sen 2 * 

^ sh x ch x dx. 

ah ] /7 Z i dx. 

l/l— X 

sh x ch x 
sh 2 x ch 2 x 
x 

sh 2 * 
dx 


\ 


dx. 


dx. 


c* x —2e x ’ 

e x 

e* x —Ge x + !3 


dx. 


t 0—1016 


CapiluLo V 

INTEGRAL DEFINIDA 


§ 1. La Integral definida como ll'mlte de una suma 

1 °. Suma integral. Sea f (x) una funcion definida cn ol segmento 
a^x-^b y a = 2 0 < 2 1 <....<x n = f» una division arbilraria de esto seg- 
mento cu n paries (fig. 37). La suina do la forma 

n— 1 

s n = y, nit)**!, (i) 

i=U 

donde Zi<§iOi+i» Ax l = x i+i —x t \ 

1=0. 1, 2, ... (ft— 1), 

recibe e) nombre de suma integral de la funcion I (x) en [a, 6|. S n ropro- 
senta geometricamente la suma alg6brica do las areas de los correspondion- 
tes paralelogramos (veaso la iig. 37). 



2 a . Integral definida. El limito do la suma S n , cuando el 
numero n do divisiones tionde al infinilo y la mayor de las diferencias &x t 
tiende a cero, so llama integral definida do la funcion / (x) ontro los limites 
x=a y x = b, os deeir, 

n—1 h 

lim /(6i)Az,= \ Hx)dx. (2) 

infix. Ax,--*0 . J 

‘ i=0 a 

Si la funcidn / (x) es continua on fa, 6J, tambien sera integrable cn fa, i], 
os deeir, ol Hmite (2) existo, independientemente del rnetodo que se emplee 
para dividir el segmento de integracion [a, 6] en segmenlos parciales y de 
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la eleccion do los puntos gj dcntro de dichos sogmentos. La integral (2), 
dofinida geomelriramcnte, cs dc por si la suma algdbrica de ias areas de 
las figuras quo fonnan el trapecio mixtilinco aABb, on cl que las areas 
do las partes situadas sobre el eje OX se toman con signo positivo, mienlras 
que las dreas de las partes que se cncuentran bajo el eje OX so toman con 
signo negativo (vdase la fig. 37). 




La dofinicion de la suma integral y de la integral definida so genora- 
lizan, naturalmente, al caso cuando a >6. 

Ejemplo 1. Formar la suma intogral S n para la funcidn 

/(*)-!+* 


en el segmento (1, 10 ], dividiondo este intervalo on n partes iguales y 
eligiendo los puntos de forma quo coincidan con los extrpmos izquierdos 
de los segmentos parciales l*j, z j+ ,]. eA qu6 cs igual el lim S n 7 

twO 

_1 0 Qi 

Solucidn. Aquf Az f = —-—= — y | I =ij = i 0 + iAzj = l-f--^-. 

Do donde / (gj) = 1-f-1-f-^-= • For consiguienle (fig. 38), 

/(6.)Ax,-2 ( 2 +^)t=£"+^<°+ 1 +---+' 1 ~ 1 '= 

i=0 i=0 


= 18 


81 n (n — 1) 
b* 2 




81 

2 n ’ 


lira = 58-1. 

n—co ^ 


Ejemplo 2. Hallar e? area del triangulo mixtilinco, limitado por el 
arco de la parabola y = z 2 , cl eje OX y la vertical x = a (a> 0). 

S o l u c i 6 n. Dividiraos la base a en n partes iguales Az = — . Eligien- 

fl 

do el valor de la funcidn en cl comienzo de cada segmonto, tendremos: 




10 * 
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El area de los rectangulos inscritos se calcula multi pi icando cada y\ por 
la baso Aa: = -^- (fig. 39). Sumando, obtenemos el drea de la figura esca- 
lonada 




Utilizando la formula de la suma do los cuadrados de los numeros enteros 
^ ;-■> » (n + 1) (2« + l) 
a=i 


hallamos 




a 3 (n— 1) n (2n — 1) 




do dondo, pasando al limite, obtenemos: 


lim S n 


■■ lim 


a 3 (/! — l)n (2/1—1) 
(in 3 


a 3 

T * 


Calcular las integrales definidas siguiontes, considerandoias como 
limitos de las corrospondiontcs sumas integrales. 




l 

1501. C dx. 

1503. 

? x 2 dx. 

J 

a 


J 

-2 

T 


10 

1502. \(vo + gO<^> 

0 

1504. 

\ 2 X dx. 

i>.y r son constantes. 

1505*. 

5 

e 


\ x s dx. 

1 


1506*. Hallar el area del trapecio mixtilineo, limitado por la 
hiperbola 



el eje OX y las dos ordenadas: x = a y x<=b (0 < a < 5). 
1507. Hallar 

X 

f» 

/ (x) = \ sen t dt. 
o 
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§ 2. Calculo de las Integrals definldas por medio de Indeflnldas 

1°. Integral definida con el Ifmite superior varia¬ 
ble. Si la funcion /(£) es continua en el segmento [a, 6J,_la funcion 

X 

*<*>-$/<«>* 1 

a i 

es una funcion primitiva de / (a), es deeir, 

/■'(x) = /(z) para a<x<6. 


2°. F 6 r m u 1 a de New to n-L e i b n i z. Si P' (x)=f (x), se tiene, 

b 

l H*)dx=F(z)^=F{b)-F(a). 


La funcion primitiva F (x) se calcula hallando la integral indofinida 

J n*)dx~F(x)+C. 

Ejemplo 1. Hallar fa integral 

\ Xidl - 


-l 


So 


o 

P x* |3 

lucion. \ x*dx=-g- — 
-1 


**| 3 3» (- 1)* /Q 4 

5 5 — 5 ‘ 


1508- Sea 


Hallar: 




u *L. 2 \ *L 

da ’ db ' 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 

* ** 

1509. F{x)= Jin/* (x>0). 1511. F(x)= J e-^dt. 


Vi 


1510 


. F(x)= J yi + t*dt. 1512. /= Jcos(/*)* (*>0). 


X 
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1513. Hallar los puntos extremes de la funcion 


11 = ^ dt on cl campo x z> 0. 


Ulilizaiido la formula do Nowlon-Leibniz, hallar las siguient.es 
integrates: 

1 X 


1514. 

0 

1516. \ e'd*. 

w 

— * 

-1 

X 

1515. \ f. 

1517. ^ cos id*. 

-2 

0 

Valiendosc de las integrales definidas, hallar 

sumas: 


1518- lim(J r +^ r +.. 

n-*oo * 

■+V+ 

1519** lim ( 1 - 1 1 

+ I M 


- 1 n + n j • 

1520. ii m 1 ” +2 ”+,;- + ' 1 ’’ 

n-*c© 

(P>0). 


Calcular las integrales: 

2 

1521. J (x*-2x+Z)dx. 


1522. \(Y2x + Vx)dx. 


1527. 

1528. J 


-1 

1 


1523. J 


1 + Vg 


dy. 


1529. ^ 


1524. 

2 

1525. f /*- -. 

.1 1/25+3* 

1526. ( 3^. 

-2 


1530 


xdx 

* 2 + 3*+2 ■ 

7+2' 

dx 

x 2 +4x + 5' 
dx 

3x+2 * 




1531 


• W 


o 

« 

4 


+ 1 


dz. 


1532. sec 2 a da. 


6 
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V 2 
2 


1533. ^ 


da; 


0 

3, 5 


153<i. 


1535. 


j/l—** ' 

_ dx _ 

l l/5 + 4x-** ‘ 


>V+4 ' 

1536. jj cos 2 a da. 


JL 

i 


JT 

2' 


1537. 


1538 


| sen 3 9 


d9. 


38. 

J ilm 
c 

1539. ? 


Jt 

4 


1540. 


s * 


x dx. 


ji 

4 


n 

3 


1541. ^ ctg*9rf9. 

n 

6 

j-rp--* 


1542. 


1543. \ ch xdx. 


in s 


1544 


• s. 


dx 


ch 8 x 
In 2 

71 

1545. |jsh s xd;r. 


§ 3. Integrates Impropias 

1°. Integrales de las funcionos no acolndas. Si unn 

funcion / (x) no esta acotada en ningun enlorno del punto c, del segmenlo 

[a, b I, y es continua cuando a-^a:<c yc<x<6, de acucrdo con la dcfi- 
nicion se supone: 

b c—e b 

\ / (r) dx = lim ^ j (x)dx-\-Y\m ? j(x)dx. (1) 

J G-.0 J T1-.0 J 

a a «+n 

Si oxisten y son finitos los limites del segundo miembro de la igualdad (1), 
la integral impropia recibe el nombre de convergente. en cl raso contrario 
sera dlvergente. Cuando c = a o c = b, la determinacion se simplifica do la 
forma correspondicnto. 

Si existe una funcion F (x), continua on ol sogmento la, b] tal, que 
F'(x) = /(x) para x =^= c (primitiva generalizada), se tiene, 

a 

\ / (x) dx = F (6) — F (a), 
n 


(2) 
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ft 

Si | / (*) | < F (x) para a < x < b y ^ F (x) dx converge, la integral (1) 

a 

tambion converge (criteria de com pa radon). 

Si f(x)^0 y lira {/ (x) | c — x} m } = A co, A =f= 0, es decir, /(x)~ 

X-rt 

A 

cuando x — > c, tendremos que: 1) si m<l, la integral (1) es 

convergonle, 2) si 1, la integral (1) es divergente. 

2°. Integra lea con limiles infinitos. Si la funcidn / (x) 
es continue para a < x < co, so supone quo 

OO J) 

^ /(x)dx=lim ^ j (x) dx (3) 

a a 


y segiin que exista o no exista limite finito del segundo miembro de la 
igualdad (3), la integral correspondsle recibird el nombre do convergente 
o de dlvergente. 

Analogamente 

b b oo ~ b 

^ f(x)dx = lim ^ f(x)dx y \ j(x)dx= lim \ / (x) dx. 

J a-»—•*> J •! a-»~00 « 

-« a 6-*-foo a 


OO 

Si | /(*)|< /■ (x) y la integral \ F(x)dx converge, la integral (3) tam- 

o 

bidn convergers. 

Si l(x)> 0 y lim {/ (x) r" 1 } = A =f* oo, >1 0, es decir, / (*) ~ -4 cuando 

X -.00 x 

*—>co, tendremos nuo; 1) 3i m>l, la integral (3) es convergento, 2) si 
m<l, la integral (3) es divergent©. 

Ejemplo 1. 


t 



-l 


lim 

e-0 






—i 


) + lim ( —-1 

/ 1H-0 V »} 



la integral cs divergento. 
Ejemplo 2. 


dx 

1+x a 


lim 


5 


o 


dx 

1 + x* 


lim (arctgfc—arctg 0) 

//—♦CO 


n 

T‘ 


Ejemplo 3. Invostigar la convergencia do la integral de Eulcr-Polsson 


l 


e~*dx. 


(4) 
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Solucidn. Se tiene, 

oo 1 oo 



La priraera de la3 dos integrales del seguudo mierabro no ©s impropia 

.—*3 


y la segunda e3 convergente, ya quo e * -< e~ x para y 


oo » 

C e~ x dx = lim ^ 
J b-*oa 


e~ x dx= lim ( —e- b + e _1 ) = e -1 ; 

6->oo 


por consiguiento, la integral (4) es convergent©. 

E j e m p 1 o 4. Investigar si es convergente la integral 


OO 



(5) 


Sol uc ion. Cuando *—>+co, tenomos: 


V* 3 + l j/x3(H~l.) *2 |/h~T 


1 

T 

x? 


Como la integral 


oo 



es convorgonto, nuestra integral (5) tambidn lo es. 

E join p lo 5. Investigar si es convergente la integral eliptica 

1 

t ^ x 

i ~\/i — x* 


( 6 ) 


Solucidn. E! punto de discontinuidad de la funcidn subintegral es: 
gsai, Aplicando la formula de Lagrange a la diferencia l—x* = (i — x)x 
X(l-fx) (l+* a ),. obtenemos: 


1_ 1 

yv^x* = V{i-i)-4rj 


i 

i 

(i—*)* 





donde Por consiguiente, cuando x—>l, tendremos 


1 _ 
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Como la integral 




dx 


es convergent^ la integral dada (6) lamliien convorgora. 

Calcular las siguientes integrates impropias (o determinar su 
divergencia): 


1546 


? dx 

•I X 


1547. 

-1 

««■ 

0 

* 549 - 5 ' 

0 

1550. \-£—. 

} VT=3« 


1552. 

1553. 

1554. 

1555. 

1556. 


1557 


-S 

f ... . dx 

x In x 


1558. J 

0 

00 

1559. J 


1560 


•s 


dx 

x In 3 x 

dx 

xlnx 

dx 

x ln 3 x 


(«><)• 

(fl>l). 


00 

1561. 

J * • 

1 


00 

S*- 

1 

1562. 

00 

$s- 

1563. 

00 

\* dx 

J l+* a • 

—00 

1564. 

00 

P dx 

i x 3 +4x + 9 * 

— OO 

1565. 

OO 


[ sen xdx. 

1566. 


Jt 

2 


(lc> 0). 


0 




* 3 + l 
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Averiguar si son convergentes las integrales: 
too i 


1567. 

f dx 

1571 t 

j} ' 

1571 • ) y-ra • 



2 

1568. 

P dx 

1572. ? *L.. 

\ 2x + fx*+l+5 

.1 In i 

1 


CO 

OO 

1569. 

f _** 

157S ? scnz dr 


\ ~n t/J-- 

n 

2 

1570. 

ji 2 + V**+l 

oo 

P x dx 

} ,vw ' 

1574*. 

. Demostrar quo la 

integral de Euler, de 


(funcion beta) 


i 

B (p, ?)= \ x*' 1 (1 — x) q ~ l dx 
o 


es convergente cuando p> 0 y q>0. 

1575** Deraostrar, que la integral de Euler, do 2 
(funcidn gamma) 

CO 

r (p) - J dx 

es convergente cuando p>0. 


§ 4. Cambio de variable en la integral definida 

Si la funcion / (x) es continua en el segmento y 

una funcion continua conjuntainente con su dortvada <p' { t ), en e 
«•<<<.?, donde a = q>(a) y 6 = <p(P), y la funcion / J<p (1)1 * 
y continua en el segmonto tenemos 

b 

^ f(x)dx =^ / Iq) (01 <P' (*) dt. 
a a 

E j e m p 1 o 1. Hallar 
a 

^ x* Vfl2 — x*<Tx (a > 0). 
o 


3 especie 


* especie, 


i=<p (0 es 
1 segmento 
ss definida 
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S o l u c i 6 n. Hagamos 


x = a sen t; 
dx = aco9 t dt. 


En este caso, t = arcson — y, por consiguioute, se puede tomar a = 

= arcsen 0=0, P = arcsen 1 = -^-. Por lo cual, tendremos: 

n 

2 

i 2 ~\/a* — x 2 dx = \ a 2 sen 2 t~\/ a 2 — a 2 sen* ( a cos tdt = 

b 

n n it 

2 2 ' 2 * 

= a 4 ^ sen 2 1 cos 2 t dt = ™ ^ sen 2 2«di = y ^ (i— cos4*)df=> 




1576. iSe puede calcular la integral 

2 

^ 1 — x- dx 

valiendose de la sustitucion x = cos /? 

Transformar las siguicntes integrales dcfinidas valiendose de 
las suslitucionos que se indican: 

4 

3 _ T 

1577. \ Vx + ldx, x=2t-l. 1579. \ — , x = sh«. 

\ •} VWl 


1 2 

1578. ^ ^ , z = sent. 1580. ^f(z)dz, x = arctg t. 


1581. Para la integral 


\f(z)dx (6>a) 


indicar una sustitucion lineal entera 

z = at -f- p, 
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que de por resultado quo los lamites de integracion se hagan 
respectivamente iguales a 0 y 1. 

Utilizando las sustituciones que se iridican, calcular las siguientes 
integral es: 

4 

1582. \ —2L* x=t*. 

I 1+ V* 

29 

1583. \ dx, x — 2 = z 8 . 

\ (*— 2)* /s +3 

In 2 

1584. J Ye x —\ dx, e x — 1 = z*. 


SI 

1585. J 


dt 


3 + 2 cost’ 


n 

5 


1586. 


dx 


1 + o 2 son* x ' 


tg-p-=z. 


tgl = /. 


Valiendose de sustituciones adecuadas, calcular las integrales 


1587. \ Vl ~ x8 dx. 

f 2 


Jn 5 


2 

1588. jj 


V**—t 


dx. 


Calcular las integrales: 
1591. f 


dx 


1592. J 


1589 - 5 
0 

1590. \ - dx . -. 

J 2*+l/3* + l 

O 

1593. ^ Yax —x 1 dx. 


o 

2 n 




-i 


S • 

o 


1595. Deinostrar, que si /(x) es una funci6n par, 
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Si, por el contrario, f (x) es una funcion impar, 



dx — 0. 


1590. Demostrar, que 


CO CO CO 

^ e~ x3 dx = 2 ^ e~ xt dx = ^ =- dx. 


1597. Demostrar, que 
i 


dx 


arcco sx 


\ 


sen* 


dx. 


1598. Demostrar, que 
n 
2 

^ / (sen x) dx = ^ / (cos x) dx. 


7t 

2 


§ 5. Integracion por partes 


Si las funcionos u(x) y v(x) tienen derivadas continuas en el 
segmento [a, 6], se tiene, 



b 

'6 

b 




^ u (x) v' (x) dx — u (x) v 

(*)|“ 

\ 

v (x) u.' (x) dx. 

(1) 


a 

a 

a 



Calcular 

las siguienles integrates, 

empleando la formula de inte- 

gracion por partes: 






71 

2 


oo 



1599. 

\ xcos xdx. 

1603. 

\ 

xe~ x dx. 



• 1 

0 


0 



1600. 

c 

^ In xdx. 
i 

i 

1604. 

03 

e~ ax cos bx dx 

(a > 0). 



CO 



1601. 

\ x 3 e ax dx. 

1605. 

s 

e~ ax sen bx dx 

(a>0). 


0 


0 




St 





1602. 

^ e x sen x dx. 






o 
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1606**. Demostrar, que para la funcion gamma (veaso el N° 
1575) es valida la formula de reduccion: 

r(p + l) = pr (p) (p> 0). 

Deducir de esto, que 1’(ra + 1) =ra!, si n es numero natural. 

1607. Demostrar, que para la integral 


n 

2 


n 

2 


in — jj sen n xdx= ^ cos n xdx 
es valida la formula de reduccion 


n — 1 


In- 2 - 


Hallar J n , si n es un numero natural. Utilizando la formula 
oblenida, calcular / 9 y J 10 . 

1608. Calcular la integral siguiente (vease el N° 1574), ern- 
pleando roiteradamente la integracion por partes 

i 

fi(p, <?)=$ 
o 

donde p y q son numcros enteros y positivos. 

1609*. Expresar por medio de B (funcion beta) la integral 

n 

2 

I m ,n — ^ scn"‘xcos n x</x, 
o 

si m y n son numeros enteros no negativos. 


§ 6. Teorema del valor medio 

1°. Acotacion de las integrates. Si f (x)-^F (x) para 
a-^x^b, se tiene 


5 /(*)<**< 5 F(z)dx. 


( 1 ) 


Si f(x) y q)(a) son eontinuas para a<x<i> y, adomas, <p (x) > 0, se tionc. 


j) 9 (x) dx < \ f (x) 9 (x) dx < M 9 (x) dx, 


( 2 ). 
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donde m es el valor minirao absoluto y M el valor roaximo absoluto de la 
funcion I (x) en el segmento [a, 6j. 

En particular, ai <j> ( x ) = 1, se tiene 

b 

m (b - a) < J / (x) dx < Al[(b -a). (3) 

a 

Las desigualdades (2) y (3) se pueden sustituir respectivamente por sus 
equivalentes igualdades: 

b b 

^ /(*)<P(*) rfl = /( c > ^ tp (x)dx 
a a 

y 

6 

5 /(*)d*=/(g)(6-«), 

a 

donde c y £ son ndmeros quo se cncuontran entre a y b. 

Ejomplo 1. Acotar la integral 

ft 

1—^ |/l+|senSxdx. 
o 

Sol ucion. Como 0<sen a z<l, tendremos: 

T <I< T V~T' 

es decir, 

1,57 < /< 1,91. _ 

2°. Valor medio de la funcidn. El numero 

b 

V~J=z\l(x)dx, 

a 

se llama valor medio de la funcion / (a) on el segmento 

1610*. Determiner el signo de las integrales siguientes sin 
calcularlas: 

2 2a 

sen x , 

- dx. 

X 

n 

b) ^ x cos x dx; 
o 


a) ^ x 3 dx; 
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1611. Determinar (sin calcularlas) cual de las siguientes into- 
grales es mayor: 


i ■ 

a) \ + X s dx o ^ x dx; 


b) \ x 2 sen a xdx o \ a: sen 3 a: da:; 


£• *4 

c) ^ e xi dx o ^ e* dx. 


Hallar los valores medios de las siguientes funciones en los seg- 
rnentos que se indican: 

1612. /(x) = x«, 0< x< 1. 

1613. f (x)c=a + bcosx, — n<x<Jt. 

1614. /(a:) =• sen 3 x, 0<x<n. 

1615. / (a:) = sen 4 x, 0<x<n. 


1616. Demostrar, que la ^ 


esta comprendida entre 


/rr-, -o ~ ~-~ 

J V 2 + r-i 8 

•^-»0,67 y -~r m 0,70. Hallar el valor exacto de esta integral. 
Acotar las integrates: 


1617. ^ /4 + x 3 dx. 


1620*. \ x y tg x dx. 


,618 - + i 

-1 


dx 

10 + 3 cos x ' 


1622. Integrando por partes, demostrar que 
200ji 

A _ \ COS X j _ 1 

°< \ ^- dz< TooT* 

100n 


11-1016 
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§ 7. Areas de las flguras planes 

l c . El 6 rea en coordonadas cartesian as. Si una curva 
continua se da en coordenadas cartcsianas por la ecuaei 6 n yr=f(x) |/ (j)> 0], 
el area del trapecio mixtilmeo, limitado por dicha curva, por dos verticales 
on los punlos x = a y 1 = 6 y por ol segmento del eje de abscisas 
(fig. 40), se determina por la formula 

6 

S=^f(x)dx. (1) 

a 

Ejemplo i. Calcular el area do la figura limitada por ja parabola 
= , por las rectas x — 1 y * = 3 y por el ejc de abscisas (fig. 41). 



F i g. 40 F i g. 41 


Solucion. El area quo se busca se express con la integral 

f -f 4*—4- 

i 

Ejemplo 2. Calcular el area de la figura limitada por la curva 
z=2 —y — p a y el eje de ordenadas (fig. 42). 

Solucion. En osto caso eslan cambiados los ejes de coordenadas y, 
por consiguionto, el Area quo se busca se express con la integral 

t 

$ (2—y — y 2 ) dp=4-^-, 

-X 

dondo los limites de integracion Pi =—2 e f* 2 =l son las ordenadas de los 
puntos de interseccion do la curva dada con cl oje de ordenadas. 

En un caso mas general, cuando el area £ de la figura esta limitada 
por dos curvas continuas y — fi{x) e p = / 2 (x) y por dos verticales x = a 
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y x = b, donde fi(x)^.f z (x) para o<i<6 (fig. 43), tendremos: 

b 

S=l [/,(*)-/,( 2 ) 

a 

Ejomplo. 3. Calcular el drea S de la figura plana comprendida 
entre las curves 

y = 2 — x 2 e y 3 = z* (3) 

(fig. 44). 

S o 1 u c i 6 n. Resolviendo simultdneamente el sistomn de ocuaciones (3), 
hallamos los Ifmites de integracion: x t — —1 y x z — i. Do acuerdo con la 
formula (2), obtencmos: 



Si la curva sc da por ccuaciones cn forma paramdtrica, z = <p (/), y = ij>(t), 
el drea del trapecio mixtilineo, limitado por esta curva, por dos vorticales, 



F i g. 42 F i g. 43 


a; = a y i = 6 respectivamente, y por el segmento del eje OX , se expresard por 
la integral 

la 

5 = jj 

donde t t y t 2 se determinao de las ecuaciones 

o = <p(t,) y & = <p(t 2 ) J^(t)>'0 en ol segmento [t„ tj]. 

Ejemplo 4. Hallar ol drea de la elipse S (fig. 45), utilizando sns 
ccuaciones paramdtricas 

{ x = a cos i, 
y = b sen t. 

Soluci6n. En virtud de la simetria sera suficiente calcular el drea 
de una cuarta parte y, despues, cuadruplicar el resultado. Poniendo en !a 

11 * 
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ecuacion z = a cos t primcro z = 0 y despues x — a, oblendremos los 1 unites 
de integracion: i, = — y t 2 = 0. Por Lo que 

n 

0 2 

-^-5= ^6 sen a (—sen f) dt = ab ^ sen 2 t dt = 

n. 0 

2 

y, por consiguionte, S = nab. 

2°. El area en coordcnadas polares. Si la curva continua 
so da en coordenadas polares por una ecuacion r = /(<p), el Area del sector 



F i g. 44 F 1 g. 45 

AOB (fig. 46), limitado por ol arco de la curva y los dos radios polares 
OA y OB, correspondientos a los valores <Pi=ct y <p^ = P, se express por la 
integral 

P 

5 = 4 $ r/ <q»l 8 

a 

Ejemplo 5. Hallar el area de la figura limitada por la leraniscata 
de Bernoulli r a = a 2 cos2<p {fig. 47). 



F i g. 46 F i g. 47 
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Solucidn. Como la curva es simetrica, delerminamos primero el 
area de uno de sus cuadrantes 

JL 

\ “ 2 Cos2q.dq> = ^-[4-se»2( P ] o /l =-£ . 

0 

De donde S = a 2 . 

*''1623. Calcular el area de la figura liinitada por la parabola 
y = Ax — x* y el eje de abscisas. 

•'1624. Calcular el area do la figura limitada por la curva 
yy\-nx, el eje OX y la recta * = <?. 

' 1625*. Hallar el area de la figura limitada por la curva 
yj=x(x— l)(x — 2) y el ejo OX. 

<1 1626. Hallar el area de la figura limitada por la curva y* = x, 
la recta y = 1 y la vertical x = 8. 
i 1627. Calcular el area do la figura comprcndida entre una 
semionda de la siuusoide y — senx y el eje OX. 

1628. Calcular el area do la figura comprendida entre la curva 
y — tg x, el ejo OX y la recta x = -2- . 

1629. Hallar el area de la figura comprendida entre la hipiSr- 
bola xy = m 2 , las vertieales x = a y x = 3 a (a>0) y cl ejo OX. 

1630. Hallar el area de la figura comprendida entre la curva 

de Agnesi y = — 2 °^^r y el eje dc abscisas. 

1631. Calcular el area de la figura limitada por la curva 
y = x 3 , la recta y — 8 y el eje OY. 

1632. Hallar el area de la figura limitada por las parabolas 
y? = 2pz y x 2 = 2py. 

J 1633. Calcular el area de la figura limitada por la parabola 
y=*2x — x 2 y la recta y~ — x. 

J 1634. Calcular el area del segmento de la parabola y — x 2 , 
que corta la recta y = 3— 2x. 

1635. Calcular el area de la figura comprendida entre las para- 

x 2 

bolas y = x 2 , y = — y la recta y = 2x. 

1636. Calcular el area de la figura comprendida ontre las para¬ 
bolas y = 4f- e y = 4 — ~x i . 

i 1637. Calcular el area de la figura comprendida entre la curva 

de Agnesi y = x2 y la parabola y = - 

1638. Calcular el area de la figura limitada por las curvas 
y = e x , y~e~ x y la recta 2 = 1. 
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2 1639. Hallar ei area de la figura limitada por la hiperbola 

-p~-ga- = l y la recta z = 2 a. 

1640*. Hallar el area limitada por la astroide 

2 2 2 
l3-f-y3 — a 3 m 

1641. Hallar el area de la figura comprondida entre la catenaria 

y = ach-±- , 

el eje OY y la recta y = — (e* -J-1). 

1642. Hallar el area de la figura limitada por la curva 
a^y 2 = x 2 (a 2 — x 2 ). 

1643. Calcular el area de la figura comprendida dontro de la 
curva 


(■t) 2+ (t) 5==1 - 

1644. Hallar el area de la figura comprendida entre la hiper¬ 
bola equilatera x 3 —y a = 9, el eje OX y el diametro que pasa por 
el punto (5; 4). 

1645. Hallar el area de la figura comprendida entre la curva 
!/ = - a» ol oje OX y la recta z=l(z;>l). 

1646*. Hallar el area de la figura limitada por la cisoide 
!? ~ 2a—x y su asintota x=2a(a>0). 

1647*. Hallar el area de la figura comprondida entre el estro- 
foido y- = * y su asintota (a>0). 

1648. Calcular el area de las dos partes en que la parabola 
y 2 = 2x divide al circulo z a + j/ a = 8. 

1649. Calcular ol area de la superficie comprondida entre la 
circunferencia x 2 + y 2 = 16 y la parabola z 2 = 12(y —1). 

1659. Hallar el area contenida en el interior de la astroide 

z = ocos 3 t; y=bsen 3 t. 

1651. Hallar el area de la superficie comprendida entre el eje 
OX y un arco de la cicloide 

x — a(l—sea l), p = a(l —cost). 
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1652. Hallar el area de la figura limitada por una rama 
trocoide 


x = at — b sen t, 
y — a — b cos t 


(0 <5<a) 


de 


lu 


y la tangente a la misma en sus puntos inferiores. 

1653. Hallar el area de la figura limitada por la cardioide 


x = a (2 cos l — cos 2 /), 
y = a (2 sen t — sen 2t). 

1654*. Hallar el area de la ligura limitada por el lazo del 
folium de Descartes 

3at 3a<* 

X ~ 1 + f* - y~ 1 +/3 • 

1655*. Hallar el area de la figura limitada por la cardioide 
r = a(l +cos<p). 

1656*. Hallar el area comprendida entre la primera y segunda 
espira de la espiral de Arquimedes r = ai p (fig. 48). 



F i g. 48 


1657. Hallar el area de una de las hojas de la curva 

r = a cos 2 <p. 

1658. Hallar el area limitada por la curva r 2 = a 2 sen4<p. 
1659*. Hallar el area limitada por la curva r = a sen 3cp. 

1660. Hallar el area limitada por el caracol de Pascal 

r = 2 +cosq>. 

1661. Hallar el area limitada por la parabola r = asec*-|- 
y las semirectas = y <p = - 77 -. 

1662. Hallar el area de la figura limitada por la elipse 


r 
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1663. Hallar el area de la figura limitada por la curva 
r= 2a cos 39 , que esta fuera del clrculo r = a. 

1664*. Hallar el area limitada por la curva 2 * + = ,-c*-f (,*. 


§ 8. Longftud del arco de una curva 

I 0 - Longitud <1 e 1 arco en coordenadas rectangula- 
res. La longitud s del arco de una curva regular « = /(*), comprendida 
entre dos punt os cuyas abscisas sean x — a y x — b, es igual a 

a 

S= \ 1/l + y'*d®. 

I 

(fig E 49 ) 6m P * ° im Tl8l,ar ] ® ,on 8 itud la astroide x* /s + y*'*= a * ,a 
Solucion. Derivando la ecuacion do la astroide, tendremos 


Por lo cual, para la longitud del arco de un cuarto de astroide, tenemos: 



De dondc, s = 6o. 

2“. Longitud del arco de una curva dad a on forma 
parametric a. Si la curva se da en ecuaciones de forma param£trica 




* = <p(t) e y = \|;(l) (en que <p (t) y if (t) tienen derivadas continues), la lon¬ 
gitud s del arco de la curva sera igual a 

‘i 

*=$ Vx’z + y'tdt, . 

‘1 

donde tj y t 2 son los valores del parfmetro correspondientes a los extremes 
del arco. 
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Ejemplo 2. Hallar la longitud de un arco de la cicloide (fig. 50). 

{ 2 = a (t —sen t), 
y = a (1—cos t). 

S o 1 u c i 6 n. Tenemos x' = ~=a(i —cost) e y’ = o sen t. Por lo 

at at 

cual 

2 n 2 n 

s= jj "l/a* (1 —cos *)*-{■ aS sen* t dt = 2a sen-|-dt=8a. 

Los limites de integracidn /j=0 y t 2 =2n corresponden a los puntos 
extremos del arco de la cicloide. 



Si una curva regular viene dada por una ccuacidn r = /(<p) en coorde- 
nadas polares r y <p, la longitud s del arco sera igual a 

3 

s= ^ ~Zr*+r'* dtp, 
a 

doude a y P son los valores del angulo polar en los puntos extremes 
del arco. 

Ejemplo 3. Hallar la longitud total de la cu rva [r = a sen 8 -2- 

(fig. 51). Toda la curva esta descrita por ei punto (r, <p) al variar tp desde 0 
hasta 3n. 

1 Solucidu. Tenemos r' = a sen 2 -^- cos-^-, por lo cual, la longitud 
de todo el arco de la curva sera 

s= \ y a 2 son 6 + a 2 son 4 -?j- cos* dtp = a ^ sen a -5-dq> = -^ . 

I 0 0 

■* 1665. Calcular la longitud del arco de la parabola semicubica 

j/ 2 = z s desde el origen de coordenadas hasta el punto cuyas coor- 
denadas son x = 4, y = 8. 
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1666*. Hallar la longitud de la catenaria if —a ch — desde el 
vertice A (0; a) hasta el punto B (b; h). 

1667. Calcular la longitud del arco de la parabola y = 2~Yx 
desde 2 = 0 hasta 2 = 1 . 

1668. Hallar la longitud del arco de la curva y = e x , compren- 
dido entre los puntos ( 0 ; 1 ) y ( 1 ; e). 

1669. Hallar la longitud del arco de la curva y = ln 2 desde 
x =Vl hasta x — Y%. 

1670. Hallar la longitud del arco y = arcsen(e~ z ) desde 2 = 0 
hasta 2 = 1 . 

1671. Calcular la longitud del arco de la curva 2 = In sec y, 
comprendido entre y = 0 e y = ~ . 

1672. Hallar la longitud del arco do la curva 2 =-|- y s —y In y 
desde y = l hasta y = e. 

1673. Hallar la longitud del arco de la rama derecha de la 
tractriz 


2 = Y a* — y® + a In 


a-\~Y ai — 1 /® 


desde y — a hasta y = b ( 0 < b< a). 

1674. Hallar la longitud de la parte cerrada de la curva 9ay® = 
= 2 ( 2 — 3a) 2 . 

1675. Hallar la longitud del arco de la curva y = ln^cthy) 

desde 2 = 0 hasta 2 = b ( 0 <a<b). 

1676*. Hallar la longitud del arco de la evolvonte del circulo 


desde t = 0 hasta t — T. 


x = a (cos t +1 sen l), 
y — a {sent —l cost) 

1677. Hallar la longitud de la evoluta de la elipse 


2 = ^-cos 8 *; y — ^j sen 3 1 {c“-= a 2 — 6 s ). 


1678. Hallar la longitud de la curva 

2 = a (2 cos * — cos 2l), 
y = a (2 sent— sen 2 /). 

1679. Hallar la longitud do la primera espira de la espiral de 
Arquimedes r = acp. 

1680. Hallar la longitud total de la cardioide 

r = a (1 -f cosq>). 
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1681. Hallar la longitud del arco de la parte de la parabola 
r — a sec 2 -2-, corlada de la misma por la recta vertical que pasa 
por el polo. 

1682. Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbfilica 
7-tp = 1 desde el punto (2; -j) hasta el punto (y ; 2^ . 

1683. Hallar la longitud del arco de la espiral Iogaritmica 
r = ae ml v(m>0), que se encuentra dentro del circulo r = a. 

1684. Hallar la longitud del arco de la curva 

cp = -2 (r + -J-) desde r = 1 hasta r = 3. 


§ 9. Volumenes de cuerpos solldos 

1°. Volumen do un cuerpo de revolucidn. Los volumenes 
de I 03 cuerpos ongondrados por la revolucion de un trapecio mixtjjineo, 
limilado por una cur\a y = f(x), el eje OX y dos verticals a: = a y x = b, 
alrcdodor do los ejes OX y OY, se expresan, respeclivamenle, por las formulas: 

b b 

1 ) F* = ji ^ y*dx; 2) Vy = 2n ^ xydx*). 
o a 

Ejemplo 1. Calcular los volumenes de los cuerpos engendrados por 
la rotacidn do la figura, limilada por una semionda do la sinusoide 
y = sens y por el segmenlo del eje OX alredcdor: a) del eje OX 

y b) del eje OY. 

S o 1 u c i 6 n. 

n 

a) V x = n sen 8 xdx=^ ; 

n 

b) Py = 2ji ^ x senxdi = 2n ( — x cos i + sen = 2 ji 8 . 

0 

El volumen del cuerpo engeodrado por la rotacion alrcdodor dol eje OY 
de la figura limitada por la curva x=-g(y), el eje OY y las dos paralolas 


*) Sea un cuerpo engendrado por la revolucion alrodedor del ojo OY do 
un trapecio mixtilinco, limilado por la curva y = j(x) y por las rectas 
x = a, x = b e y — 0. Como elemenlo del volumen de este cuerpo se toma el 
volumen de una parte del mismo, engendrada por la rotacion alrededor dol 
eje OY de un reciangulo do lados y y dx, que se encuentra a una dislancia x 
do) eje OY. En osto caso, el elomento del volumen es: 

b 

d,Vy = 2n xy dx, de donde Vy=2n ^ xydx. 

a 
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y=c e j/=<i, puede determinarse por la formula: 

d 



c 


quo so obliene de la formula 1), expuesta anteriormente, porrautando las 
coordouadas x o y. 

Si la curva se da de otro modo (en forma parametrica, cn coordcnadas 
polares, etc ) en las formulas auteriores hay quo hacer el correspondiente 
cambio de variable do integracion. 




En ol caso m.ls general, los volumeues do los cuerpos engendrados ,por 
la rolacidrt de una figura, limitada por las curvas y,=/, (x) e y 2 = M*) 
(siendo /. (x) <' j 2 (*)) y por las rectas x = a, x = 6, alrededor da los ejes de 
coordcnadas OX y OY, seran respectivamente 

t> 

Vx=* ^ (y\-y\)** 


Vy = 2n ^ x(y 2 — y,)dx. 

a 

Ejemplo 2. Hallar el volumen do! toro, engendrado al girar el 
circulo x*-Hy — 6) 2 -< a 2 (6 a) alrededor del eje OX (fig. 52). 

S o 1 u c i 6 n. Tonemos: 

y t — b — V®*—** e y z =6-}-l/ 0 * — x 2 . 

Por lo cual 


V x = n \ i(6 + V a 2 - x 2 ) 2 -(b- V a 2 - x 2 ) 2 J dx = 


u 

= 4 nb [ Va 2 — x 2 dx = 2n 2 a*b 


esta ultima integral se resuelve haciendo la sustitucion x = a sea i). 
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El volumen de un cuerpo, obtenido al girar un sector, liroitado por un 
arco de curva r = E (<p) y dos radios polares q> = a, q> — p, alrededor del ejo 
polar, so puede calcular por la formula 

B 



r 3 sea cp dip. 


a 


Esta jnisma formula es cAtnodo aplicarla cuando se busca el volumon 
de cuerpos engendrados por la rotacion. alrededor del eje polar, do figuras 
limitadas por cualquier curva cerrada, dada en coordenadas polares. 

Ejemplo 3. Determinar el volumen engendrado por la rolacidn de 
la curva r = ascn 2 ip alrededor del eje polar. 

S o 1 u c i 6 n. 


Jl 

z 


2 C 4 

V P = \ r 3 sen 91/9 = *v 


n 

2 


”1 


sen 3 2 q> son ip dip = 


n_ 

2 


32 C 04 

= Y an® \ sen 4 ip cos 3 ip dip = Jia 3 . 


2®. Cdlculo dc los volumenes de los cuerpos so lidos 
cuando se conocen sus secciones transvorsales. Si 
^ = 5 ( 2 ) es el area de la seccion del cuerpo por un piano, perpendicular a 
una recta determiuada (que so toma como eje OX), on el punto de abscisa x, 
el volumen de esle cuerpo sorfl igual a 

V=\ 5(i)dx, 


donde z, y z 2 son las abscisas do las secciones cxlrcmas de diclto cuerpo. 

Ejemplo 4. Determinar el volmnen dc una curia, cortada de un 
cilindro circular por un piano, que pasando por el didmelro de la base 
esta inclinaclo rospecto a clla. formando un nngulo a. El radio de la base 
es igual a H (fig, 53). 

So I uc io n. Tnmamos como eje OX el diametro de la base, por el que 
pasa el piano de corte. y como eje OY cl diametro de la base, perpendi¬ 
cular si anterior. La ecuac! 6 n de la circunf crenel a dc la base sera x 2 -)-y 3 — B 2 . 

El Area de la scccion ADC, que so encucnlra a la dislancia z del 
origen de coordenadas 0, sora igual a 

S (z) = ar. A ABC = ^AB- BC — ^Xyy tg a = y tga. 

Por lo que el volumon que se busca de la cufia, es 
R R 

V = 2-\ \ y 2 tg a dz = tg a \ (Ii 2 -x 2 ) rfz = y tg a II 3 . 

6 b 


1685. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotacion, 
alrededor del eje OX, de la superficie limitada por el eje OX y la 
parabola y = ax — x s (a>0). 
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1686. Hallar el volumen del elipsoide, engendrado por la 

rotacion do la elipse ^-f-j£ = l alredodor del eje OX. 

1687. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 

alrcdedor del eje OX, la suporficie limitada por la catenaria 

y = a ch -j- , el eje OX y las rectas i=±fl. 

1688. Hallar ol volumen del cuerpo engendrado al girar, 

alrededor del eje OX, la curva i/ = sen a x, on el intervalo x = Q, 

hasta x = n. 

1689. Hallar el volumen del .cuerpo engendrado al girar la 
superficie limitada por la parabola semicubica y 2 =x 3 , el eje OX 
y la recta a: = 1, alrededor del eje OX. 

1690. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
misma superficie del problema 1689, alrededor del eje OY. 

1691. Hallar los volumenes do los cuerpos engendrados al girar 
las superficies liraitadas por las lineas y = e x , x = 0 e y = 0, 
alrededor: a) del eje OX y b) del eje OY. 

1692. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre¬ 
dedor del eje OY, la parte do la parabola y a = 4ax, que intercepta 
la recta x = a. 

1693. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre¬ 
dedor de la recta x — a, la parte de la parabola i/ a = 4ax, quo so 
intercepta por la misma recta. 

1694. Hollar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 

alrededor de la recta y=—p, la figura limitada por la par&boln 

y z = 2px y por la recta x =-|-. 

1695. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 

alrededor del ejo OX, la superficie comprendida entre las para¬ 
bolas y = x 3 e y = Y x - 

1696. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre¬ 
dedor del eje OX, el lazo do la curva (x — 4a) y 2 = ax (x — 3a) (a>0). 

1697. Hallar el volumen del cuerpo que se engondra al girar 

la cisoide y~ ~ 2fl ^ x , alrededor do su asintota x — 2a. 

1698. Hallar el volumen del paraboloide de revolucion, si el 
radio de su base es R y su alfcura es H. 

1699. Un segmento parabolico recto, de base igual a 2a y de 
altura h gira alrededor do su base. Determinar el volumen del 
cuerpo de revolucion que se engondra («limon» de Cavalieri). 

1700. Demostrar, que el volumen de la parte dol cuerpo de 
revolucion, engendrado al girar la hiperbola equilatera x i --y 2 = a 2 
alrededor del eje OX, que intercopta el piano x = 2a, es igual al 
volumen de una esfera de radio a. 
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1701. Hallar los voltimenes de los cuerpos engendrados al girar 
la figura limitada por uii arco do la cicloide 


x = a(t — sen*), y — a(i —cos*) 


y por ol eje OX, alrededor: a) del eje OX, b) del eje OY y 
c) del eje de siinetria de la figura. 

1702. Hallar el voluraon do! cuerpo engendrado al girar la 
astroide x = a cos 3 *, j/ = bsen 3 z alrededor del eje OY. 

1703. Hallar el volumen del cuerpo quo resulta de la rotacion 
de la cardioide r = a(l -|-cos(p) alrededor del eje polar. 

1704. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
curva r = <icos a q> alrededor del eje polar. 

1705. Hallar el volumen del obelisco, cuyas bases paralelas 
son rectangulos de lados A, B y a, b y la altura igual a h. 

1706. Hallar el volumen del cono eliptico recto, cuya base es 
una elipso de semiejes a y b y cuya altura es igual a h. 

1707. Sobre las cuerdas de la astroide + y z ' a & a 4/ *, paralelas 
al eje OX, se han construido unos cuadrados, cuyos lados son 
iguales a las longitudes do las cuerdas y los pianos en que se 
encuentran son perpendiculares al piano XOY. Hallar el volumen 
del cuerpo que forman estos cuadrados. 

1708. Un circulo deformable se desplaza de tal forma, que uno 
de los puntos de su circunferencia descansa sobre el eje OY, el 

centro describe la elipse+ ~ = 1, mientras que el piano del 

circulo es perpendicular al piano XOY. Hallar el volumen del 
cuerpo engendrado por dicho circulo. 

1709. El piano de un triangulo movil permanece perpendicular 
al diametro fijo de un circulo de radio a. La base del triangulo 
es la cuerda de dicho circulo, mientras que su vertice resbala por 
una recta paralela al diametro fijo, que se encuentra a una dis- 
tancia k del piano del circulo. Hallar el volumen del cuerpo 
(llamado conoide) engendrado por el movimiento de este triangulo 
desde un extremo del diametro hasta el otro. 

1710. Hallar el volumen del cuerpo limitado por Jos cilindros 
x 2 -}-z a = a 2 e y 2 + z 2 ~a 2 . 

1711. Hallar el volumen del sogmento del paraboloide eliptico 


1,2 

+ interceptado por el piano x = a. 

1712. Hallar el volurnen del cuerpo limitado por el hiperbo- 


loide de una hoja - 


2 = 


1713. Hallar el volumen del elipsoide — ■—*— 1. 

a 2 o z «* 


y los pianos z — 0 y z = h. 
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§ 10. Area de una superflcle de revoluclon 

El area de una superficio engendrnda por la rotation, alrodedor del eje 
OX, del arco de una curva regular y = f(x), entro los puntos x = a y x = b, 
se espresa por la formula 

b b 

S x =2n ^ y~dx = 2n jj y Vl+y' a d* (1) 

a « 

(ds es la diforencial del arco de la curva). 

Cuando la ecuacidn de la curva se da de otra forma, el area de la 
superficio S x se obtieuc de la formula (1), efoctuando los correspondicntes 
cambios do variables. 



Ejemplo 1. I-Tallar el area do la superficio ongeudrada al girar 
alrodedor del ojo Ox, el lazo de la curva 

9</* = s(3-x) a (fig. 54). 

Solucion. Para la parte suporior de la curva, cuando 0<x<3, 

lenemos: y = -i-(3— x) V*. Do aqul que la difcreucial del arco ds — 
o 

=-^tA-dx. Partieudo de la formula (1), el area do la superficio sera 
2 [/x 

3 

J=2n ^ 4-(3 -x) Vx dx — 'in. 

J e 2 yx 

Ejemplo 2. Hallar el area de la superficio ongendrada al girar un 
arco do la cicloide x = a(t — sent); y = a(l — cost), alredodor do su eje de 
simotria (fig. 55). 

Solucion. La superficie quo so busca esta ongendrada por la rota- 
cion del arco OA alrededor de la recta AD, cuya ecuacion cs x = na. 
Tomando y como variable independiente y toniondo en cuenta que el eje de 
relation AD esta desplazado con respecto al ejo de coordeuadas OY a una 
distancia na, tendremos 


S = 2n 
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Pasando a la variable l, obtenemos: 

n ___________ 

S — 2 x jj (na — ai + a sen t) j/"(77)'+ (-77 Ydt = 
0 

.n 

1 * t 

= 'ln \ (jia — al-\-a sen t) 2 a sen y<i.‘ = 

0 

n 


= 4rta 2 (si sen i sea y +sen t sen y ^ dt = 


= 4na 3 — 2jc cos y-f2/cosy—4seny+ y sen 3 y j” = 8n (re — y ) a*. 

1714. En la fig. 56 se dan las dimonsiones de un espejo para- 
bolico AOB. Hay que hallar la superficie de este espejo. 



B 

F i g. 56 


1715. Hallar el area de la superficie del «huso», que resulta 
al girar una semionda de la sinusoide y = senx alrededor del 
eje OX. 

1716. Iiallar el area de la superficie engendrada por la rotacion 
de la parte de la tangentoide t/ = tgx, compreadida entre x = 0 
y x — -~, alrededor dol eje OX. 

1717. Hallar el area de la superficie engendrada por la rota¬ 
cion, alrededor del eje OX, del arco de la curva y = e~ x compron- 
dido entre x = 0 y x= -|-co. 

1718. Hallar el area de la superficie (denominada catenoide), 
engendrada por la rotacion de la catenaria y = achy alrededor 
del eje OX, entro los lfmites i = 0 y x = a. 

12-ioin 
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1719. Hal lac el area de la supcrficic de revolucion dc la 
astroido £ i/3 y 3/a = a i/s alrededor del eje OY. 

1720. Hallar el area de la superficie de revolucidn de la cucva 

a: = -i- ?/ a —In j/ alrededor del ejc OX, comprendida entrc y~ 1 

e y = e. 

' 1721*. Hallar cl area de la superficie del toro engendrado por 
la rotacion del circulo x" 1 -j- (i/ — 6) s = a 4 alrededor del eje OX (b>a). 

1722. Hallar el area de la superficie engendrada a I girar la 

elipse — 1 alrededor: 1) del eje OX; 2) del eje OY" (a>b). 

1723. Hallar el area de la superficie engendrada al girar uno 
de los arcos dc la cicloide x—a(t — sen f), y — a(i — cost) alrede¬ 
dor: a) del eje OX; b) del eje OY; c) dc la Langente a la cicloide 
en HU pun to superior. 

1724. Hallar el area dc la superficie engendrada por la rota¬ 
cion, alrededor del eje OX, de la cardioide 

x = a (2 cos t — cos 2t), 
y = a(2 sen t — sen 2/). 

1725. Hallar ol drea dc la superficie engendrada al girar la 
lomniscata r*-= n 4 cos 2cp alrededor del eje polar. 

1720. Hallar el area dc la superficie engendrada por la rotacifin 
de la cardioide r = 2a (1 -f cos <p) alrededor del eje polar. 

§ 11. Momentos. Centros de gravedad. Teoremas da Guldln 

1°. Momenlo estatico. Sc denomina momcnlo estdtico do un pun to 
material A, do masa m, situado a una dif»lancia d del ojo l, con respect -0 
a este misnio eje l, a la magnilud 

Mi — nui. 

Rccilie cl nombre de momento estatico de un sistema dc n puntos mate¬ 
ria tea, de masas m lt m 2 , situados on el mismo piano que el eje l, 

con rospecto al cual se toman, y separados de 61 por las distancias 
dj, do, ... d n , la suma 

Mt= 2 m ‘ ll ‘- (1) 

i=i 

debiondo lomarse las distancias de los puntos quo sc encucntrcn a un ladn 
del eje l con signo miis ( + ). y los que esten al otro. con signo menos (—). 
Do forma anuloga se determine el momento estatico de un sistema de puntos 
con rospecto a un piano. , , 

Si la masa ocupa conlinuamente toda una hnca o una figura del piano 
XOY, los momentos estiiticos M x y My rospecto a los ejes de coordenadas 
OX y OY, en lugar de la suma (1), se oxpresau por las correspondientes 
integrales. Cuando sc trala de figuras geomdtricas, la densidad so considera 
igual a la unidad. 
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En particular: 1) para Ja curva x=x (s); y = y(s), donde el parametro s 
es la longitud del arco, tenemos: 

L L 

y (s)ds\ Hy= j i (s) ds (2) 

(* = V («*)* + («<¥)* es la diferoucial del arco); 

2) para una figura plana, limitada por la curva y = y(x), el eje O'.X 
y dos vertieales x = a e y = b, obtenemos: 

b b 

M x = -j ^ y\y\dx\ My = ^ x \ y \ dx. (3) 

a a 

E jorap] o t. Hallar los m o men los ostuticos, Tcspecto a los ejes OX 
y OY, del triangulo limitado por las rectas: 

x = 0, y = 0 (fig. 57). 



Solucidn. En eslc caso, y = b ^1 — ~ J . Aplicando la formula (3), 
obtenemos: 



2 .Moment os de inercia, So denomina momenta de inercia, rospecto 
a un eje l, de un punto material dc masa m, situado a una distancla d 
de dicho eje I, at numoro // = md3. 



F i g- 57 F i g. 58 


Se do cl nombre de momento de inercia, respcclo a un eje I, dc un 
sistema dc n puntos matcriales, de masas m lt m z . ... m„, a la suma 

h= 

i=t 


12 * 
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donde dj, dj, .... d n , son las distaacias desdc los puntos al ejc l. Cuando 
la masa es continua, en lngar de la suma, obtcndremos la integral corres¬ 
pond iente. 

TSjeinplo 2. Hallar el momento de inereia do un tridngulo do base b 
y allura h, respecto a su propia base. 

Sol union, l'omamos la base del triangulo como ej b OX y su altura 
como e io OY (fig. 58). 

Dividimos ol triangulo en fajas horizontalea infinilamentc delgadas, 
de csposor dy, que juegan el papel de masas elcmentales dm. Empleando In 
soraejanza de triangulos, obtenernos; 


dm 



y 


b.. 


dl x = y z dm = — y* (h—y) dy 


l)e donde 



y 2 {h — y)dy 



3°. Centro de gravodad. Las ooordenadas del centra de gravedad 
de una figura plana (ya sea arco o superficie) de masa M, so calculan por las 
formulas 



donde M x y My son los momentos estaticos de las masas. Cuando sc trata 
<lc figuras geomStricas, la masa M es numdricamento igual al correspond ion to 

arco o al area. __ 

Para las coordenadas dol contro de gravedad (x, ij) de un arco de curva 
plana y = j(x) (a^x^b), quc une los puntos A(a\f(a)) y B (b; f (b)), 
lonemos 


J:- A 


« i- _ 

Jxds JxVl+(p')*dx 


i vi+o 79 dx 


ri b _ _ 

\ lids J y Vl + (u'Y* dx 

- 


l vw* 

a a 

Las coordenadas del centro de gravedad (x. y ) del trapecio mixtilineo 
a ej x <„ b, 0•<»</{*), so pueden calculat- por las formulas 


5 


xy dx 


T S yl ' ,x 


b 

donde S— ^ y dx es el area de la figura. 

«' 

Formulas andlogas se omplcan para hallar las coordenadas do] contro de 
gravedad de los cuerpos sdlidos. 




Momentos. Centros de gravcdad. Teoremas de Guldin 
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Ejemplo 3. Ilallar el centro dc gravcdad del arco do la somicircun- 
ferencia x 2 + J/ 2 = a2 (fig- 59). 

S o 1 11 c i 6 n. Tcnomos 



d 4 -yi + (/)2 dx = T ?* 1^ . 

V a 6 —3f 3 


De donde 

a a 

My = \ * ds= f — ~ x ~ dx = 0, 
1 0 J |/ a 2 — i 3 

— a - a 

**- 1 •«- 1 

-a -a 


Por consiguiente, 




P a dx 

} y a t— z* 


>na. 


- n - 2 
z-0; 


4°. Teoremas do Guldin. 

Too ram a 1°. El’firea do la superficie engendrada por la rotaeidn del 
arco de una curva plana alrededor de un eje, situado en el mismo plane 


Yi 



qua la curva, pero que no so corta con ella, cs igual al producto do la 
longitud de dicho arco por !a longitud do la circunferencia quo describe el 
centro de gravcdad del mismo. 

Teoroma 2®. El volumen del cuerpo engondrado por la rotation do 
una figura plana alrededor de un eje, situado on el mismo piano que la 
figura, pero que no se corta con olla, es igual al producto del area de dicha 
figura por la longitud de la circunferencia que describe el centro de grave- 
dad de la misma. 
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1727. Hallar los momentos estaticos, respecto a los ejes de coor¬ 
denadas, del segmento de la llnea recta 



comprendido entro dichos ejos do coordenadas. 

1728. Hallar los moinentos estaticos del recta ngulo de lados 
a y b, respecto u estos mismos lados. 

1729. Hallar los moinentos estaticos, respecto a los ejes OX 
y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del triangulo 
limitado por las rectas: x-\-y^=a, x = 0 e i/ = 0 . 

1730. Hallar los momentos estaticos, respecto a los ejes OX 
y OY , y las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 
astroide 

xVs 4 . yVs — a*'*, 

situado on el primer cuadrante. 

1731. Hallar el moraen to estatico de la circunferencia 

r = 2 asen«p, 

respecto al eje polar. 

1732. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de la entonaria 

y = a ch — 

v a 

comprendido entro x=—a y x = a. 

1733. Hallar el centro de gravedad del arco de circunferencia, 
dc radio a, que subtiende el a ngulo 2a. 

1734. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer 
arco de la cicloide 

x — a (t — sent); y = a(l — cost). 

1735. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por la elipse + -p- = 1 y por los ejes de coor¬ 
denadas OX. y OY (x>0, y>0) (0<«<2n). 

1736. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por las curvas 

y = x 2 ; y = Yx. 

1737. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por el primer arco de la cicloide 

x = a (l — sen t), y = a(l—cost) 


y por el eje OX. 
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1738**. Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a , 
con el centro en el origen de coordenadas, situado sobrc el pia¬ 
no XOY. 

1739**. Hallar el centro de gravedad de un cono circular recto, 
homogeneo, si el radio de la base es r y la altura es h. 

1740**. Hallar el centro de gravedad del hemisferio de una 
bola homogenca do radio a, con el centro en el origen de coorde¬ 
nadas, situado sobre el piano XOY. 

1741. Hallar el momento de inercia de una circunferoncia de 
radio a, respecto a su propio diametro. 

1742. Hallar el momento de inercia de un rcctanguio de lados 
a y b, respecto a estos lados. 

1743. Hallar el momento de inercia do un segmento parabolico 
recto, respecto a su eje de simetria, si la base es 2b y la altura es h. 

1744. Hallar cl momento de inercia de la superficie de la 

elipse + = 1, respecto a sus ejes principales. 

1745**. Hallar el momento polar de inercia de un anillo circu¬ 
lar de radios i?, y R z (./*,</? 2 ), es deeir, el momento de inercia 
respecto al eje que pasa por el centro del anillo y es perpendicu¬ 
lar al piano del raismo. 

1746**. Hallar el momento de inercia de un cono circular recto, 
homogeneo, respecto a su eje, si el radio de la base es II y la 
altura es II. 

1747**. Hallar e! momento de inercia de una bola homogenea 
de radio a y masa M, respecto a su diametro. 

1748. Hallar cl area y cl volumen de un toro (jngendrado por 
la revolucidn de un circulo de radio a, alrodedor de un eje situado 
en el mismo piano que el circulo y que se encuentra a una distan- 
cia b (h>a) del centro de cste. 

1749. a) Doterminar la posicion del centro de gravedad del 
arco de la astroide x*i*-\-y*'* = (?**, situado en el primer cuadrante. 

b) Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por las 
curvas y 1 = 2 px y x 2 = 2 py. 

1750**. a) Hallar el centro de gravedad del scmicirculo, apli- 
cando el teorema do Guldin. 

b) Demostrar, aplicando el teorema dc GuJdin, quo cl centro 
de gravedad de un triangulo dista de su base a un tercio de la 
altura. 

§ 12. Aplicacion de las Integrals deflnldas 
a la resolution de problemas de fisica 

1°. Trayectoria recorrida por un pun to. Si un punto se 
mueve sobre una curva y el valor absoluto de su velocidad v = f (<) cs una 
funcidn conocida del tiempo t , el espaeio rccowido por dicho punto on un 
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intervalo de liempo [i 4 , t z ] sera igual a 

h 

<1 

Ejemplo 1. La veiocidad de un punto es igual a 

u = 0,lt 3 m/seg. 

Hallar el ospacio s, recorrido por el punto, durante un intervalo de tieinpo 
2"= 10 seg, transcurrido dosde el comienzo de su roovimionto. <A qu6 scrd 
igual la voiocidad media dol movimionto durante cste intervalo? 

S o 1 u c i 6 n. Tenemos 

10 

p t* 110 

s= V 0,1< 3 rff=0,l-L-j =250 

o 

y 


u>n — jr — 25 m /“g- 

2°. Trabajo do una fuorza. Si una fuerza variablo X=/(x) 
actua on la direccion del ejo OX, el trabujo de esta juerza en el segmonto 
[i,, x 2 ] sera igual a 

,1= \ f(x)dz. 

1* 

*1 

Ejemplo 2. Si para estirar un muclle 1 cm se nccosita una fuerza 
do 1 kgf dquo trabajo habra quo omplear para estirar)o 6 cm? 

Solucidn. Por la ley de Hooke, la fuerza X kgf que estira en a: rt , 
el muollo es igual a X = kx, dondo k es un coeficicnte ao proporcionalidacl. 

Suponicndo quo z = 0,01 m y X = \ kgf, tendremos quo ic=iOQ y, por 
cousiguienlp, X = 100z. ' J 

De aqui, quo el trabajo que se busca es: 

0.06 

P 10,06 

A = \ 100z dx = 50z 2 = 0,18 kg f m. 


3°. E n e r g i a cinetica. So da el nombro de energia cinetica do un 
punto material, de masa m y veiocidad v, a la siguiento expresidn: 

A -_ mv* 

La energia cinetica de un sistema de n puntos matoriales, de masas 
ni 2 .wt n , cuyas velocidades rospectivas sean iq, v z , .... v n , es igual a 



i*l 


( 1 ) 
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Para calcalar ia energia cinetica de un cuerpo, hay que dividirlo con- 
veniontomente en partos elemeutalos (que juegan el papel de puntos mate¬ 
ria les) y, despues, sumando la energia cinetica de estas partes, y pasando 
a limites, en lugar de la suma (1) se obtendra la correspondiente integral. 




Ejemplo 3. llallar la energia cinetica do un eilindro circular homo- 
gdnco (macizo). de densidad 6, cuyo radio de la base es i? y la altura h, 
quo gira con una velocidad angular w alrededor de su ejo. 

Solucidn. Como masa olemental dm se toma la masa de un eilindro 
hueco. de altura h, radio interior r y espesor de la pared dr (fig. 60). Tonemos; 

dm = 2nr-hd dr. 

Como la velocidad lineal de la masa dm es igual a i> = r<o. la energia 
cinetica elemental es 

dK = ~— = nr3o)2hd dr. 

De donde 

R 

,. f , , n<o s 6 R*h 

A — jxo> 2 A1> \ r 3 dr=--- . 

0 

4°. Presion de los liquidos. Para calcular la fuerza con que 
presionan los liquidos se emplea la ley do Pascal, segun la cual, la presion 
que ejercen los liquidos sobro un area S sumergida a una profundidad h, 
es igual a 

P = yhS, 

donde y os ol peso cspocifico del liquido. 

Ejemplo 4. Hallar la presion quo soporta un semicirculo de radio r, 
sumergido verticalmonte en agua, de lal forma, quo su diametro coincide 
con la superficie libro de aquella (fig. 61). 

Solucidn. Dividimos la suporficio del semicirculo en elementos, fajas 
paralelas a la superficie del agua. El area de uno de estos elementos (omi- 
tiendo los infinitesimos de oraen superior), situado a la distancia h de la 
superficie del agua, os igual a 

dS = 2xdk = 2 yjS=»dh. 
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La prosi6n que soporta este olemento es igual a 
dP = yhds = 2 yh ’]/ r 2 — h 2 dh , 

dondo y as el peso cspecifico del agua, igual a la unidad. 

Do aqwl que, la presidn total es 

r o -i, o 

P=2 ^ h dh=-j (r 2 - h 2 ) z |' r». 

0 

1751. La velocidad de un cuerpo, lanzado hacia arriba verti- 
calmento con una velocidad inicial v 0 , despreciando la resistencia 
del aire, sc oxpresa por la formula 

v = v 0 — gt, 

dondo l es el tiempo transcurrido y g la accleracidn de la grave- 
dad. <L4 que distancia de la posicion inicial se encontrara este 
cuorpo a ios t seg de haberlo lanzado? 

1752. La velocidad de un cuerpo, lanzado verticalmente hacia 
arriba cori una velocidad inicial v 0 , contando la resistencia del 
aire, se expresa por la fdnnula 

v = c-tg ( - ■£ t + arct , 

donde t es el tiempo transcurrido, g es la acelcracion de la gra- 
vedad y c os una constante. Hallar la altura a que se elova el 
cuerpo. 

1753. Un punto del eje OX vibra armonicamente alrcdodor del 
origen de coordenadas con una velocidad que viene dada por la 
formula 

v—v 0 COSO) t, 

donde t es el tiempo y v 0 y co son unas conslantes. 

Hallar la ley de la vibracion del punto, si para t = 0 tenia 
una abscisa x~ 0. Ik que sera igual el valor medio de la mag- 
nitud absoluta de la velocidad del punto durante el periodo de la 
vibracion? 

1754. La velocidad del movimienlo de un punto os 

v = te~°- 0it m/seg. 

Hallar el camino rccorrido por dicho punto desde que comenzo 
a moverse hasta que se pare por completo. 

1755. Un proyectil cohete se levanta verticalmente. Suponiendo 
que, siendo constante la fuerza de arrastre, la aceleracion del 
cohete auxnonta a causa de la disminucidn de su peso sogun la ley 
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hallar la velocidad del coheto en cualquier instante t , si su velo- 
-cidad inicial es igual a cero. Hallar tambien la altura que alcanza 
•el cohete en el instante t = t t . 

1756*. Calcular el trabajo neeesario para sacar el agua que 
hay en una Cuba cilindrica vertical, que tiene un radio de base li 
y una altura II. 

1757. Calcular el trabajo neeesario para sacar el agua que hay 
•en un recipiente conico, con el vertice hacia aba jo, cuyo radio 
de la base es R y la altura H. 

1758. Calcular el trabajo neeesario para sacar el agua de una 
caldera semiesferica, que tiene un radio 7i=10 m. 

1759. Calcular el trabajo neeesario para sacar, por el orificio 
superior, el acoito contenido en una cisterna de forma cilindrica 
con el eje horizontal, si el peso especifico del aceite es y , la lon- 
gitud de la cisterna II y el radio de la base R. 

1760**. cOue trabajo hay que realizar para levantar un cuerpo 
de masa m de la superficie de la Tierra, cuyo radio es R, a una 
altura h ? c.4 quo sera igual este trabajo si hay que expulsar 
•el cuerpo al infinito? 

1761**. Dos cargas electricas e o = 100 CGSE y cq = 200 CGSE 
se encuentran en el ejo OX en los puntos x o ^0 y aq = l cm, 
respectivamente. cQue trabajo se realizard si la segunda carga 
se traslada al punto a; 2 = 10 cm? 

1762**. Un cilindro con un embolo movil, de diametro D = 20 cm 
y de longitud l~ 80 cm, esta llono de vapor a presion de p = 
—10 kgf/cm 2 . iQue trabajo hace falta realizar para disminuir 
el volumen del vapor en dos veces si la temperatura es constante 
{proceso isotermico )? 

1763**. Determinar el trabajo realizado en la expansion adia- 
batica del aire, hasta ocupar un volumen V^IO m 3 , si el volu¬ 
men inicial es V 0 ~ 1 m 3 y la presion p 0 =1 kgf/crn 2 . 

1764**. Un arbol vertical, do peso P y radio a, se apoya en 
una rangua AB (fig. 62). La friccion enlre una parte pequeiia o 
de la base del arbol y la superficio del apoyo que esta en con- 
tacto con ella es igual a i r = pp<r, dondo p = const, es la presion 
del arbol sobre la superficie del apoyo, referida a la unidad de 
superficie del mismo, y p. es el coeficiente de friccion. Hallar 
el trabajo de la fuerza de friccion en una revolucion del arbol. 

1765**. Calcular la enorgla cinetica de un disco, do masa M 
y radio R, que gira alrededor de un oje que pasa por su centre 
y es perpendicular al piano del disco con una velocidad angu¬ 
lar ( 0 . 

1766. Calcular la energia cinetica de un cono circular recto, 
de masa M, que gira alrededor de su eje con una velocidad angu¬ 
lar to. El radio de la base del cono es R, la altura II. 
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1767*. cQue trabajo es necesario realizar [para detener una 
bola de hierro de radio i? = 2 m, que gira alrededor de su dia- 
metro con una velocidad angular to = 1000 vueltas/minuto? (El peso 
especlfico del hierro y = 7,8 gf/cm 3 ). 

1768. Un triangulo de base b y altura h esta sumergido verti- 
calmente en agua, con el vertic-c hacia aba jo, de forma, que su 


\ p 



base coincide con la superficie del agua. Hallar la presion que 
el agua ejerce sobre el. 

1769. Una presa vertical tione forma de trapecio. Calcular 
la presion total del agua sobre dicha presa, sabicndo quo la base 
superior tiene a = 70 m, la base inferior 6 = 50 m y su altura 
h = 20 m. 

1770. Hallar la presion que ejerce uu liquido, cuyo peso espe- 
cifico es y, sobre una elipse vertical, de ejes 2a y 2b, el centro 
de la cual esta sumergido hasta una profundidad h. El eje mayor 
2 a de la elipse es paralelo a la superficie del liquido {&>&). 

1771. Hallar la presion que ejerce el agua sobre un cono cilln- 
drico vertical, con radio de la base R y altura H, sumergido 
en ella con el vertice hacia aba jo, de forma que la base se encuon- 
tra al nivel del agua. 

Problemas diversos 

1772. Hallar la raasa de una barra de longitud 1 = 100 cm, 
si la densidad lineal de la misma a la distancia x cm, respecto 
a uno de los extremos, es igual a 

S = 2 + 0 , 001 x a —. 

' cm 

1773. Segun datos empiricos, la capacidad calorifica ospecifica 
del agua, a la temperatura l°C ( 0 < 1 < 100 °), es igual a 

c = 0,9983 - 5,184 • lO’ 5 ! + 6,912-10' 7 / 2 . 
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tQue cantidad de calor se necesita para calentar 1 g de agua 
desde 0° hasta 100° C? 

1774. El viento ejerce una presion uniforme p gf/cm 2 sobre 
una puerta, cuya anchura es b cm y la altura h cm. Hallar 
el raomento de la fuerza con que presiona el viento, quo tiende 
a hacer girar la puerta sobre sus goznes. 

1775. dQue fuerza de atraccion ejerce una barra material, 
de longitud l y masa M, sobre un punto material de masa m , 
situado en la misma recta de la barra a una distancia a de uno 
de sus extremos? 

1776**. Cuando la corriente de liquido que pasa por un tubo 
de seccion circular, de radio a, es laminar estable, la velocidad 
v en un punto que se oncuentra a la distancia r del eje del tubo, 
so expresa por la formula 

donde p es la diferencla de presion dol liquido en los extremos 
del tubo, p es el coeficiento de viscosidad y l la longitud del 
tubo. Determinar cl gasto de liquido Q, es decir, la cantidad del 
mismo que pasa por la seccion transversal del tubo en la unidad 
de tiempo. 

1777*. Las mismas condiciones del problcma anterior (1776), 
poro con un tubo de seccidn rectangular, en que la base a es 
grande con relacion a la altura 2b. En esto caso, la velocidad 
de la corriente v en el punto M (x. y) se determine por la for¬ 
mula 

v = 6»—(&—y)*|. 

Determinar el gasto Q de liquido. 

1778**. AI estudiar las cualidades dinamicas de los autoriiovj- 
les se recurre frecuentemente a la construccion de diagramas espe- 
ciales: sobre el eje de abscisas se toman las vclocidades v y sobre 
el de ordenadas, las magnitudes inversas a las correspondientes 
aceleraciones a. Demostrar, que el area S, lirnitada por la curva 
de esta grafica, por las dos ordenadas v = Wj y v= v 2 y el eje 
de abscisas, es num^ricamente igual al tiempo que se necesita para 
aumentar la velocidad del automovil desde v t a v z (tiempo 
de «embalado»). 

1779. Una viga horizontal, de longitud l, esta en equilibrio 
bajo la accion de una carga, uniformemeote repartida a lo largo 
de ella y dirigida verticalmente hacia abajo, y de las reacciones 

de sus apoyos A y B^A = 2 ? = -2.j, dirigidas verticalmente hacia 
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arriba. Hallar el momento de flexion M x cn la seccion transver¬ 
sal x, es decir, el momento respecto al punto P, de abscisa x, 
de tod as las fuerzas que actuan on la parte AP de la vjga. 

1780. Una viga horizontal, dc longitud l, esta cn cquilibrio 
bajo la accion de las reacciooes de sus apoyos A y B y de una 
carga rcpartida a lo largo de la misma, con una intensidad 
de g = kx, dondc x es la distancia al apoyo izquierdo y k un coefi- 
ciente constante. Hallar cl momento de flexion M x en la seccion x* 

Observation. Se da ol nomhre do intonsidad do distrilucion da la 
carga, a Ja carga (fuerza) roforida a la unidad de longitud. 

1781*. I-Iallar ia cantidad de calor que desprendc una corriente 
alterna sinusoidal 

l— Jo sen — <p) 

durante el periodo T en un conductor de resistencia R. 




Capilulo VI 

FUNCIONES DE VAR1AS VARIABLES 


§ 1. Conceptos fundament ales 

t°. Concepto do funcion do varias variables. Desig- 
na Clones de las t'uiiciones. Una magnitud variable z se donomina 
funcion uniforme do dos variables x e y, si a cada conjunto do valores do 
eslas ( x , y) del campo dado, correspond!) un valor unico y doterminado de z. 
Las variables x e y se Hainan argumcnlos o variables independientes. La depen¬ 
dence funcional se representa ask 

z = /(*. vY< s = /■’(!, y)‘, etc. 

Las fuucioncs do tres o mas argumentos so dofinen de manera analoga. 

Ejemplo 1. Expresar el voluinen V del cono en funcion de su gone- 
ratriz x y del radio de la base y. 

Solucidn. Sabemos por la gnoraetria, que el voluinen del cono es 
igual a 

V = ~^.y-h, 


dondo /i es la altura del cono. Poro h—~\/x z — y-. Por consiguiente, 

V =• ~ ny* 

Esla es, precisaincnte, la dependencia funcional que se buscaba. 

El valor de la funcion z = /(z, y) cn el punto P(a, b). ea decir, cuando 
i=a e 1 = 6 , se designa por /(a, b) o / (P). La representation geometries 
de la funcion z = /(z, ;/) on un sistoma de coordenadas carlesianas X, Y, Z 
os, en tdrminos generaios, una superficie (fig. C3). 


Ejemplo 2 ■ Hallar / (2, — 3) y / ^1, j , si 

x * + y* 


/(*. y)-- 


2 xy 


Solueidn. Poniendo x — 2 e y— — 3, hallamos: 


/(2, —3) = 


2 2 + (— 3 ) 2 13 

2-2-( —3) 12 
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Poniendo x = l y sustituvondo y por—tenomos: 



es dccir, / (l, =/ (*, ij). 

2. Campo de cxistencia de ]a funcidn. Por campo de exis¬ 
tence (de definicion) de la funcidn : = /(x, y), se cntiende el conjunto de 
puntos (x, y ) del piano XOY que dotcrminan la funcidn dada (es decir. 



para los que la funcidn toma valores realcs dolonninados). En los casos 
rads elomentales, el campo de existencia de la funcidn representa una parte 
finita, o infinita, del piano coordenado XOY, limitada por una o varias 
curvas ( jrontera del campo)'. 

De forma annloga, para las funciones de tres variables « = /(x, y , z), 
el campo de existencia de la funcidn es un cuerpo determinado del ospa- 
cio OXYZ. 

Ejemplo 3- Hnllar el campo de existoncia de la funcidn 

_ 1 
Z_ V/4 — x* — y* 

Solucion. Esta funcidn ticne valores reales cnando 
4—x 2 —y 2 >0 o bion x 2 4-t/ 2 <f. 

A esta i'lltiina desigualdad satisfaccn las coordenadas de los puntos situa- 
dos dentro de un circulo de radio 2 con el centre en el origen do coordo- 
nadns. El campo de existencia do esta funcidn es pues el interior do este 
circulo (fig. 64). 

Ejemplo 4. Hallar cl campo de existencia de la funcidn < 
z = arc sen l/xy. 




Conceptos fundamentales 


193 


S o 1 u c i 6 n. El primer sumando de la funcidn queda doterminado 
para 6 bien — 2<x<!2. El segundo sumando tiene valores 

reales cuando xy>0, es decir. cn dos casos: 



x>0, 
ii> 0 . 


o si 




*< 0 , 

!/<0. 


El campo do exislencia do toda la funcion so representa en la fig. 65 y com- 
prende la frontera del campo. 

3. Lineasy superficies de nivel de lasfunciones. 
Se da el norabre de linea de nivel de una funcion z = /(x, y), a la llnea 



Fig. 64 



Fig. 65 


I (x, y) — C del piano XOY * para cuyos puntos la funcidn toma un mismo 
valor z = C (que genoralmonto se seiiala como anotacidn on el dibujo). 



Se llama superiicie de nivel de una funcidn do tros argumentos u = 
— f(x, y, z ) aquella superficio / (x, y, i)-=C en cuyos puntos la funcion 
toma un valor constante u=C. 

Ejomplo 5. Construir la linea de nivel de la funcion z = x 2 y. 
Solucidn. La ccuacion do la linea de nivel tiene la forma x 2 y = C 

Q 

o bien V = ~.r • Ilaciendo <7=0, ±1, ±2..., obtonemos la familia de 
lineas de nivel (fig. 66). 


13—1010 
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1782. Expresar el volumen V de una piramide cuadrangular 
regular en funcion de su altura x y de su arista lateral y. 

1783. Expresar el area S de la superficie lateral de un tronoo 
de piramide exagonal regular, en funcion de los lados x e y de 
las bases y de la altura z. 

1784. Hallar / 3) y /(l, -1), si 

/(*. y) = x y+-y- 

1785. Hallar f(x, y), f(-x, -y ), / (-f , -f ) , 7 ^ 7 -^j-» s i 

< r 2 _ 1/2 

/<*• tf-V- 

1786. Hallar los valores que toma la funcion 

/(*, + y 

en los puntos de la parabola y = x ! , y construir la grafica de la 
funcidn 

f(x)=f (*. x 2 )- 

1787. Hallar el valor de la funcidn 

x* + 2 x*y*+y* 

z — \— x i—y% 

en los piintos de la circunferencia x* + y" 2 — R 2 . 

1788*. Detcrminar / (x), si 

/(-£■) — 1 ^ z -(■»><»• 

1789*. Hallar f (x, y), si 

f(x+y, x—y) = xy + y*- 

1790*. Sea z = ViT-l-/ (V*" —Determinar las funciones / 
y z, si z = x para y = 1 . 

1791**. Sea z = x/(-|-). Detcrminar las funciones / y z, si 
z = V 1 + y 2 para x = 1 . 

1792. Hallar y representar los campos de existencia de las 
siguienles funciones: 

a) s = -z*-~y T ; 

b) z = 1 + V -(*—y)*'- 

c) z = In (x+ y); 
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d) z = x -f- arc cos y; 

e) z = V1 — x 1 4- ]/1 — y*; 

i) z = arc sen ~ ; 

' x ’ 


g) z =r y X- — 4 + y4 — y 2 ; 


t) Z = y (a: 8 + If - a 2 ) ( 2 a--*- _ If) ( a > 0); 

i) z = |/ j/ sen x ; —' - 1 


j) z = ln(x 2 -fy); 


m) 2 =y^r- 
«)*-dr+-r ! 


k ) 2 = arc tg ~44 2 1 o) z = /sen (s 2 + y*). 

^ Z — x* + y* • 

1793. Hallar los campos do existencia de las siguientes funcio- 
nes de res argumentos: 

a) u = y* +V7 + V"z-, c) y = arcsenx-l-arcscnp + arc sen z; 

b) u = In (xyz); d) y= j/T — x 2 —p 2 —z 2 . 

1794. Construir las lineas de nivcl de las funciones quo se dan 
a contiuuacion y averiguar el caraclcr de las superficies represen- 
tadas por dichas funciones: 

a) z = x + y; d) z = Y~xy; g)z = -J^-; 


b)z = x 2 + y 2 ; e) z = (l+x+;/) 2 ; h) z = 


c) z = x 2 - 


., 2 . 


f) Z = l — |x| — |jr|; i) Z: 


V* ’ 

2x 


■ 

1795. Hallar las lineas de nivel de las siguientes funciones: 

a) z=ln(x 2 + i/); d) z = f(y—ax); 

b) z = arc sen xy; e) z = /^ — 

c) z = f {V x ~ J ry~y, 

1796. Hallar las superficies de nivel de las siguientes funcio- 
nes do tres variables: 


a) u~x-\-y + z, 

b) u = x 2 + j/ 2 -f z 3 , 

c) « = x 2 -j-f/ 2 —z 2 . 
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Funciones de varias variables 


§ 2. Contlnyldad 

1. Limite de una funcion. El numero A rccibe el noinbro do 
limite de la funcion z = f(x, y) cuandoel punto A' (x, y) tiende al punto P (a, b), 
si para cualquier e>0 cxiste un 6>0 tal, que cuando 0<p<8, (donde 

p = "V(x~-a)' 1 -\-(y — b) 2 es la distancia entro los puntos P y P'), so verifica 
la desigualdad 

I/(*. V) — A\<t. 

En cslo caso se escribe: 


2. Continuidad 
cion 2 


lim / (x, y) = 

x-*a 

y pantos do 


A. 


discontinuidad. La 
I (x, y) recibo cl nombre de continua en el punto P (a, b), si 

lim / (i, y) = f (a, b). 


fun- 


x-ra 

Ln funcion quo cs continua en todos los puntos de un campo doterni- 
nado, se llama continua en este campo. 

Las condiciones de continuidad do una funcidn / (a, y) pueden no curn- 
plirse en puntos aislados (puntos aislados de discontinuidad.), o en puntos quo 
formen una o varias lineas (Itneas de discontinuidad ) y, a veoes, figuras 
geomdtricas mds complicadas. 

Ejemplo 1. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcion 

*y+i 

i a —y 

S o 1 u c i 6 n. La funcion pierde su sontido, si el denominador se anula. 
Poro x 2 — y — 0 o sea, y = z a cs la ecuacidn de una parabola. Por consiguien- 
te, la funci6n dada tiene una linoa de discontinuidad: la parabola y = * a . 


1797*. Hallar los siguientes limites de las funciones: 


a) lim (a; 2 +y 2 ) sen — ; 

x-fO * 

u-*o 

b) lim- I+t • 

V-> oo 


c) lim 

V->2 


sen xij 


-y- 


e) 

d) lim(l-f — 1*; f) lim 


lim—j— ; 
u-»o 


X-+ao 
£/—> 




1798. Averiguar si es continua la funcion 

■J/l—a:- —y 2 , si x 2 +r/ a <l, 
0 , si x 2 4 -y 2 >l. 


/<*, y) = 


los puntos de discontinuidad de las siguientes 
a) z = ln Yx 1 + y 2 ; c) z = \ 


■ 1799. Hallar 
funciones: 
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1800*. Demostrar, quc la funci6n 

* * s + s’^0, 

■ [_ 0 , si x = y = 0. 

es continua con relacion a cada una de las variables x e y por 
separado, pcro no es continua on el punto (0, 0) respecto al con- 
junto de estas variables. 


§ 3. Oerlvadas parciales 

1. Definicion de las derivadas parciales. Si z = f(x,y), 
si hacemos, por ej., que y sea constante, obtenemos la deriyada 


dz 

dx 


lirn 

ix-»0 


/(,+te ()i 


quo recibo el nombre de derivada partial de la funcion z con rospecto a la 
variable x. De modo ana logo se define y sc dosigna la derivada parcial do 
la funcidn s con respecto a la variable y. Es evidente, que para hallar las 
derivadas parciales pueden utilizarso las formulas ordinarias de derivacion. 

E j e m p 1 o 1. Ilallar las derivadas parciales de la funcidn 

2 = lntg|-. 

Solucidn. Considerando y como magnitud constante, tonemos: 

Oi 1 1 1 ^ 2 

Ox ~~ . x „ x y • 2x ' 
ter— cos 2 — * ysen — 

s y y v 

Analogamonte, considerando x corao constante, tendremos: 



Ejemplo 2. Hallar las derivadas parciales de la funcion do tres 
argumentos 

u=zx 3 y 2 z-j-2x — 3y + z-j-5. 

So 1 u c i 6 n. 

-^ = 3*^+2, 


^-=2x 3 yz—3, 

dy 
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2. Teorema de Euler. La funcion f(z, y) se llama fund on komo- 
genea do grado n, si para cualquier factor real h se verifica la igualdad 

f (kx, ky) = ft"/ (x, y). 

Una funcion racional ontera sera homogenea, si todos Ios terminos de la 
misma son del mismo grado. 

Para toda funcion homogenea diferenciable do grado n, so verifica 
siompre la igualdad (teorema de Euler): 

x l'x( x < y) + !/i' u ( x > y) = nj(x, y). 

Hallar las derivadas parciales de las funciones: 


1W1. 


1802. 2 = ^ . 

x-\-y 

1803. z = — . 

X 

1804. z^V^ — y' 1 - 

1805. — * 

1806. s = ln(a:+y®r 

1807. z = arclg-j . 


1808. z = x v . 

1809. z = e se “*. 

1810. z = arc sen - 

1811. z = lnsen^i^. 

Vv 

1812. u = {xy z ). 

1813. u = z xu . 


1814. Hallar f' x { 2; 1) y /'(2; 1), si /(*, y) = j/sy + i. 

1815. Hallar /i(l; 2; 0), f v ( 1; 2; 0) y /;(1; 2; 0), si 
/(x, y, z) — In (xy-\-z). 

Comprobar el teoroma de Euler sobre las funciones komoge- 
neas (N os , N 08 1816 — 1819): 


1816. f{x, y) = Ax i + 2Bxy + Cy-. 1818. f(x, i/) = 


1817. z 


* + !/ 
y 


15+F- ,8i9 - /<*.?> -Hr* 

1820. Hallar donde r = ]/x 2 y a -f-z 2 . 


dx Ox 
Or d<p 
dy dy 
dr dy 


1821. Calcular 


, si x = rcos«p c p = rsencp. 
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1822. Demostrar, quc x -\-y— = 2, si 

z = In (x 2 + xy-r!/ 2 )- 

1823. Demostrar, quc x~ + y-^=xy-±-z, si 

u 

z — xy + xe *• 


1824. Demostrar, que ■J^- + 4^-f--^ = 0, si 

u = (x-y) ( y — z ) (z-x). 

1825. Demostrar, que -(- 4— + = 1, si 


ll ~ X -J— 


*—i/ 

y —: 


1826. Hallar 2 = z(x, y), si 


dz x 

ly~ x* + u 2 ‘ 


1827. Hallar z = z(x, y), sabiendo, que 


dz x 2 + y 2 
dx x 


y z{x, y) = sen y cuando x = l. 


1828. Por el punto M (1; 2; 6) do la superficie z = 2x 2 -\-y 2 
se ban hecho pasar pianos paralelos a los coordcnados XOZ 
e YOZ. Detcrminar, que angulos fornian con los ejes de coorde- 
nadas las tangentes a las socciones asi obtenidas, en su punto 
com tin M. 

1829. El drea de un trapccio de bases a, b y de altura h es 

igual a S = — (a + b)h. Hallar-^-, y, mediante su dibujo, 

esclareccr su sentido geometrico. 

1830*. Demostrar, quc la funcion 


{ 0, si x = y — 0, 

tiene derivadas parciales f‘ x (x, y) y f u (x , y) en el punto (0, 0), 
a pesar de ser discontinua en este punto. Representar geometri- 
camente csta funcion en las proximidades del punto (0; 0). 


§ 4. Diterenclal total de una funcion 

1. Inciomeuto total de una funcion. Se llama incrcmcnto 
total de una funcion z = /(x, y) a la dilcreucia 

Az = M(x, y)=j{x + Ax, y+Ay)—f(x, y). 
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2. Diforoncial total de una funcion. Recibe oi nombro 
de dijerencial total do una funcidn z~f(x, y) la parte principal del incre- 
mento total Az, lineal respecto a los incrementos do los argumentos Ax y Ay. 

La diferoncia ontro ol incremento total y la diferencia l total do la 
funcidn es un infinitdsimo de orden superior a p = ~\/Ax 2 + Aifl. 

La funcidn tiene, indubitablemonte, diforoncial total, cuando sus dife- 
rencialos parciales son continuas. Si la funcion tiene diforcncial total, se 
llama diferenciable. Las diferenciales de las variables indepondicntcs, por 
dofinicidn, coinciden con sus incrementos, os dccir, dx = Ax y dy = Ay. 
La diferencial total de la funcion z=/(x, y) so calcula por la fdrmula 


, dz , . dz , 

dz = —dx+—dy. 


Analogamonto, la diforencial total de una funcidn de tres argumentos 
- j (x , y, z) se calcula por la fdrmula 

, dududu 
d u=—dx+~dy+~ dz. 


Ejemplo 1. Para la funcidn 

/(*, y) = x*+xy — y 2 


hallar ol incromento total y la difcroncial total. 
Solucion. 


f(x+ Ax, y-)-Ay) = (x-f Ax) 2 -}-(x-f Ax) (y + Ay) — (y + Ay) 2 ; 

A/ (x, y) = [(x + Ax) 2 + (x+ Ax) (y+Ay) — (y + Ay) 8 ] — (x 2 +xy — y 2 ) = 
= 2x-Ax + Ax 2 + x-Ay + y-Ax + Ax-Ay — 2y-Ay — Ay 2 — 

= [(2x+y) Ax + (x —2y) Ay] + (Ax 2 +Ax-Ay —Ay 2 ). 


Aqui, la expresion df = (2x + y) Ax + (x — 2y) Ay es la diforoncial total 
de la funcidn, mientras que (Ax 2 +A x-Ay—Ay 2 ) os un infinitdsimo do 
orden superior al del infinitdsimo p = l/Ax 2 +Ay 2 . 

Ejomplo 2. Hallar la diferencial total de la funcidn 

1 = 1 /x 2 '-\-y 2 . 

Solucion. 

dz x dz _y_ 

dx ~ y x 2 J r , J z ’ dy ~ y x 2 -\-y 2 ' 

, * J_ , y Xdx+ydy 

dz — — - - — dx — . — dy = — _ - . 

Vx 2 + y* l/* 1 + y* Vx 2 + y 2 

3. Aplicacidn de la diferencial do la funcidn a los 
calculos aproximados. Cuando | Ax | y | Ay | son suficient.oments 
pcquenos, y por consiguiento, os suficicntcmento pequeiio tambien p = 
= ~\J Ax 2 +Ay 2 , para la funcidn diforenciablo z — j(x, y) se verifica la 
igualdad aproximada A z^zdz, o sea, 

dz . , dz . 

Az^Ax+—Ay. 

Ejomplo 3. La altura de un cono es 11 = 30 cm, cl radio de su base 
if = 10 cm. tComo variara el volumen do dicho cono si II se aumenta 3 mm 
y if so disminuyo t mm? 
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Solucion. El volumen del cono es V = -r-nR 2 H. La variacion del 

O 

volumen la sustituimos aproximadamonte por la diferencial AF dV— 
=■ 4- n (2 RH dR-\-R- —2-10-30-0.1 +100-0,3)= — lOn^ —31,4 cm 1 *. 

O o 

Ejomplo 4. Calcular aproximadamento 1,02 3,01 . 

Solucion. Examinemos la funcion s = i^. El numero quo sc busca 
puede considerarse como el valor incromentado do esta funcion cuando z = 1 , 
y—.'S, Ax = 0,02 y Ay —0,01. El valor inicial de la funcion es z = l 3 = 1, 

Az sa dz = yxV ~ 1 Ax-L-xV In x Ay =3-1-0,02 + 1 - In 1-0,01 =0,06. 

Por consiguiente, 1,02 3-01 sa 1+0,06 = 1.06. 

1831. Para la funcion f(x,y) = x i y, hallar el incremento total 
y la diferencial total en el punto (1; 2); compararlos entre si, si:: 

a) Ax=l, Ay — 2; b) Ax = 0,l, Ay — 0,2. 

1832. Deraostrar, que para las funciones u y v de varias- 
(por ej., de dos) variables se verifican las reglas ordinarias de 
derivacion: 


a) d (u. + v) = du dv; b) d (uv) = vdu + u dv; 


. . / u \ v du—u dv 

c ) 


Hallar las diferenciales totales 


1833. 

z = x 3 + y-- 

"Sxy. 

1834. 

z — x?y 3 . 


1835. 

_ 

* 2 + p 2 - 


1836. 

z = sen 2 x -f cos 2 y. 

1837. 

z = yx v . 


1842. 

Hallar <1/(1 

; l). si 

1843. 

u — xyz. 



de las siguicntes funciones: 

1838. s=ln{z 2 + p 2 ). 

1839. /(ar t y) = ln(l+i). 

1840. z = arctg-j + arctg-|-. 

1841. z = ln tg 

x ’y)=jr- 


1844. u = l/"x 2 + y* + z 2 . 


1845. u = (xz/ + yY • 

1846. u= arctg ^ . 

1847. Hallar <1/(3; 4; 5), si f (x, y, z)= . 
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1848. Uno de los lados de un rectangulo es a = 10 cm, el otro, 
b = 24 cm. tComo variara la diagonal l de este rectangulo si cl 
lado a se alarga 4 mm y el lado b se acorta 1 mm? Hallar la 
inagnitud aproximada do la variacion y compararla con la exacta. 

1849. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 
10 cm, 8 cm y 6 cm, esla hecha de madera contrachapada de 
2 mm de espesor. Determinar el volumcn aproximado del material 
■que se gasto en hacer la caja. 

1850*. El angulo central de tin sector circular es igual a 80° 
y so desca disminuirlo en 1°. <En cuanto hay que alargar el radio 
•del sector, para quo su area no vane, si su longitud inicial era 
igual a 20 cm? 

1851. Calcular aproximadamente: 

a) (1,02) 3 .(0,97) 2 ; b) 

c) sen 32°-cos59° (al converlir los grados en radianes y cnando 
se calcule el son 60°, tomar solamente Ires cifras decimales; la 
ultima cifra debe redondearse). 

1852. Demostrar, que el error rolativo de un producto es 
aproximadamente igual a la suina de los errores relativos do los 
factores. 

i'’!' 1853. AI medir en un lugar el triangulo ABC, se obtuvieron 
los datos siguientes; el lado a = 100 m ± 2 m, ol lado 5 = 200 m 
±3 m y el angulo (7 = 60° ± 1°- tCon quo grado de exaclitud 
pucde calcularse el lado c? 

1854. El periodo T de oscilacion del pendulo se calcula por 
la formula 

donde l es la longitud del pendulo y g, la accleracion de la gra- 
vedad. Hallar el error que se comete al determinar T, como 
resultado do los pequenos errores A/ = a y A g = fi cometidos al 
medir l y g. 

1855. La distancia entre los puntos P 0 (x 0 ; y 0 ) y P{x\y) es 
igual a p, y el angulo formado por el vector P 0 P con el oje OX, 
es igual a a. cEn cuanto variara el angulo a, si el punto P toma 
la posicidn P t (x +dx, y+ dy), mientras que el punto P 0 sigue 
invariable? 

§ 5. Derivation de funciones compuestas 

1. Caso do una sola variable indepiinilieate. Si z = 
— f{x, y) cs una funcion diforenciablo do los argumenlos x e y, que son, 
a su vcz, funciones diforenciahles do una variable indopendienlc t: 

x = y(l), y=$(t). 
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la derivada de la funcion compuesta s = /Jip(<), (i)] so puede calcular 

ipor la formula 


dz _ dz dz dz dy 
dt ~ dx dl ' dy dt 


( 1 ) 


En ol caso particular de quo t coincida con uno de los argumentos, 
por cjomplo, con x, la dorivada «total» de la funcidn z con respecto a x sera; 


( 2 ) 


dz _ dz dz dy 
dx dx dy dx 

Ejcmplo 1. Hallar 4^-, si 
dt 

z = e ix + 2v , dondo x = cosi, y = ( 2 . 

Soluoion- Por la fdrmula (1) tencmos; 

_|L = e S*+2v. 3( _ sen t ) + e 3x + 2u -2-2t^ 

_ e sx+2v (4t_3sen0 = < 3co8 ' +2,2 (4/ — 3sen0- 

E join pi o 2. Ifallar la dorivada parcial ~ y la derivada total ^, si 


i = r t| ', dondo i/=«p(i). 


dz 


Solucidn. ye x n. Basandonos en la fdrmula (2), obtonomos: 

OX 

=> ye x V -f- p' ( x). 

dx 

2. Caso do varias variables indepondiontes. Sizes 
wna funcidn compuesta de varias variables independicDtfcs, por cjomplo, 
z = f(x,y), donde x = tf{u,v) o y = ij>(u, t>) (u y v son variables indepcn- 
diontes; f, q> y r[> son funciones difcrenciables), las dcrivadas parciales de z 
•con respecto a u y v se expresan asi; 


dz _0z dx dz dy_ 
du dx c/u dy du 

(3) 

dz dz dx dz dy 
dv dx dv ‘ dy Ov 

(4) 


dz dz , 

-dI dx + -W dy 


En todos los casos cxaminados se verifies la formula 

dz- 

ipropiedad de invariabilidad de la diferencial total). 

dz 
du 

z—f(x,y), dondo x = uu, y = ~ 


E j e m p 1 o 3. Hallar 4^- y ~, si 
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Solucion Aplicando las formulas (3) y (4), obtenemos: 


dz 


-fa = f'x( x > y) — 


dz 

dv 


=r x ( X , y)u-r v (x, y)~. 


Ejemplo 4. Demostrar, que la funcion z = tp (a; 2 -*-!/ 2 ) satisface a la 
., dz dz 

ccuacion y-r - x—— =0. 

dx dy 

Soluci6n. La funcion <p dependo do x e y a traves del argument* 
intermedio z a -f y i = t, por lo cual 


dz _ dz dt 

dx ~ dt Ox 


= q/(*2-fy2)2* 


lk=WW =(f ' ix2+y2)2y - 

Poniendo las derivadas parcialcs on el primer miombro de la ecuacior*. 
tondremos: 

dz dz 

u H~ x “ yrf ' <*+* a > 2x ~ x v' (** ■+v*> 2 'J = 

= 2 xyy ' (z® -f i/ 2 )—2ipqj' (ar2 + j/2), = 0; 

es dedr, la funcidn z satisfaco a la ecuacion dada. 

1856. Hallar si 

z — y* donde x = e\ y = \nt. 

1857. Hallar si 

uslnsen~, donde a: = 3 1 2 , y = yp- 1-1. 


1858. Hallar ^, si 


u = xyz, donde x = i 4 +l, y = \nt, z=tgt. 


1859. Hallar , si 


V**+y» 


, donde x = Rcost, y = Rseat, z = H r 


1860. Hallar si 


z = u v , donde u = senx, y = cosx 
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1861. Hallar -Ji. y si 

z = arctg — e y = x~. 

1862. Hallar £ y §, si 

z = z y , donde y = cp (a:). 

1863. Hallar 4£- y -I 1 , si 

z = /(u, u), dondo u — x 2 — y 2 , v = e xv . 

1864. Hallar -J. y si 

3u ^ 3 d 

z = arctg — , donde a: = useny, y — ucosv. 

V 

1865. Hallar £ y -g-, si 

z = f(u), donde u = xi/+-|-. 

1866. Demostrar, que si 

u = cl) (x 2 + y 2 -f z 2 ), dondo x = JR cos tp cos i|>, 
y — R cos cp sen 4’, z = J?sen<p, 

ontonces, 

W-° y W =0 - 

1867. Hallar si 

u = /(x,y,z), donde f/ = <p(z), z = ^](a:, y). 

1868. Demostrar, que si 

z = f(x-\-ay), 

donde / es una funcion diferenciable, entonces, 

dz _ dz 

dy ~~ a Ox 

1869. Demostrar, que la funci6n 

“ w=f(u, V), 


-donde li — x-^-at, v = y + bt, satisface a la ecuacion 


3iy 

IT 
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1870. Demostrar, que la funcion 

z ~yv (x 2 —j/ 2 ) 

satisface a la ecuacion 

_1_ Oz_ , t 0z _ z 

* 0x~ r y dy ~ y* ‘ 

1871. Demostrar, que la funcion 

z = xy + x<p(-|-) , 

satisface a la ecuacion 

dz dz 

x ~^+y'w ==xy+z - 

1872. Demostrar, quo la funcion 

xs 

z = e v <p (ye 2 " 4 ) 

satisface a la ecuacion 

(x 2 -y 2 )-^ + x y-~^xyz. 

1873. Un lado dc un reclangulo de x = 20m, aumonta con una 
velocldad de 5 m/seg, el otro lado de y = 30 m, disminuye con 
una velocidad de 4 m/seg. c'Con que velocidad variaran el peri- 
metro y el area do dicho rectangulo? 

1874. Las ecuaciones del movimiento de un punto material son 

x=t, y = t *, z = f 3 . 

cCon que velocidad aumentara la distancia desdo este punto at 
origen do coordenadas? 

1875. Dos barcos, que salioron al mismo tiempo del punto A t 
van, uno, hacia el nortc y, el otro, hacia el nordestc. Las velo- 
cidades de dichos barcos son: 20 km/b, y 40 km/h, respectivamente. 
cCon que velocidad aumenta la distancia entre ellos? 


§ 6. Derivada en una direction dada j gradients de una funcion 


Derivada do una funcion en una direccion dada. 
Se da el nombre de derivada de una funcion z = / (x, y) en una direccidn dada 

l = PJ\ a la oxpresion 


dz 

dl 


lim 

PJP-.0 


i(Px)-f[P) 

P { P 
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dondo f(P) y /(PA son los valorcs de )a funcion en los puntos P y P,. 
Si la funcion s os aiferenciable, se verificara la fdrmula 


th_ 

dl 


di_ 

Ox 


cosa-f-f^son a, 
o'J 


(l) 


dondo a es el Angulo foraado por cl vector l con el eje OX (fig. 67). 

Analogamente sc determina la derivada on una direccion dada l, para 
una funcion do ties argumontos u = f(x, y, z). En este caso 


Ou du .On a . Ou 

cosa + -^-cosP+—cosy, < 2 > 

donde a, p y y son los angulos entre la direccion l y los corrospondiontes 
ojes de coordcnadas. La derivada en una direccion dada caractcriza la. 
velocidad con que variu la funcion en dicha direccion. 



Ejemplo 1. Hallar la derivada do la funcion z = 2z 2 —3y 2 en ol' 
punto P(l; 0), en la direccion que forma con ol eje OX un angulo do 120°. 

Solucidn. Hallamos las derivadas parciales do la funcion dada. 
y sus valores cn ol punto P: 


Aqui 



cos o = cos 120° = 



son a = sen 120° 



Aplicando la formula (1), obtenemos: 



El signo monos indica, que la funcion en esto punto y on la direccion 
dada. decrece. 

2°. Gradicnte do una funcion. Recibo ol nombre de grntlicnie 
de una funcion z = f(x, y), un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de 
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•coordenadas son las correspondientes derivadas parcialcs do dicha funcion: 

S“d —£«+-£* (3) 

La derivada de Sa funcion dada en la diroccion l, esta rolacionada con ol 
gradiente do la misma por la siguionte formula: 

-§J = nPigrad 2 , 

-es decir, la derivada on esta direccion es igual a la proyeccidn del gradien- 
to de la funcion sobre la direccidn on que se deriva. 

1*1,111 gradiente de la funcion cn cada punto tiono la direccion de la 
normal a la correspondionte Hnea do nivo) de la funcion. La direccion del 
gradiente de la funcidn, cn un punto dado, es la direccidn de la velo* 
■cidad maxima de crecimiento do la funcidn en este punto, es decir, 

cuando £ = grad 2 , la derivada -jrr- toma su valor maximo, igual a 


/ (¥F+(17- 

Analogamonto se detcrmina el gradiente de una funcidn do tres variables 
«* = /(*, y, z): 

'+■&*■ (4) 

JS1 gradiente do una^ funcion do Ires variables, en cada punto lleva la 
direccidn do la normal a la superficio do nivel quo pasa por dicho punto. 

Ejcmplo 2. llallar y construir cl gradient© do la funcion z = x' i y 
•en el punto P(l; 1). 



F i g. 68 


Solucion. Calculamos las derivadas parcialcs y sus .valores Jon ol 
punto P. 



Por consiguiente, grad 2 = 2<-f j (fig. 68). 


1876. I-Iallar la derivada? de la funcion z = x z — xy — 2 y i en el 
punto P (1; 2) y en la direccion quo forma con ol cje OX un 
•angulo de 60°. 
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1877. Hallar la derivada de la funcion z = x s — 2x 2 y 4- xy 2 1 

en el punto P (1; 2), en la direccion quo va desde este al punto 
IV (4; 6). _ 

1878. Hallar la derivada de la funcion z = ln)/a: 2 + p 2 en el 
punto P (1; 1) en la direccion de la bisectriz del primer angulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada dc la funcion u = x 2 — 3yz -f- 5 en el 
punto M (1; 2; —1) en la direccion que forma angulos iguales 
con todos los ejes de coordenadas. 

1 1880. Hallar la derivada de la funcion u = xy -f yz + zx on el 

punto M (2; 1; 3) en la direccion que va desde este al punto 
TV (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la funcion u = In (e x + e v + e : ) en 
el origen de coordenadas, en la direccion que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los angulos a, p y y, respectiva- 
mente. 

1882. El punto en que la derivada dc una funcion, en cual- 
quier direccion, os igual a cero, so llama punto estacionario de 
esta funcion. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
l'unciones: 

a) z = x* + xy + y 2 — Ax-2y; 

b) z = x 3 +y 3 — 3xy; 

c) u — 2y 2 +z 2 — xy—yz+2x. 

1883. Demostrar, que la derivada de la funcion z = -^-, tomada 

en cualquier punto de la elipsc 2x i + y t = C 2 a lb largo de la 
normal a la misina, es igual a cero. 

1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 

z = x 3 -f y 3 — 3 xy. 

1885. Hallar el grad z en el punto (5; 3), si 

z = Vx 3 ~y 3 . 

1886. Hallar el grad u en ol punto (1; 2; 3), si u — xyz. 

1887. Hallar la magnitud y la direccion del grad u en el 
punto (2; —2; 1), si 

u = z 2 + p* + z*. 

1888. Hallar el angulo entre los gradientes de la funcion 
z = ln-|-en los puntos -4(4'’ x) y & 

1889. Hallar la magnitud de la elevacion maxima do la super- 
ficie 

z = x 2 + 4?/ 2 

en el punto {2; 1; 8). 


14-iOlC 
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1877. Hallar la derivada de la funcidn z = x 3 — 2x-y + xy 2 1 

en el pimto P (1; 2), en la direccion quo va desde este al punto 

N ( 4 ; 6 ). _ 

1878. Hallar la derivada de la funcion z = 1 n ]/ x 2 -f y' £ en el 
punto P(l; 1) en la direccion de la bisoctriz del primer angulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada do la funcion u — x 2 — "Ayz 5 en el 
punto M( 1; 2; —1) en la direccion quo forma angulos iguales 
con todos los ejes de coordenadas. 

1880. Hallar la derivada de la funcion u = xy yz + zx on el 
punto M {2; 1; 3) en la direccion que va dosdo esto al punto 
N (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la funcion u = In (e“ -(- e v -f e~) en 
ol origen de coordenadas, en la direccion que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los angulos a, p y y, respectiva' 
mcnte. 

1882. El punto en que la derivada de una funcion, en cual- 
quior direccion, es igual a coro, se llama punto eslacionario de 
esta funcidn. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 

a) z = x 2 + xy + y 2 ~Ax — 2y; 

b) z = x 3 -j- y 3 3xj/; 

c) u = 2y 2 + z 2 — xy — yz 2x. 

1883. Demostrar, quo la derivada de la funcidn z —% tomada 

cn cualquier punto de la elipsc 2z 2 -f-y* = C !! a lo largo de la 
normal a la misma, cs igual a cero. 

1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 

z = x 3 + y 3 ~3xy. 

1885. Hallar el grad z en el punto (5; 3), si 

z — Y^x 2 — y 2 . 

1886. Hallar el grad u. en el punto (1; 2; 3), si u = xyz. 

1887. Hallar la magnitud y la direccion del grad u en el 
punto (2; —2; 1), si 

u = x 2 +y 2 +z 2 . 

1888. Hallar cl angulo entre los gradicntes de la funcidn 

z = ln-~cn los puntos x) y *)• 

1889. Hallar la magnitud de la elevacidn maxima de la super- 
ficie 

z = x 2 + Ay 3 

en el punto (2; 1; 8). 


14— 1010 
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1890. Construir el 
guiontes funciones: 

a) z = x-\-y; 

b) z = xy; 


campo vectorial del gradiente de las si- 

c) z = x a + y 3 ; 

d) u- 1 


V* 2 +i/ a + z 2 


§ 7. Derivadas y dlferenciales de ordenes superlores 

1. Derivadas parcialosde ordenes superiores. Se llaman 
derivadas parciales de scgundo ordeti de una funcidn z—j (x, y) a las deriva¬ 
das parciales de sus derivadas parciales de primer orden. 

Para designer las derivadas de segundo ordon se emplean las siguientes 
notaciones 

d ( dz \ d 2 z _ . . 

y) ' 


o i dz \ 
dy \ dx ) 


d 2 z 


Ox dy 


y )- etc - 


Analogsinento se determinnn y se designan las derivadas parciales de 
orden superior al segundo. 

Si las derivadas parciales que hay quo calcular son conlinuas, el resul- 
lado de la derivacidn sucesiva no depende del orden de dicha derivacidn. 

Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la 
funcidn 

s^arclg . 

Sol u'c ion. [fallamos primeramenle las derivadas parciales de primer 
ordon: 

dz _ 1 _ _1 _ y 

x 2 ' y ~ x 2 -l-y 2 ' 


dx 


dz 




dy 


1 + 


sr(-F)' 


Ahora volvcmos a derivar: 

d 2 z 0 l 

dx 2 Ox V 


d*-z 


\ = 

* 2 + y 2 / 

d 2 z d ! x \ 

dy 8 dy l. x 2 -\-y 2 ) 

(M 


x 

* 2 -(-y 2 


2 xy 


(x 2 +y 2 ) 2 

2xy 


x 2 + y 2 1 (x 2 + y 2 ) 2 

i(z*+y*)-2y-y 


£ 2 — 1/2 


Oxdy On V *2 + !/ 2 ) (x 2 + y 2 ) 2 (z*+y 2 ) 3 

Debe advertirse que la llamada derivada parcial «cruzada» se puede hallar 
de otra manera, a saber: 

32- d 2 z d I x \ l-(x 2 + y 2 ) — 2x-x _ x* — y 2 


dx dy dy dx dx 


( x 2 + y* ) 


(x 2 + y 2 ) 2 


(x 2 +y 2 ) 2 





Derivadas y diferenciales de drdenes superiores 


211 


2. Diferenciales de ordenos superiors s. Reckbe el norobre 
de dijerencial de segundo orden de una funciou z = /(z, y). la diferencial 
dc la diferencial dc primer orden do dicha funci6n: 

d*z = d(dz). 

Andloeamentc so determioan las diferenciales de la funeidn 2 de orden 
superior al sogundo, por ejemplo: 

d*z=d (tPt) 

y, on general, 

d n z = d (d n-, z). 

Si z — f (x, y), donde x a y son variables independientes y la funeidn / 
tiene derivadas parciales continuas do sogundo grado, la diferencial de 2° 
orden de la funeidn r se calcula por la formula 

*—&**+*-£***'+&** (t) 

En general, cuando existen las correspondiontcs derivadas sc verifica la 
formula simbolica 

d ‘ >z= ( dx -k +,l! '-k) n 2 ' 

(]ue fomialmonle se desarrolla segtin la Icy binomial. 

Si z = f (x, y), donde los argumentos x e y son a su voz funcio/ii's de una 
0 varias variables independientes, tendremos 

diz -^ dxi+2 -^k dxd ‘'+-W d ’' 2 +^ d ^^^- ( 8 ) 

Si x e y son variables independientes, d 2 x = 0, d i y = 0 y la formula (2) se 
haco equivalento a la formula (1). 

Ejemplo 2. Ilallar las diferenciales totalcs dc 1® y 2° drdenes de la 
funeidn 


z^2x-—2xy — y i . 
Solucidn. l cr procedimicnto. Tencmos: 


Por lo cual, 
Despuos, 


Hz. , dz „ , 

_=4x-dy, -^=-3x-2g. 

dz =• dx -j- ~ dy = (Ax — 3y) dx — (3z+2 y) dy. 


6H 


= 4, 


t >*2 


dx dy 


-3, 


d*z 

dy 2 


: —•> 


dx * 

dc donde se deduce que 

d * z = Ihk dx " + 2 dx dy dx d,J + liTp rff/2 = /| dxi ~ f> tlx d y~- d, J z 
2° procedimicnto. Difcrenciando, hallamos: 

dz = Ax dx —3 (y dx x dy) — 2y dy = (Ax—iy) dx — (3z + 2g) dy. 
Volviendo a difercnciar y rccordando que dx y dy no dependen dr x 0 y, 

14* 
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obtenemos: 

d 2 z = (4 dx—3 dy) dx—(Zdx-\-2 dy) rfy = 4tte*—6 dx dy~2dy°. 

,n. u rr ■ ■ 3 S Z d 3 Z 5 3 Z 

1891. Hallar, —r , si 

dx- dx dy dy 2 


/ z* t/2 


.a,,,. TT d 3 z d 2 z 0 3 Z 

1892. Hallar-33-, —, —, Hl 


z — In (x* + y). 


1893. Hallar , si 

dxOy 


|A2xj/ + y*. 


18<K«. Hallar-*^-, si 

3xety ’ 


z = arctg 


1—xy 


1895. Hallar , si 


r - Vx 2 -f y 2 + z*. 

1896. Hallar todas las derivadas parciales de 2° orden de la 
luncion 1 


u = xy -f yz + zx. 

,897 ‘ Ha,]ar ^> 8i 

« = *Vz v . 

1898. Hallar^, si 

z = sen (xy). 

1899. Hallar £,(0, 0). f* y (0. 0), f’ m ( 0, 0), si 

/(*.»)*=(i+*r(i+if) B . 

1900. Demostrar, quo - <7 *f- = ■ Z'' , si 

1 ^ dxdy dy Ox 

z = arsenj/ . 

I90L Demostrar, que ° , si 

^ 3x di/ 3^ 3x 

, .... . z = x u . 
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1902*. Demostrar, que para la funcion 

f(x, y) = xy±z=£ 

con la condicion complementary de / (0, 0) = 0, tenemos 

/xi/(0, 0) = —1, r**(0, 0)=+i. 


1903. Hallar 


0*1 0*2 


" Ox* ' Ox dy ’ dij* ’ 

z = f(u, w), 

donde u = x 2 -\-y i , v = xy. 

1904. Hallar , si 


u = f(x, y, z ), donde 2 = 9 ( 3 :, y). 


1905. Hallar 


0*2 0*2 


' Oxdy ' 0^' “ 

z — f(u, n) donde « = 9 (a:, y), y = \J)(x, y). 

1906. Demostrar. que la funcion 

u = arctg 

satisface a la ecuacion de Laplace 

d*u 0*u 
Ox* + Oy* ~ 

1907. Demostrar, que la funcion 

1 

u= in — , 

r 

donde r = (x — a) 2 4- (y — b) 2 , satisface a la ecuacion de Laplace 

d*u o*u 0 
dx* + dy* ~ 

1908. Demostrar, que la funcion 

u(x, t)=A sen (all ■+- 9 ) sen Xx 

satisface a la ecuacion de vibraciones de la cuerda 


1909. Demostrar, que la funcion 

U(X ’ »• *’ 0 = l2JW r 


<x-ao)»+(y-|/o)»+(z-ro)» 
4 a2< 
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( x 0 , y Q , 2 0 , a, son coristantes) satisface a la ecuacion de la conduc- 
tividad calorifica 

du i , d 2 u , d 2 u ^ 

— ~ a \~dl 2 "^~dy 2 ' + ~di 2 ')‘ 

1910, Demostrar, que la funcion 

u = <p (x — at) -f (•£ at ). 

donde qi y son unas funciones cualesquiera, diferenciables dos 
veces, salisface a la ecuacion de las vibraciones de la cuerda 

d*u , d 2 u 

_ ~ n- _ 

3t* dx * • 


1911. Demostrar, que la funcion 

satisface a la ecuacion 

,, d 2 x „ a 2 z . „ d 2 z n 

1912. Demostrar, quo la funcion 

u = 9(iy) + V r ai'l’(-jr) 

satisface a la ecuacion 

x iJ^L—u i — = 0 

x dx 2 y Hjr v - 

1913. Demostrar, que la funcion z = f [x -+- <P (t/)J satisfaco a la 
ecuacion 

Oz d 2 z _ dz 0 2 2 
dx dx dy ~ dy dx 2 

1914. Hallar u — u(x, y), si 

** = 0 . 
dx dy 

1915. Delerminar la forma do la funcion u=zu(x, y) que satis¬ 
face a la ecuacion 


1916. Hallar (Pz, si 


1917. Hallar d 2 u, si 


z = e*». 


a — xyz. 
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1918. Hailar cPz, si 

z = cp(r), donde l = x--T-y‘ l . 

1919. Hailar dz y d 2 z, si 

z~u°, donde u — ~ , v~xy. 

1920. Hailar d l z, si 

z ~ f (u, v), dondo u = ax, v = by. 

1921. Hailar d l z, si 

z — f(u, r>), donde u — xe v , v — ye x . 

1922. Hailar cPz, si 

z = e x cosy. 

1923. Hailar la diferencial de 3 er orden de la funcion 

z = x cos y-\-y sen x, 

y determinar todas derivadas parciales de 3 er orden. 

1924. Hailar df ( 1, 2) y d*f( 1, 2), si 

f(x, y) = x 1 -f xy -(- y 2 —4 In x— 10 In y. 

1925. Hailar d*f( 0, 0, 0), si f (z, y, z) = x*+2y*+W—2xy + 
+ 4xz + 2yz. 

§ 8. lntegracion de diferenciales exactas 

1°. Condicidn de diferencial exact a. Para que la exprosidn 
P (x, y)dx-\-Q(x, y)dy, en que las funcioncs P (x, y) y Q(x,y) son conti¬ 
nues conjuntameole con sus derivadas parciales de primer orden en un 
recinto simplemente conexo D, represente do por si. en ol recinto D, la 
diferencial exacta de ana funcion determinada u (x, y), es necesario y sufi- 
ciente que se cumpla ia condicion 

HQ = dP 
dx ~~ dy 

Ejemplo 1. Cerciorarso de que la expression 
(2x + y) dx +■ (x + 2 ij) dy 

os la diferencial exacta do una funcion determinada y hailar diclta funcion. 

S o 1 u c i o n. En este caso P = 2x4-y, Q — x + 2y. Por esto, -^- = 1 

* dx dy 

y, por consiguiente, 

( 2 x + y)dx+(z+2y)dy = du = -p~d*+-p- dy , 

Ox oy 

donde u es la funcion quo so busca. 
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De acuerdo con la condicion -^- = 2i + y, por consiguiente, 

ox 


(2x + y)dx = x* + xy-\-<p(y). 


Pero, por otra parte, -|^-=>i + <p' (p)=x + 2f/, de donde <p'(j/) = 2p, <p(j/): 

= j,a + c 


y 

Finalmentc, 


u = x- -f- xy -)- y* -J- C. 


(2x -f- y) dx -f- (x + 2y) dy = d (r* -f xy yi + C). 

2°. Caso de tros variables. Analogamento, la oxpresion 
P(x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy + R{x , y, z)dz, 
on quo P (x, y, z), Q(x,y,z ) y R (x, y, j), junto con sus dcrivadas parcia- 
les de l er ordon, son funciones conlinuas <le las variables x, y, z representa 
la diferencial oxacta de una funcion determinada u (x, y, z), en un recinto 
simplemente conexo D del ospacio. cuando, y solo cuando, en D se cumpla 
la condicion 

SQ ^ _0P_ _0/l_ = jQ_ OP _ dR 

dx dy ' dy az ’ dz ~ dx 
E j o m p 1 o 2. Cerciorarse de que la expresidn 

(3* 2 + 3p -1) dx +(z 2 + 3x) dy + (2yz+l)dz 

cs la diferencial oxacta de una funcion y hallar dicha funcion. 

Solucion. Aqui P = 3x*+3y — 1, Q^z^ + Sx y R = 2yz + 1. Estable- 
cemos, que 

OQ OP OR dQ OP OR 

dx ’dy ’ ~W~ z ~z ~^~0T 

y, por consiguionte, 

(3i a -|-3jr —1) dz + (z a + 3;r) dy+(2yz+i) dz~du*=-^dx-\-^-dy- (--f— 

dx dy dz 

dondo u es la funcion que se busca. 

Tenemos: 

~ = 3z t +3y— 1, 

es decir, 

“= ^..(3* a -f3y — l)dx = z* + 3jry — z-fqj(y, z). 


du dip 


Do otra parte, 
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de donde -^- = z 2 y -£2- = 2yz+i. El probloma se reduce a buscar una fun- 

cion de dos variables <j> (y, z), cuyas derivadas parciales se conocen, habien- 
dose cumplido la condicion de diferencial exacta 
Hallamos <p: 




_£<p _ 


dz 


‘lyz+ty' (z) = 2yz + 1, 


e$ decir, <p(y, z) = 


2'<*) = 1. t|>(s) = s + C, 

!yz't-\-z-\-C. Y, finalmonte, obtenemos 
u = x 3 -f- 3xy — x -f- yi* -(- 1 -f- C. 

Despues de comprobar que las expresiones que se dan mas abajo 
son diferenciales exactas de eiertas funciones, hallar estas fun- 
ciones. 

1926. y dx A-x dy. 

1927. (cos x + Sx^y) dx +(X s —y*)dy. 

(x -■ r 2y)dx + ydy 


1928. 

1929. 


*+2y 
x 2 + y~ 


dx - 


2 x—y 
x 2 -hU 2 


dy. 


1930. ±dx—^-dy. 


1931. 


-dx- 


dy. 


y b de tal forma, que Ja 


V**-lV* V* a -f-y* 

1932. Determinar las constantes a 
expresion 

(ax 2 +2xy -f y*) dx — (j 2 -f 2 xy -f by 2 ) dy 

W+t 5 ? 

sea la diferencial exacta de una funcion z, y hallar esta ultima. 

Despues de comprobar que las expresiones que se dan inas abajo 
sou las diferenciales exactas de ciortas funciones, hallar estas 
funciones. 

1933. (2x + y + z) dx -f (x -f 2 y-\- z) dy -f (x -f y + 2z) dz. 

1934. (3x 2 -f 2,y 2 3z) dx -f- (4xy 2y — z)dy-\- (3x— y —2) dz. 

1935. (2xyz —3i/ 2 z + 8xy' 1 -| - 2) dx -f- 

4- (x 2 z — 6 xyz -|- 8 x 2 y -f- 1) dy 4- (x 2 y — 3xy 2 + 3 ) dz. 

1936 - 


1937. 


x dx -f- y dy + z dz 
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1938*. Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes 
de coord enadas: 

y_ » y— U 

(x+v)*' (z+y)* ’ 

doiide X es una raagnitud constante. tCual debe ser el coeficiento X, 
para que la fuerza tenga potencial? 

1939. dA que condicion debe satisfacor la funcion f(x, y), para 
que la expresion 

f{x, y)(dx+dy) 

sea una diferencial exacta? 

1940. Hallar la funcion u, si 

du — f ( xy ) (y dx -j- x dy). 

§ 9. Derivaclon de funciones Implicltas 

1. Caso de una variable indcpendiente. Si una ecuacidn 
/’(at, y)=0, donde / (x, y) es una funcidn diferenciablo do las variables x 
o \y, dotormina a y como funcion de x, la derivada de esta funcion dada on 
forma implfcita, siompre que f ' v (x, y)=t= 0, puede hallarse por la formula 

a) 

dx y) 

Las [dorivadas de drdoncs suporioros se hallan por dorivacidn sucesiva 
de la formula (1). 

E j e m p 1 o 1. Hallar ~ y —x , si 
* dx * dx 2 

< x t + p2)3—3 (x* + p*) +1 = 0. 

S o 1 u c i 6 n. Designando cl primer miembro dc esta ccuacion por 
/(*, y), hallamos las derivadas parciales 

lx (x, y) = 3 (x2+y2)2.2*-3-2-r = 6* [<*»+ y"-)* -1 J, 

tv (x, y) = 3 (x* + y2)2.2y - 3 • 2y = 6y f(x2 + v >)i -1 J. 

De dondo, aplicando la formula (1), obtenemos: 

dy lx (x, y) 6 x((x 2 + » 

dx fv(x,y) |(x 2 + p 2 ) t —1] y ' 

Para hallar la segunda derivada, dorivamos con respocto a x la primora derivada 
quo hemos oncontrado, teniendo on cuenta al hacerlo que y es funcion de x: 

d ! X\ X ' V ~ X Tx y —X-(—~) J2+Z2 

rfx2 dx \ y ) 1/2 yi — y» i 

2. Caso de varias variables indope ndientes. Analoga- 
monte, si la ecuacion F (x, y, z) = 0, donde F (x, y, z) es una funcidn dife- 
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renciable de las variables x, y y z, deterrnina a 2 como f unci on de las 
variables independientes x e y, y Fz (z, y, 2 ) =fc 0, las derivadas parciales 
de esta funcidn dada de forma implicita pueden hallarse por las formulas; 

dz F' x (x, y, 2 ) dz Fy(x, y, z) 2 

dx Fz (x, y, z) ’ 3y y z ( z , y% z ) ' 

Otro procedimiento para hallar las derivadas de 18 funcion z es el siguionte: 
diferenciando la ecuacidn F(x, y, z) = 0, obtenemos: 

Tr dx+ -w dv+ ^r dz =°- 

De donde”puede determinarso dz, y por consiguiente — y 4-4- . 

Ej 0 m p l[o 2. Hallar y 4f- , si 

x 2 — 2p 2 -f 3z»— yz + y = 0. 

S o 1 u c]i o n. l or procedimiento. Designando al primer miombro 
de esta ecuacidn por medio de F (x, y. z), hallamos las derivadas parciales 

Fx(x, y, z) = 2i, f' v (x. y. z)= — Ay — z + 1, 

Fz(x, y, z) — 6z — y. 

Aplicando la formula (2), obtenemos: 
jr dz\ Px (x, y, z) _ lx m dz _ F' v (x, y, z) 1 — 4 y — z 

Ft (x, y, z) 6 t-y ’ dy F z (x, y, z)~ Gz-p 

2° procedimiento. Diferenciado la ecuacidn dada, obtenemos: 
2xdx — 4y dy+6zdz — y dz — z dy-\-dij = Q. 

De dondo determinamos dz, es docir, la diferencial total de la funcidn 
implicita: 

2xrfx-|-(l—4p —z) dy 


Comparandola con la formula dz = 


y—Gz 
dz , 


- dy, vemos, quo 
-4 y—z 


dz _ 2x dz 1—4 y — z 

~dx y — Hz ' dy ~ y~6z 

3°, Sistema de funciones implicitas. Si el sistema de dos 
ecuaciones 

l F (z, y, u, e) = 0, 

1 G(x, y, u, o) = 0 

deterrnina u y v como funciones diferenciables de las variables x e y, y el 
jacobiano 

dPdF 

D (F, G) du dv 

D (u, v) dGdG 

du dv 
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las difercnciales do ostas funciones (y por consiguionto, 
parciales) so pueden hallar do las siguiontes ecuaciones 

dx - - dy + —— du + —— dv = 0, 

Ox dy du dv 


i 9G OG , , . . dG . , 

l -te dx+ -af dy+ -a^ du+ -o ^ dv=0 


sus derivadas 


(3) 


dy ' du 

E j o m p l o 3. I.as ecuaciones 

-z + y, 

determinan u y r como funciones de x o 


... du du 
V ' hal,ar Ix'ly' 


S o 1 u c i 6 n. l cr proccdimicnto. 
con respecto a x, obtonemos: 


dv dv 
lx y ~!y ’ 
Derivando ambas ecuaciones 


du dv _ 
dx ' dx 


■ l. 


de dondo 


du - dv n 
u + x — + y — = Q, 


du 

lx 


AnAlogamente, hallamos: 

du _ 
dy~~ 


dx 

_u±y_ 
x — y 

v-\-V 


dv 

dx 

dv 

ly 


,u+* 

‘ <j 


p-(-i 


dos ecuaciones quo 


x — y Oy x—y 

2° procodimiento. Por derivacion hallamos 
rclacionan ontro si las cuatro variables: 

du -f dv=dx -f- dy , 

* du + u dx -+- y dv -f v dy = 0. 

Rosolviondo osto sistema respecto a las diferenciales du y dv, obtc- 


nemos: 

du-- 

Du dondo 


(n + y) dx + (v+y)dy 
x — y 


du 

dx 

dv 


u + y 
x — y 
u+x 


dt . (u+x)dx->r{v + x)dy 

x—y 

du u 


dy X — y 

dv v-\-x 


dx x —y ’ dy x — y 

4°. Funciones dadas en forma parametric a. Si la funcidn 
diferonciable s de las variables x e y so da en ecuaciones parametricas 

x = x(u, v), y —y (u, v), z = z(u,v) 
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la diferencial de esta funcioa se puede hallar dol sistema do ccuaciones 

, dx Ox , 

dx = du -j- —— dv, 
du dv 

. dz dz 

dz = — du + — dv. 

s. du dv 

Conociendo la diferencial dz = pdx-\-q dy hallamos las dorivadas parciales 
dz dz 


dx 


-p y - 7 — =o. 
p 1 dy 


E j o in p 1 o 4. La funcioa z de los arguracntos x e y viene dada por 
las ecaaciones 

x=u-{-v, y~u 2 ~i-v 2 , z = u a -j- v 3 (« i»). 

11 11 dz dz 
Hallar — y — . 
dx dy 

Sol u cion. proccdimiento. Por diferenciacidn hallamos 
tres ecuaciones que relacionau entre sf las ciuco variables: 

( dx = du-\-dv, 

4 dy = 2udu-\-2vdv, 

l dz = 3u 2 du + 3a 2 dv. 

De las primeras dos ecuaciones despejamos du y dv: 


du = 


2 vdx — dy 
2 (v—u) 


dv - 


dy —• 2 u dx 
2 (a — u) 


f’onemos en la tercera ecuacidn las oxprcsiones asi doterminadas de du y dv: 
dz = 3u 2 

2 (v—u) ' 2 (a — u) 


§uv(u — v) dx+3 (a 2 — u 2 ) dy , , 3 , . , , 

-- 2j^u) -— = —3 uvdx+ Y (u+v) dy. 


11 c donde 


dz 


dz 


-=-3uv. ~ = -(u + v). 


dx ’ dy 2 

2° procedimionto. De la tercora ecuacidn dada se pucdc hallar: 

(5) 


dz Q .,2 du i n a dv dz v 9 da do 

—— = —^3e 2 —— ; —— = 3u‘ — — \-3v 2 -r— . 

dx dx dx dy dy 1 dy 


Derivainos las dos primeras ecuaciones, primoramente, con rospecto a x, 
y dcspues, con respecto ay: 


du dv 


du dv 
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Dei primer sistoma tenemos: 

du v dv u 
Ox v —u‘ Ox u — o 


Del segundo sistenia tenemos: 

du 1 dv __ i 

dy ~2 (u— e) ’ Oy “2(i>—«) ' 


Ponicndo las expresioues ~ y xjl on la formula (5), obtenemos: 


> 3u 2 • 


dz 
~ 0 x 

— =3u 2 - 

dy 2(u — v) 


V —u 

i 


-3 


-= — 3 uv. 




1941. Sea y una funcion de x, determinada por la ecuacion 



Hallar 


dy <Py 

dx ' dx a 


y 


d 3 y 
dx 3 ■ 


1942. Sea y una funcion determinada por la ecuacion 

x 1 -f y* + 2axy = 0 (a>l). 

Deinostrar, quo ^.=0 y explicar el rcsultado obtenido. 

1943. Hallar -g-, si y = l+y\ 

1944. Hallar ^ y g, ai y^x+lny. 

1945. Hallar (£)_, y (g)„,. ri 

x- — 2 xy + y* + x-{• y — 2 = 0. 

Utilizando los resullados obtenidos, represen tar aproximada- 
mente ia grafica de esta curva en el entorno del punto x = i. 

1946. La funcion y esta determinada por la ecuacion 


In l/ar*-}-i/ z = aarctg — (a^=0). 
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1948. La funcion z de las variables x o y se da por la ecuaci6n 


*3 + 2 if + 2 s - 3 xijz - 2y + 3 = 0. 


Hailar -4^- y . 

Ox J dy 

1949. Hailar JL y £- 
Ox J dy 


SI 


x cos y~ry cos z-\-z cos x— 1. 

1950. La funcion z viene dada por la ecuacion 
** + y a — z a —xy = 0. 

Hailar-^- y para el sisteiria de valoresa;= —1, 0 y z = 1. 


1951. Hailar 


dz 


Ox 


dz 

~oy~ 


d*z 

dx* 


cftz 


b*z 


’ S1 ■5r+‘6T + ^- 1 - 

1952. f(x, y, z) = 0. Demostrar, que ~ = —1- 

1953. z = <p(;r, y), donde p es funcion de x, determinada por la 
ecuacion ij> (x, y) = Q. Hailar . 

1954. Hailar dz y d 2 z, si 

x* 4- y 2 + z 2 — «*• 


Oxdy 


1955. Sea z una funcion de las variables x o y determinada 
por la ecuacion 

2x 2 -f 2 y 2 -j- z* — 8xz — z + 8 = 0- 

Hailar dz y d*z para ol sistema de valoros x = 2, y = 0 y z = l. 

1956. Hailar dz y d*z, si in z = x-\-y-\-z=\. cA que son 
iguales las derivadas priiuera y segunda de la funcion z? 

1957. Sea la funcion z dada por la ecuacion 

x 1 + y 1 + z 2 — <p (ax + by -f cz), 

donde (p es una funcion cualquiera diferonciable y a, b, c, cons¬ 
tants. Demostrar, que 

(«/ — bz)~+ (az — cx) -g- = bx - ay. 


1958. Demostrar quo la funcion z, determinada por la ecuacion 
F{x—az, y — bz) =0, 

donde F es una funcion diferenciabie cualquiera de dos argumentos, 
satisface a la ecuacion 
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1959. =0. Demostrar, que x jjr + y = z. 

1960. Domostrar, quo la funcion z, detenninada por la ecua- 

cion y= xcp (z) (z), satisface a la ecuacion 

0 2 z I dz y 2 d s dz 0 ‘z 0 2 z / dz \ a » 

dx 2 \ dy ) Ox dy Ox dy ‘ dy- V, Ox ) 

1961. La3 funciones y y z de la variable indepondiente x se 
dan por el sistema de ecuaciones 

* 2 + {/ a —z a = 0, «t + 2y* + 3*«-4. Hallar % , A , g y -g- para 
x=i, t/ = 0 y 2 = 1 . 

1962. Las funciones y y z de la variable independiente x se 
dan por el sistema de ecuaciones 

xyz = a, x + y + z = b. 


Hallar dy, dz , d*y, d 4 z. 

1963. Las funciones it y»dc las variables independientes x e y 
se dan por el sistema de ecuaciones implicitas 

u = z + y, uv — y. 

Calcular 

dit ou il 2 u d 2 u d 2 u Ov dv d 2 v 0 s v d 2 v 
~dx ' ~dy ’ Ox? ' ' Ox dy ' dy 2 ' Ox ’ dy ' Ox 2 dx dy ’ dy * " 

x = 0, y=l. 

1964. Las funciones u y v de las variables independientes 
x e y se dan por el sistema de ecuaciones implicitas 

u + v = x, u — yv-0. 

Hallar du, dv, d 2 u, d 2 v. 

1965. Las funciones u y v do las variables x o y se dan por 
el sistema de ecuaciones implicitas 


* = q>(», v), y = ^(u,v). 


Hallar 


du thi dv dv 
dx ’ dy ’ dx y dy ' 


1966. a) Hallar y , si x = u cos o, y = u sen v y z = co. 

b) Hallar y , si x = u-\-v, y — u — v y z = «y. 

c) Hallar dz, si x-f-e“ + “, t/ = e u ~° y z = uu. 
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1967. z = F(r, 9 ), donde r y 9 son funciones de las variables 
z e y, determinadas por el sistema de ecuaciones 


a: = rcos 9 , p = rsenq>. 


Hallar 4- y £ 


dx 


1968. Considerando z como funcion de x e u, ha liar 4-Y 4-, 

dx J dy ’ 


si x = a cos 9 cos ij), y ■■ 


■ b sen 9 cos t|), 

2 = csen t|>. 


§ 10, Cambio de variables 

Cuando se cambian las variables en las exprosionos diferenciales, las 
derivadas quo entran on ellas deben expresarse por medio de derivadas con 
respecto a las nucvas variables, aplicando para ello la regia do diferencia- 
cion de funciones compueslas. 

1 °. Cambio do variables on las expresiones que con- 
tionen derivadas or d inarias. 


E jem pi 0 1 . 


Transformar la ocuacion 
d z y , o_ dy , a * 


dx* 


+ 


TST*'!* 




ponicndo x = — . 

Soluci 6 n. Expresamos las derivadas de y rcspocto a x por medio 
las derivadas de y con respecto a t. Tenemos: 


dy dy 

dy _ 1 it <lt _ dy 

dx ~ dx _ 1 - dt ' 

dt ~W 


de 


J_ ( dy \ 
d s y _ d / dy \ _ dt \ dx ) 
dxi dx \ dx ) dx 

dt 



Poneinos las expresiones do las derivadas halladas on la ecuacion dada 
y cambiando x por t , obtoncinos: 


o 




0 


i 5—1016 
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E j e m p 1 o > 2. Transformar la ecuacion 

x , My \ 3 &, Q 

dx- ^ l dx ) dx ' 

tomando y como argumento y x como funcion. 

S o 1 u c i 6 n. Exprosamos las derivadas do 
las derivadas de x respecto a y 


y respecto a x por modio de 


dy_ 

dx 


1 

dx 

dy 


d 2 y 


_ d /_ 1 \_ d_ /J_\dy 

~ ■ 1 dx_ “ dy dx 1 3 - 

. dy ) V dy 


d*x 
dy 2 


d 2 x 

dy 2 


dx 2 dx | dx ] dy ( dx | dx l dx\ 2 dx_ /dx^ 3 

V dy ) dy \dy) 

Ponicndo estas expresiones de las derivadas on la ecuacion dada, tcndremos: 

d*x ‘ 

r dy " I 1 1-n 

fdx \ 3 T (dx\ J dx_ ' 

\d» J Vd!/J dy 

o, finalmentc, 

«$-*+(£)■-* 

E j e m p 1 o 3. Transformar la ccuacidn 

dy_ x+y ' 
dx x—y 

pasando a las coordenadas polarcs 

x — r cos <p, y — r sen <p. (1) 

Solucidn. Considerando r como funcion de q>, de la fdrmula (1) 
obtenemos: 

dx =-cos ip dr— r sen q> dcp, dy = sen <p dr-\-r cos cp dcp, de doude 

dr 

, , . , son cp -1- r cos cp 

dy son q> dr-\- r cos cp dcp dq> _ 

“ coscpdr— rsencpdcp dr 


dx 


cos cp — r sen cp 
dy 


Poniendo en la ecuacion dada las expresiones de i, y ^ tondromos; 


dr 

sen cp + r cos cp 


r cos <p+r sen <p 


dr 

coscp-^j—rscncp 


r cos <p —r sen 9 


0 , despuSs de simplificar, 
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2°. Cambio do variables en las cxpresiones gue con- 
tionen derivadas parcialos. 

Ejem.plo 4. Transformar la ecuacion de las vibraciones de la cuerda 


d 2 u - o-u 


(a^O) 


a unas nuevas variables indepondientes a y P, donde a=x — at, (5 = x-j-at. 

S o 1 ii c i 6 n Expresamos las derivadas parciales de u con respecto aiyl 
por medio de derivadas parciales do u con respecto a a y 0. Aplicando las 
formulas de derivacion ao Funciones compucstas 


obtenemos: 


du 

~dt 


du 

da 

du dp 


du 

du da 

~ da 

dr 

' + dP dt 

* 

Yx~ 

da dx 

du 

du 

(-») + - 

du 


( du 

dt ~ 

da 

af 

a =a 

{ dP 

du 

du 

, , du 


du 

du 

dF^ 

da 

‘ i+ W 

■ i 

da 

+ W 


du 0$ 


Volvcmos a derivar aplicando estas mismas formulas: 
d a u d t du \ d 1 du \ du d / du \ d p 

ef { at ) "d« l dt ) ot + dp { at ) dt 



O D" u . \ . 

' Wa 2 dad^ap)' 

d 2 u d_ /_du_\ _d_ f_du_) do_ _d_ rjjut _£P__ 

dx t ~ dx \ Ox ) ~ da. \ dx ) dx dp \ dx } dx ~~ 

( d 2 « d*u \ . . / d*u , d 2 u \ , d 2 u , d 2 u 

=S l"d^' + dadp ) ‘ 1 + [ dadp + dp 2 J ' 1 da 2 + “ dadp + 0^ ' 


Poniendolo en la ecuacion dada, tondremos: 


a2 ( 


d'u 

da 2 


d 2 u 


da dp 


. d-u \ / d-u . 

^-dp-j^ 0 \~d& +/ - 


d 2 u 


da dp 


. ^ 2 u \ 

+ ‘W ) 


o bien, 


d 2 u 


da dp 


= 0. 


Ejomplo 5. Transformar la ecuacion -p 2 -^-= 2 2 , tomando 

como nuevas variables independientes u = x, i>=—--j-, y como nueva funcidn 

i 1 
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Solucion. Expresamos las dcriv.idas parciales y mediante 

las derivadas parciales y . Para ello, diferenciamos las relaciones 
dadas cntre las variables antiguas y las uuevas 

di 
li 


, , , dx dy . dx dz 

du=dx, dv=- 5 —^r. dw = ~ r = - r . 


Por otra parte, 


Por esto 


, dw dw 
aw = -r — du-\ —r— dv. 
du ' dv 


dw , , dw , dx dz 
.du-^~dv = —-^. 


du 


o bien, 


De aqui quo 


dw dw / dx ily \ _ dx dz 

-fa X + ~dv \ 7* ) ~ W ‘ 


, „ / 1 dw 1 dw \ , , z 2 dw . 

— ) dX +-yt-fa dil 

y, por consiguionto, 

/ i dw i dw t 
l x 2 du x 2 dv / 


dz 

dx 


dz _ z 2 dw_ 
dy ~ y 2 ~dv 

Poniondo estas expresiones en la ecuaci6n dada, obtonemos: 

, , f 1 dw 1 dw \ dw „ 

** (. x 2 du x 2 dv ) + Z ‘ Ov ~ Z ~ 


o bien, 


dw 

du 


=0. 


1969. Transformar la ecuacion 


d‘y 


dx 2 1 dx 

hacientfo x = e ( . 

1970. Transformar la ecuacion 


2x%+y = 0. 


(i-*•)■&-* ^“0, 


dx 


poniendo z = cosi. 
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1971. Transformar las siguientes ecuaciones, lomando y como 
argumento: 


■>*+*(£)■- o, 


b) 


dy d a y q 
dx dx* 



1972. La taiigonto del angiilo p, formado por la tangente MT 
y el radio vector OM del punto de langencia (fig. 69), se expresa 
de la forma siguientc: 







Transformar esla cxpresion, pasando a las coordenadas polares: 
a: = rcoscp, y^rscncp. 



1973. Expresar la formula de la curvature de una llnea 

v" 

[l + (»')*l 4/k 

on coordenadas polares a; = rcosq>, y = /-sen<p. 

1974. Transformar a las nucvas variables indepcndientes u y v 
la ecuacion 


y 




si u = x, v — x 2 -\-y 2 . 

1975. Transformar a las nuevas variables independientcs u y v 
la ecuacion 


si u = x, 



dt . dz 

Iv-fi/l-Z=0, 

dx ' 3 dy ’ 
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1976. Transformar la ecuacion de Laplace 

ifiu. , a*u n 
Ox* + dy* — U 

a las coordonadas polares r y <p, poniendo 

x = rcos<p, y=.rsentp. 

1977. Transformar la ecuacion 


d 2 z 


dx* 


» d 2 z 


hacicndo u = xy, v = ~. 

1978. Transformar la ‘ecuacion 

yn- x w ={y - x)z ' 

introduciendo las nuevas variables independientes 
u=z i +y*, u = i- + i- 

y la nueva funcion w = In z — (x+ y). 

1979. Transformar la ecuacion 




d*z 


d"-i 

dy* 


■ o, 


Ox* dx dy 

tomando como nuevas variables independientes 

u = x + y, 

y como nueva funcion w — ~ . 

1980. Transformar la ecuacion 


x 






0 , 


dx 1 ' Ox dy 1 

poniendo u. = x-fy, v — x~y, w — xy — z, donde w = w(u, v ). 


§ 11. Plano tangente y normal a una superflcle 

1°. Ecuaciones del piano tan Rente y do la normal 
para el caso en que la superficie osla dada de forma 
explicits. Recibe el nombro do piano tangente de una superficio en el 
punto M (punto do contacto) cl piano on quo estan situadas todas las tan- 
gentes en el punto M, a las curvas trazadas en dicha superficio quo pasan 
por csto punto M. 

Se llama normal do una superficie a la recta perpendicular al piano 
tangento en el punto de contacto. 

Si la ecuacion de la superficio esta dada de forma oxpllcita en un sistoma 
de coordenadas cartesianas, z = f(x, y), dondo f (x, y) es una funcion diferon- 
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ciable, la ecuacjdn dol piano tangente en el punto M (x 0 , y 0 , z 0 ) a la super¬ 
ficie sera 

Z—z 0 = /*(xo- Uo)(X~ *o) + /»( z o» Vo)(^ — Ho)- 

Aqui z 0 = /(x 0 , y 0 ) y X, Y, Z, son las coordenadas variablos de I03 puntos 
dol piano tangonto. 

Las ecuaciones de la normal tienen la forma: 


X —x u _ Y — y n _Z — - 0 
fx(x 0 ,y 0 ) l' v (x 0 , y 0 ) — 1 


( 2 ) 


dondc X, Y, Z, son las coordenadas variables de los puntos de la normal. 

Ejemplo 1. Escribir las ecuaciones del piano tangente y do la nor¬ 
mal a la superficie z=-^- V 2 on so punto M (2; —1; 1). 


Solucidn. Hallamos las derivadas parcialos de la funcidn dada y sus 
va lores en el punto M. 




—2y, 


(It). 


2 . 


lie donde, aplicando las formulas (1) y (2), tondromos: z— l=2(x — 2)4? 
4-2(p + l) o bion, 2x + 2y —z — l = 0, quo es la ecuacidn del piano tangonto, 

y — ~ 1- = = 1 ~^ , que son las ecuaciones do la normal. 

2°. Ecuaciones del piano tangonto y do la normal 
para ol c a s 0 en quo la superficie osti dud a do forma 
.1 m p I i c 11 a. En, el caso cn que la ecuacion do la superficie regular cste 
dada do forma implicita 

F(x, y, z) = 0 


y F (x 0 , ijo, z 0 ) = 0, las ecuaciones correspondiontes tcndrun la forma 
K(x 0 , y 0 , *o)(X-*o> + 4(*0. If* *o)(y-yo) + ^(*o. Vo. z 0 )(Z- z o)=0. (3) 

que es la ecuacidn del piano tangento, y 

X—x 0 _ Y — yo _ Z—Zq (4) 

Fx i x a- yo< -o) Fy (xo, yp, zp) Fz (xp, y 0 , zp) 


que son las ecuaciones de la normal. 

Ejemplo 2. Escribir la ecuacion del piano tangente y de la normal 
a la superficie 3xyz— z 3 = a 3 on el punto que tiene x = 0 e y = o-_ 

S o l u c i 6 n. Hallamos la cota z dol punto de contacto, poniendo x = 0 
e y=a en la ecuacion de la superficie: —z 3 = n 3 , dc dondc z= —a. Do esta 
forma, el punto de contacto - es M (0. a, —a). , 

Designando por F (x, y, z) el primer mietnbro de la ecuacion, hallamos 
las dorivadas porciales y sus valores on el punto M: 


Fx —3 yz, 

Fy = 3xz, 

Fz = 3xy — 3z 2 , 


(Fx) M =-3a\ 
(Fy ) M — 0. 
(Fz)m — -3fl* 
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Aplicando las formulas (3) y (4), obtenemos: 

-3a2(i-0) + 0(!/-a)-3<j2 (s + a ) = 0, 
o sea, a-j- 24 -a = 0, ecuacion del piano tangonte, 

J —Q _ y — a z + a 
— 3a* 0 — 3a 4 ’ 

x y — a z-f-a 

0 sea, y-g— ==— 1 —' ecuac * oues do la normal. 

1981. Escribir las ccuaciones de los pianos tangentes y las de 
las normales a las siguienles superficies en los puntos que se 
indican: 

a) al paraboloide de revolucion z = x i -^-y' 1 , en el punlo (1; —2; 5); 

b) al cono -^- + y—T“ 0, en cI P unto (4; 3; 4); 

®) * * a .® sfera f* + 1 / 2 + z 3 = 2 Rz, en el punto (rcosa; i?sena; R). 

1982. cEn que punto del elipsoide 



la normal forma angulos iguales con los ejes coordenados? 

1983. Por.el punto M (3; 4; 12) dc la esfera x 2 + y* + z 2 = 169 
pasan pianos perpend icu I a res a los ejes OX y OY.' Escribir la 
ecuacion del piano que pasa por las tangcnles a las secciones que 
originan aquellos, en cl punto comun M. 

1984. Demostrar, que la ecuacidn del piano tangente a la 
superficio central do 2° ordeu 


ax 2 -|- by 2 + cz 2 = k 

en su punto M (x 0 , y 0 , z 0 ) ticne la forma 


axgx -f- by 0 y -f- cz 0 z = k. 

1985. Dada la superficie x 2 + 2y 2 + 3z 2 = 21, trazar a ella 
nos tangentes que sean paralelos al piano x4-4w-[-6z = 0. 
198G. Dado ei elipsoide 


**.»*,** M 

~ + 7^ + 7r= 


pla- 


trazar a el pianos tangentes que intercepten en los ejes coordena¬ 
dos segmentos de igual longitud. 

1987. Hallar en la superficie x 2 + y* — z 2 — 2x = 0 los puntos 
on que los pianos tangentes a ella sean paralelos a los pianos 
coordenados. 

1988. Demostrar, que los pianos tangentes a la superficie 
xyz = m 3 forman con los pianos coordenados tetraedros de volumen 
constante. 
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1989. Demostrar, que los pianos tangentes a la superficie 
YX +]/y +Yz =Ya inlcrcoptan en los ejes coordenados sogmen- 
tos, cuya suma es constanle. 

1990. Demostrar, que el cono 

x- . y 2 
1 ' 6 H - ^ c* 

y la osfera 

x 2 +y 2 + (z- ~ cZ )* = -gr(& f + c a ) 

son tangentes entre si en los puntos {0, ^ b, c). 

1991. Se llama angulo entre dos superficies on el punto de su 
intersection, al angulo que forman los pianos tangentes a dichas 
superficies en el punto que se considera. 

cQue angulo forman en su interseccion cl cilindro x s + p a = i?* 

y la esfera (x — /l) 2 -f l/ 2 4- z 2 -It 2 en cl punto M ( 4 " •, ; 0) ? 

1992. Se llaman ortogonales las superficies que se cortan entre 
si formando angulo recto en cada uno de los puntos de la linea 
de su interseccion. 

Demostrar, que las superficies x 2 -j-p a + z 2 = r 2 (esfera), p = x tg <p 
(piano) y z"- = (x 2 -\- y 2 ) tg 2 \J) (cono), que son superficies coordenadas 
del sistema de coordenadas esforicas r, cp, t|j, son ortogonales entre si. 

1993. Demostrar, que todos los pianos tangentes a la superficie 

conica z = x /(-f-) en su punto M (x 0 , y 0 , z 0 ), donde x 0 ^=0, pasan 

por el origen de coordenadas. 

1994*. Hallar las proyecciones del elipsoide 

x 2 y 2 z 2 — xy — 1 = 0 

sobre los pianos coordenados. 

1995. Demostrar, que la norma l, en cualquier punto de la supor- 
ficie de revolucion z = / (l/~x z -f- y 2 ) (f'^O) corta a su ejo de rotacion. 


§ 12, Formula do Taylor para las funciones de varias 
variables 

Supongamos quo la funcion / (x, y) tiene en un entorno del punto (a, b) 
dorivadas parciales continuas hasta ol orden {« + !) inclusive. Entoncos, 
en este entorno so verifica la formula de Taylor: 

1 (*• *>-/(•. &)+!/;(«, b)(x-a)+f' u {a, »)(*-&)) + 

+ -^T [/«(“. b)(x-a)l+2r xi/ (a, b) ( x -a)(y-b) + r uu (a, 6) (|r-W+... 

-+7T [ <*—]"r<«. *)+«» t*. »)• <*> 
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dondo 

<*• ^idhjr [ (I - a) ^ +(!, - ^ ’ ) ^^] 7,+, * 

X/[a + G<x-a), b + Q(y-b\ <0 < 0 < 1). 

En otras notaciones: 

/ (x + h, y + At) = /(*,,) + -Jp [hf' x (x, y) + kf' u <*, + -i- (A 3 /"* (*, y) + 

+-Mr x „ (x, y) + ur vv (x, </)i+ (a 4z+ k i) n f <** «+ 

+5TF w{ h -h + "-kT* ,t(f+tln ’ +m - <2 > 

<> Lien, 

A/(x, y) — df (x, 0>+-gj-<**/(*. y)+... 

... +-±- d»/ (*, y) + d n *f (x + 9/t; y + Oft). (3) 

En el caso particular en que a = 6 = 0, la formula (1) recibe ol norobre 
de formula de Maclaurin. 

Formulas analogas son validas para las funciones de tres y mas va¬ 
riables. 

Ejcmplo. Hollar el incrcmento quo rocibo la funcion / (x, y) = 
= x 3 —2y 3 -f-3xy al pasar do los valores x = l, y — 2, a los valores x t =l+A, 
yi = 2 + ft. 

Solucidn. El incremento quo se busca puede encontrarsc aplicando 
la formula (2). Calculamos previamente las dorivadas parciales sucesivas 
y sus valores on el punto dado (1, 2): 

f‘ x (x, y) = 3x 3 +3y, £<i; 2)~3-1 +3-2 = 9, 

f u (*. V) “ -6y s +3x, /; (1; 2)= - 6-4+31 = -21, 

/«(*. V) = 6x, /” (l;2) ==6-1=6. 

/”(*.!/) = 3, /"<l;2) = 3, 

/;;<*. F)=-l2ir, /” <1; 2) = —12-2= —24, 

?) = 0, /*wc(l; 2) =6, 

!/)=o, /«„(!; 2)=0, 

/w <*'*)" °- /^(‘;2)=°, 

/;*;„(*. -12. fy£y (1; 2) = —12. 

Todas las derivadas siguiontes seran iddnticamente iguales a cero. 
Poniondo los rcsultados obtonidos en la formula (2), obtenemos: 

A/(*» y)=/(l+A, 2+ft)—/(1, 2) = />-9 + ft(-21) + 

•f4-|A 2 -6+2ftfc-3 + ft 2 (—24)] + -rp IA 3 -6+3ft 2 ft-0+3ftft 8 -0 + ft 3 (—12)] = 

Lx 

= 9A —21ft+3A 2 +3ftft —12ft 2 + A 3 —2ft 3 . 
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1996. Desarroliar / (x -f- k, y + k) en potencias enteras y posi- 
tivas de h y k, si 

/ (z. y) = ax 3 + 2bxy -{- cy a . 

1997. Desarroliar la funcion f(x,y) —— x 3 -j- 2xy -f 3y 5 —6x— 
— 2y—4 por la formula de Taylor en un entorno del punto 
(-2; 1). 

1998. Hallar el incremento que recibe la funcion f {x, y) = x 3 y 
al pasar de los valores x—1, y= 1 a los valores 

Xj = l + h, y, = l+fc. 

1999. Desarroliar la funcion 

/(a:, y, z) =x 2 -f- y 3 -\-z 3 -\-2xy—yz —4x — 3y — z-f-4 

por la formula do Taylor on el entorno del punto (1; 1; 1). 

2000. Desarroliar f(x + h, y + k, z-f /). en potencias enteras 
y positivas de h, k y l, si 

/(x, y, z) = x 3 + y 3 + z 3 — 2xy — 2xz —2 yz. 

2001. Desarroliar por la formula de Maclaurin, hasta los ter- 
minos de 3° orden inclusive, la funcion 

/ (x, y) - e x sen y. 

2002. Desarroliar por la formula de Maclaurin, hasta los t6rmi- 
nos de 4° orden inclusive, la funcion 

/ (x, y) = cos x cos y. 

2003. Desarroliar por la formula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; 1) hasta los terminos de 2° orden inclusive, la funcion 

/<*> y) = y x • 

2004. Desarroliar por la formula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; —1) hasta los terminos de 3° orden inclusive, la funcion 

/(x, y) = e*"’. 

2005. Deducir las formulas aproximadas, con exactitud hasta 
los terminos de 2° orden, con relation a las magnitudes a y (3, 
para las expresiones 

a) arctg i±« ; k) ]/g±g±jl ±g , 
si |a| y |Pf son pcquefios en comparacion con 1. 
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200fi*. Aplicando la formula do Taylor, hasta los terminos 
de 2° orden, calcular aproximadamente: 

a) fU 03; VoM; b) (0,95)*. 01 . 

2007, Sea z una funcion implicita de x e y, determinada por 
la ecuacion z 3 —2 xz-\-y = 0, que toma el valor z=l cuando a: = l 
e y=l. Escribir varios terminos del desarrollo de la funcion z 
en potoncias crecientes de las diferencias x —1 e y —1. 

§ 13. Exfremo de una funcion de varias variables 

1°. Definicion de extrema do ana funcion. So dice que 
una funcion / ( x , y j tiene un maxima (o un minima) f (a, b) en el punto 
P(a,b), si para todos los puntos P'(x\y) diferentes do P. ae un enlorno 
suficientemente pequofio del punto P, se cample la desigualdad / (a, b) > 
> / (*, !/) (o, respectiyamente. / (a, b) < / (x, y)). El maximo o miniaio de una 
funcion recihe tambien el riombro do extremo de la misma. Analogamente 
se determine el extremo de una funcion de tres o mas variables. 

2°. Condiciones necesarins para la existencia de 
extreme. Los puntos, en que la funcion diferenciablo / (x, y) puode alcau- 
zar un extremo (es decir, los Ilamados puntos eslacionartos), se hallan resol- 
viondo el sistoma do ecuacioncs 

/;(*. y)= 0, r„(x,y)= 0 ( 1 ) 

(condiciones nccesnrias para la existencia de oxtremo). El sistema (I) os equi- 
valcnte a una ecuacion tf/(x, //) =0. En el caso general, en el punto extremo 
P (a, b) do la funcion /(x, y), o no existo dj (a, 6) o bion df (a, b)=0. 

3°. Condiciones suficientes para la existencia de 
extromo. Sea P (a, b) un punto estacionario de la funcidn / (x, y), es decir, 
df(a,b)= 0. En este caso: a) si d a /(a, b) < 0, siendo dx 2 -j- dy* > 0, /(a, b) 
es un maxima do la funcion /(x, y): b) si cPf {a, 6)> 0, siendo dx 2 + dy 2 > 0, 
f (a, b) es un minimo de la funcidn /(x, j>); c) si d 2 / (a, b) cambia de signo, 
I (a, b) no os punto extremo do la funcion / (x, y). 

Las condiciones citadas equivalen a las siguientos: sea f x {a,b) = 
= f>) = 0 y A = }" xx (a, 6), B = f" xu (a, b), C = /' ( , (a, b). Formamos el dr>- 

crinunante 

S-AC — IJi. 

En este caso: 1) si A>0, la funcion tiene un extremo on el punto 
P (", b ) y este es un maximo, si /1<0 (o C<0), y un minimo, si A>0 
{o C>0): 2) si A<0, en el punto P(a, b) no existe extremo; 3) si A = 0, 
la existencia de extremo de la funcion en el punto P (a, b) queda indeter- 
ininada (es necesario continuar la invostigacidn). 

4°. Caso de funciones de nuchas variables. Para las fun- 
ciones de tres o mas variables, las condiciones necesarias para la existencia 
de extremos son amilogas a las condiciones del parrafo 1°, (1), y las con¬ 
diciones suficientes, anaiogas a las del parrafo 3°, a), b) y c). 

Ejomplo 1. Averiguar los extremos de la funcion 
z = x 3 + 3xy 2 —i 5x — I2y. 
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S o 1 u c i 6 n. Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema 
de ecuaciones (1): 

~ = 3x a -f-3y 2 —15 = 0 —■ s 6zy—12=0 

o bien, 

| x2 + j,2-5 = 0, 

1 xy — 2 = 0. 

Resolviendo este sistema obtenemos cuatro puntos estacionarios: 

P\ (1; 2); Pi (2; 1); P 3 (-l; ~2); P,(- 2; -1). 

Hallamos las derivadas de 2° orden 


d*z 

~dx* 


— Ox, 




= 6y, 


d*z 


-6x 


y formamos el discriminante A 
cionarios. 


1) Para 

<?2z j 


el 


Pi 


pun to Pj: 
6 , A = .4C — fi 2 


' (w 

extremo. 

2) Para ol punto P 2 : -4=12, B=»6, C 
el punto Po la funcion liono un minimo. 
do la funcion cuando a: = 2, y = 1: 


Ox by 

:-4C-—i? 3 4 * 2 para cada uno de los puntos esta- 

A=(~) =6, =12, C = 

\dx 2 /Pi \dxdyjpi 

36—144 <0. Es dccir, en el punto P, no hay 


= 12; A = 144 — 36> 0, 4>0. En 
Este minimo es igual al valor 


*m fB - 8 + 6-a>-12— -2B. 

P 3 : a= -6, B — —12, C = —6; 


A =36 — 144 <0. 


3) Para el punto 
No bay extremo. 

4) Para el punto P, : . A = -\2 , P=-G, C=-12; A =144-36 > 0, 
/1<0. En el punto P 4 la funcion tiene un maximo. Este muxirno es igual a 

*mflx = 8 6-|-30+ 12 = 28. 

5°. Extremo condicionado. Se llama extremo condicionado 
do una funcidn /(x, z), en el caso mas simple, al maximo o minimo de esta 
funcion, alcauzado con la condicidn de quo sus argumentos eaten ligados 
entre si por la ecuacidn <p(x, y) = 0 (ecuncion de enlace), Para hallar el ex¬ 
tra mn condicionado do la funcion / (x, y), con la ecuacion do enlace q> (z, z) =0, 
se forma la llamada funcion de Lagrange 

F (x, y) = /(z, y) + X-<p(x, y), 

donde L os un multi pi icador constant* indeterminado, y se busca ol extremo 
ordinario do esta funcion auxiliar. Las condicioncs necesarias para que haya 
un extremo se reduceu al sistema de tres ecuaciones 


bP 

Ox 

OF 

by 


s J>Ux^L = o, 

Ox dx 


Oi 


f A 

0y 


■ 0 , 


( 2 ) 


Oy 

<p (x, y) = 0 

con tres incdgnitas, z, y, de las que, en general, se puedon deducir estas. 
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El problema do la cxistencia y el caractor del extremo condicionado se 
resuelve sobre la base del estudio del signo quo tiene la segunda diferencial 
de la funcion de Lagrango 

para ol sistcma de valores do x, y, X que investigamos, obtenido de (2), 
con la condicion de quc dx y dy eslcn relacionados entre si por la ecuacidn 

V*+*v** 0 ). 

Precisamente, la funcion j (x, y) tendra un maximo condicionado. si d*F < 0. 
y un rnSnimo condicionado, si d i F> 0. Eu particular, si el discriminants 
A para la funcidn F {x. y) en el punto ostacionario es positivo, en esto punto 
habra un maximo condicionado de la funcion / (z, y), si A<0 (o C<Q), 
y un mlnimo condicionado, si A>0 (o C> 0). 

Analogamente se hallan los extremos condicionados de las funciones 
de tres y mas variables cuando existen una o mas ecuaciones de enlace 
(cuyo ndmero debe ser metior quo el de variables). En este caso. hay que 
incluir en la funcion de Lagrango tantos multiplicadorcs indetcrminados 
como ecuaciones do enlace haya. 

E j e m p 1 o. 2. Ilallar los extremos do la funcion 

2 = 6 —4i—3y, 

con la condicidn de que las variables x e y satisfagnn a la ecuacion 

*«+»■- 1 . 


So l uc ion. Geometricamonto, ol problema so reduce a encontrar los 
valores maximo y mlnimo de la cota z del piano z — 6— 4x — iy para sus 
puntos de inlcrseccion con el cilindro x 3 + p 3 = l. 

Formamos la funcion de Lagrango 


F(x, y) = 6-4x-3y + X(z 3 + y 2 -1). , 


Tenemos, -r— = — 4 + 2Xx, —— — 
dx dy 

porcionan ol sistoma do ecuaciones 


— 3 + 2 Xy. Las condiciones necesarias pro- 


r — 4 + 2Xx = 0, 
{• —3 + 2Xy = 0, 
l jS+yZ — i. 


rosolviendo ol cual, cncontramos: 


y 


Como 



d*F 
dx 3 


= 2X, 


d'-F 



d*F 

dy- 


2X, 


dx dy 


0, 
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tenemos 


<PF=2X (dz*+dy*). 


Si = -~ e y=-^-, entonces, dV>0, y, por consiguiontc, en cstc 

M O O 

punto la funcion tiene un minirno condicionado. Si \= -, x — - - e 

M O 

3 

y =-g-, entonces, d' 2 F < 0 y, por consiguiento, en esto punto la funcion 

tione un maxima condicionado. 

De csta forma, 

Q 

*-!«.-•+ T+T- 11 ' 


z mln. 


16 

5 


4=i. 


6°. Maximo y 
funcidn, diferenciablo 


mlnimo absolutos de la 'funcion. Twin 
en una region acotada y cerrada, ^alcanza su valor 



maximo (minirno), o en un punto estacionario, o en un punto de la frontera 
de la regidn. 

Ejemplo 3. Determinar los valores maximo y minirno de la funcion 
z = * s + i / 2 —xy + x + u 

en la region 

*< 0 , >/< 0 , — 3 . 

Solucion. f.a region indicada os un triangulo (fig. 70). 

1) Hallamos los puntos estacionarios: 

r 2i —y-f-l=0, 

1 z' u = 2y — x+i=0; 

de dondo x= — 1. y= — 1; obtenemos el punto M( — 1; —1). 

En el punto M el valor de la funcion es z M =—1. No es necesario 
investigar si hay extreruo. 

2) Examinamos la funcion en la frontera de la region. 

Cuando x = 0. tenemos que z = y 2 -\-y, y ol problema se reduce a buscar 
cl maximo y minirno absolutos de esta funcion de un argumento en el 
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segmento —3-<y^0. A1 hacer csta investigation, hallamos que 

i 

abs.)x=o = 6 en el P “ nt0 (°; -3) y < z mfn. nbJx-O^- 4 * e “ el pun- 


to 




Cuando j/=0, ol)tencmos que z = z 2 -(-x. Analogamente hallamos, que 
< z m«*.ah S .)i,=0 = 6 en el P unl ° (“3; °) y ( z mIn.ab8.)«-.0 = ~T en el P uato 

(-■i-o). 

Cuando x-\-y =—3 o bicn y= —3—x, tendremos que z^=3z 2 + 9z + 6. 

3 / 3 

Analogamente hallamos, que (* m |„. a bs.)*+i/=-3 = ~ Y cn ol P unto ( ~Y ; 


3 \ 

“tJ: ( s mto.abg.)*+v=- 3“ 6 co^'de con (z mSx . abs .) x= . 0 y con 
abs.)i/= 0 - En la rccta x + y=— 3 se podrla hacor la investigaci6n de 
la existoncia de cxtremo condicionado sin recurrir a la funcion dc un solo 
argumonto. 

3) Cotnpnrando todos los valores de la funcion z obtenidos, llegamos 
a la conclusion do que - nlJSx _ ab8i = 6 en los puntos (0; —3) y { — 3; 0) y 
z mln. abs. “ on P unl ° cstacionario M. 


Invcsligar si tienen extremos las siguientes funciones de dos 
variables: 

2008 . z = (x-l) 2 +2y\ 

2009 . z = (x — 1 )* — 2 #*. 

2010 . z = x 2 + xy-\-y 2 — 2x — y. 

2011 . z — x 2 y 2 ( 6 — x — y)(xl>0, 0 ). 

2012. z = *« + !/* — 2z* + 4xy— 2y 2 . 

2013 . «-*»/1 


2014. 

2015. 

2010. 


z = i-(x* + y*f\ 
z = (x 2 + y 2 ) «-(*•+»•). 
... 1 -M-y 

Vi+**+»■ 


2016.1. * = -§- + -J- + ¥ (x> 0 , y> 0 ). 


2016.2. z = e x ~ u (r 2 — 2y' i ). 

Hallar los extremos de las funciones de tres variables:- 

2017. u = x 2 -\-y 2 + z 2 — xy + x~ 2z. 

2018. “ = + -j-(*> 0 , y>0, z> 0 ). 
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Hallar los extremes de las funciones z, dadas de forma im- 
plieita: 

2019*. x 3 + y 2 + z 2 — 2x + 4y — 6z — 11=0. 

2020. z 3 — y 2 — 3z + 4i/-f-z s + z—8 = 0. 


Determinar Ios extremos condicionados de las funciones: 

2021 . z — xy, si z^-y = l. 

2022. z = x+2y, si z 2 + y s = 5. 

2023. z = x t + y*, si -£-+-£- = 1. 

2024. z = cos 2 x -f- cos 2 y, si y — x = ~-. 

2025. u = x — 2y-\-2z, si x 2 -f- y 2 -f- z a = 9. 

2026. u=z 2 f|/ 2 + z 2 , si —■+ + = 1 (a>&>c>0). 

2027. u = xy 2 z 3 , si x+y + z = 12(zi>0, y>0, z>0). 

2028. u = xyz con las condiciones: z+jr.-j-«*= 5. 

xy+yz+zx=* 8 . 

2029. Demostrar la desigualdad 


Z-+II + Z 

3 


>yzyz, 


si x>0, y>0, z>0. 

Indicaci<5n. Buscar ol mfiximo do la funcion u=xyz con la condi- 
cion do quo * -j- y ■+• z = S. 

2030. Determinar el mdximo absoluto de la funcidn 


z=l+z + 2y 

en las regiones: a) x» 0 , y> 0 , x + y<l; b) x> 0 , y< 0 , x~ y<l. 

2031. Determinar el maximo y minimo absolutos de las fun- 
cioncs: a) z — x 2 y y b) z = x a — y 2 en la region £ z -f y 2 < 1 . 

2032. Determinar el maximo y minimo absoluto de la funcion 

z = senx-f-sen y-f-sen(x-j-y) en la region 0 <x<-?-, 0 < y < —- . 

2033. Determinar el maximo y minimo absoluto de la funcidn 
z = x 3 + y 3 — 3xy en la region 0<z<2, — l<y<2. 


§ 14. Problemas de determinacion de los maxlmos y minlmos 
absolutos de las funciones 

Ejemplo i. Hay que dividir un numero ontero a en tres sumandos 
no negativos de manera que el producto de estos sea maximo. 

Sol uc ion. Scan Ios sumandos quo se buscan x, y, a—x—y. Busca- 
mos el maximo absoluto de la funcion j (x, y) = xy (a—x—y). 

16-1016 
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2036. Entre todos los triangulos de perimetro igual a 2 p, ha¬ 
liar el que tiene mayor area. 

2037. Haliar el paraleleplpedo rectangular de area S dada, que 
lenga el mayor volumeu posible. 

2038. Representar el numero positivo a en forma dc product o 
de cuatro factores positivos, cuya suma sea la menor posible. 

2039. En el piano XOY hay que haliar un punto M(x, y) tal, 
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las Ires 
rectas, a: = 0 , y = 0 , x —■ r/ —J -1 = 0 , sea la menor posible. 

2040. Haliar el triangulo dc perimetro 2 p dado, que al girar 
alredodor do uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un piano se dan tres puntos maloriales P,(ar,, y { ), 

Pz{xz,yz) y y 3 ), cuyas masas respectivas son m u m z y m 3 . 

cQue posicion debera ocupar el punto P(z, y) para que el momento 
cuadratico (momento de incrcia) de oslo sistema de puntos, con rela- 
cion a dicho punto P (os decir, la suma m. 1 P ,/ >3 ■\-m z P 2 P' i + m 3 P 3 P 1 ) 
sea el menor posible? 

2042. Hacer pasar un piano por el punto M (a, b, c) que lorme 
con los pianos coordenados un telraedro que tonga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralolepipedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044. Calcutar las dimensiones exteriores quo debera toner uri 
cajon rectangular abierto, del que se dan el espesor dc las pare- 
des 6 y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible do material. 

2045. ^En que punto de la elipso 


a a i- b tt - 1 


la tangonte a esta forma con los ejes coordenados ol triangulo 
de menor area? 

2046*. Haliar los ejes de la olipse 

5x a + 8 xy -f 5 y- — 9. 

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya stiperficie 
total sea maxima. 

2048. Los cursos de dos rios (dentro de los limites dc una 
region determinada) representan aproximadamente una parabola! 
p = x a , y una recta, x — y — 2 = 0. Hay que unir estos rios por 
medio do un canal rcctilineo que tenga la menor longilud posible. 
^Por que puntos habra que trazarlo? 

2049. Haliar la distancia mas corta del punto M( 1, 2, 3) a la 
recta 
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Por el sen lido quo ticnc ol prohloma, la funeion i (x, y) ae examina 
denlro de! triangulo corrado x]>0, y !>0, x + y <c (fig- 71). 

Rosolvicndo ol sislema 


l' x (x, V) - y(a—2x—y)=Q, 
t'y (*. U) = x (a —x—2y)=0, 
obtenoinos para el interior del triangulo un solo punlo estacionario 
y ; y j . Para el comprobnmos si so cumplcn las condicioncs necesarias. 
Temsmos 

/^(*, V)**—2U, f* u (x,y)=a-2x—2y, (x, jr) = —2*. 

( a a \ 2 

~S~ ’ ”3 / —-jj-«. 



A = AC — 17 s > 0, /1<0. 

Es decir, la funciou tieno maximo on el punto 




Como en el contovno del triangulo la fuucidn / (x, y) = 0» oste maximo 
sera el maximo absoluto de dicha funeion, es decir, el producto sera maximo 

cuacdo x = y = a — x — y = -^- y el valor maximo del mismo sera igua] 

o 

a 3 


Ohservuc.ion. Eslo problema podria baberse resuolto tnmbien por ol 
mclodo del extremo condicionado. buscando ei maximo de la funciou u = xyz 
con la condic-ion do quo x-\-y+z = a. 


2034. Enlre lodos ios paralclepipedos roc lan go lares de volumen 
V dado, hallar aqnel cnya superficie total sea menor. 

2035. iQue dimonsiones debera toner un bafio abierto, de volu- 
inen V dado, para que su superficie sea la menor posible? 
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2036. Entre todos los triangulos de perimetro igual a 2p, ha- 
ilar el que tiene mayor area. 

2037. Hallar el paralelepipedo rectangular de area S dada, que 
tenga el mayor volumen posible. 

2038. Represeutar el numero positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, cuya suma sea la menor posible. 

2039. En el piano XOY hay que hallar un punto M (x, y) |al, 
que la suma de los cuadrados dc sus distancias hasta las Ires 
rectas, a; = 0, y = 0 , x — y-f-l= 0 , sea la menor posible. 

2040. Hallar el triangulo de perimclro 2p dado, que al girar 
alrededor de uno dc sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un piano se dan tres pantos maleriales P i (x ,, y L ), 
P 2 (x z , y 2 ) y Pg(X), y 3 ), cuyas masas respectivas son mi, m 2 y m 3 . 
cQue posicion debera ocupar el punto P(x, y) para que el momento 
cuadratico (momento de inercia) de osle sistema dc puntos, con rela- 
cidn a dicho punto P (es decir, la suma m ,/ 5 ,? 2 -\-m 2 P 2 P 2 -\-m 3 P 3 P' 1 ) 
sea ol menor posible? 

2042. Hacer pasar un piano por el punto M (a, b, c ) que forme 
con los pianos coordenados un telraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepipodo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044. Calcular las dimensiones exteriores que dobera tenor un 
cajon rectangular abierto, del que se dan ol espesor de las para¬ 
des 6 y la capacidad (interior) V, para que al hacerl.o se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

2045. ^En que punto de la elipse 


la tangente a dsta forma con los ejes coordenados el tridngulo 
de menor area? 

2046*. Hallar los ejes de la elipse 

5x 2 4- 8xy -f- 5y~ = 9. 

2047. En una esfera dada, inscribir cl cilindro cuya superficic 
total sea maxima. 

2048. Los cursos de dos rios (dentro de los Ifmites de una 
region determinada) representan aproximadamente una parabola, 
y — x 2 , y una recta, x~ y —2 = 0. Hay que unir ostos rios por 
medio de un canal rectilineo quo tenga la menor longilud posible. 
^Por que puntos habra quo trazarlo? 

2049. Hallar la distancia mas corth del punto Af(l,2,3) a la 

recta , . , 

x y z 

1 —3 2 * 


tfi* 
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2050*. Los puntos A y B estan situados en diferentes medios 
6pticos, separados el uno del otro por una linea recta (fig. 72). 
La velocidad de propagacion do la luz en el primer medio es 
igual a v u en el sogundo, a v 2 . Aplicando el «principio de Fermat», 
segun el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la linea 
AMB, para cuyo recorrido necesita el minimo de tiempo, deducir 
la ley de la refraccion del rayo de luz. 


A 



F i g. 72 Fig. 73 

2051. Aplicando ol «principio de Fermat*, deducir la ley de la 
qeflexidn del rayode luz de un piano en un medio homogeneo (fig. 73). 

2052*. Si por un circuito electrico de resistencia R pasa una 
corriente I, la cantidad de calor que se desprende en una unidad 
de tiempo es proporcional a I 2 R. Determinar, ^c6mo habra 
que distribuir la corriente / en /,, J 2 o / s valiendose de tros 
conductores de resistencias R u R 2 , y R 3 , respectivamente, para 
conseguir que el desprendimiento de calor sea minimo? 

§ 15. Puntos singulars de las curvas planas 

1°. Definici6n de punto singular. Un punto M (zj, y 0 ) de 
una curva plana f (x. y) — 0 se llama punto singular, si sus coordenadas satis- 
facen siinultuneamciite a las tres ecuaciones: 

/ (*o. Vo) =0. f* (*o. 'Jo) =0. f' v (* 0 . Vo) ~ 0. 

2°. Tipos principalos de puntos singularss. Suponga- 
mos que en cl punto singular M (z 0 , y 0 ) las derivadas de 2° orden 

A = lxx(x q, 9o)> 

B — fxu( x o> Vo )> 

C=tuv( x 0 ’ Vo) 

no son todas ignales a cero y que 

A = AC-B*, 
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en este caso tendremos: 

a) si A>0, Jl/ sera tm punto aislado (fig. 74); 

b) si A < 0, M sera un punto crunodal (punto doble ) (fig. 75): 




c) si A = 0, M puedo ser un punto de retroceso de l a especie (fig. 76) o' de 
2 a especie (fig. 77), o un punto aislado, o punto doble con tangentes coinci- 
dentes o lacnodo (fig. 78). 





A1 resolver los problemas de este apartado, se considers obligatoria la 
construccion do las curvas. 

Ejemplo 1. Demostrar, que la curva yt = ax i -^-x 3 tiene: un punto 
crunodal, si a>0; un punto aislado, si c<0 y un punto do retroceso de 

l a especie, si a=0- _ „ _ , , . . 

Solucidn. En este caso f (x, p) = ax*+:r 3 —y*. Hallamos las denvadas 
parciales y las igualamos a cero 

l’x(z, y) = 2a*-f-3x* = 0, 


f' u (x, y) = -2y = 0. 

Este sistema tiene dos soluciones: 0 (0; 0) y N ^oj , pero las coor- 

denadas del punte N no satisfacen a la ecuacidn de la curva dada. Es decir, 
hay un solo punto singular 0 <0; 01. 

Hallamos las segundas derivauas y sus valores en el punto O ; 

fxx(x, y) = 2a + 6x, A = 2a, 

/*u(x, y) = 0, 11=0, 

fvu (x, y)=—2, C= —2, 

A = AC—D 2 = —4a. 
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l*or consiguieute, 

Si a>0, A<0 y el punto O sera uu punto crunodal (fig. 79); 

Si a<0, A>0 y el punto 0 sera un punto aislado (tig. 80); 

Si a = 0, A=0. La ecnacion de la curva en este caso sera y i — x' s o bion 
y = ±"l/z a , dondo la curva es simetrica con respoclo al eje OX, gue 



es tangente a la inisrna. Por consiguiente, el punto M sera un punto de 
retroceso de l a especie (fig. 81). 

Determinar el caracter de los puntos singulares de las curvas 
siguiontos: 

2053. {/* — — x 2 + x 4 . 

2054. (y-x 2 ) 4 = x 5 . 

2055. ay=aV-^. 

2056. x*y* — x 2 — if- — 0. 

2057. x*-f 2/ 8 — 3ax?/ —0 ( folium de Descartes). 

2058. y t (a — x)=a? ( cisoide ). 

2050. (x 2 + i / 2 ) 2 = a a (x a — y 2 ) ( lemniscata ). 

2060. (a + x) y 2 = (a— x) x s ( estrofoide). 

2061. (x 2 + i/ 2 ){x—a) 2 = 6 2 x 2 (a > 0, 6>0) ( concoide ). Examinar 
tres easos: 

1) a>b, 2) a = b, 3) a<b. 

2062. Determinar conio varia el caracter del punto singular 
de la curva y 2 = (x — a) (x — b) (x — c) en dependencia de los valores 
de a, b y c(a<b<c son reales). 
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§ 16. Envolvente 

1°. Definicion de la envolvente. Envolvente da unn familia 
de curves planus se llama a la eurva (o al con junto do curvas) tangente 
a todas las linoas de dicha familia, adumas cada urio de sus pantos tionc 
contacto con aiguna de la lineas de la familia quo se examina. 

2°. Ecu a cion de la envolvente. Si una familia do curvas 
depeudiente de un parametro variable a 

/(*, V, «) = 0 

tiene envolvente, las ecuaciones parametricas de esta se determ inan per 
medio del sistema de ecuaciones 

j f(x, y, a) = 0, 

l/a(*. y, a)= 0 . ^ 

Eliminando el parametro a del sistema (1), obtendremos una ecuacion de 
la forma 

D (x, y) =0. (2) 

Debo advortirse, que la curva (2), obtonida formalmente, llamada curve 
discriminante, ademas de la envolvonte, si esta existe, puede contoner lugares 
goometricos de puntos singularos do la familia dada, quo no forman parte 
ac la envoi von to do la misma. 

Al resolver los problem as de osto paragrafo, se recomieuda bacor los 
dibujos. 

Ejemplo l. Ilallar la onvolvente de la familia de rcctas 
x cosa-fy son a— p = 0 (p = const., p>0). 

Solucidn. Esta familia do rectas dependo del parametro a. Forma- 
inos el sistema do ecuaciones (1) 

( x cos a + y sin a—p = 0, 

\ — *sena-(-ycosa = 0. 

Resolviendo este sisletna con respecto a x o y, obtenemos las ecuaciones 
parametricas de la envolvente 

x = pcosa, y = psonct. 

E Levan do ambas ecuaciones al cuadrado y sumandolas, eliminamos el para¬ 
metro a: 

■r s + J/ 2 = P a - 

Es decir, la onvolvente de esta familia de rectas es una circunferencia 
de radio p con el centro en el origen de eoordeuadas. La familia do rectas 
dada es, a su vex, la familia de tangentes de esta circunferencia (fig. 82). 

2063. Hallar la envolvente de la familia de circunforoncias 

(x — a) t + y i = -^-. 

2064. Hallar la envolvente do la familia tie rcctas 

V = kx + -‘Ik 

(/( es un parametro, p — const). 
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2065. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias de 
radios iguales a R, cuyos centros se encuentran en ol eje OX. 

2066. Hallar la curva quo envuolve a un segmento de longi- 
tud l, cuando sus extremos resbalan por los ojes de coordenadas. 



2067. Hallar la envolvente do la familia de roctas que jorman 
con los ejes do coordenadas triangulos de area constante S. 

2068. Hallar la envolvente de las elipses de area constante S, 
cuyos ejes de simetna coinciden. 

2069. Averiguar el caractor do las curvas discriminantes de las 
familias de curvas siguientes (C es el parametro): 

a) y = (x—C) 3 (parabolas cubicas); 

b) y z = (x~C) a (parabolas semicubicas); 

c ) *J a = (x — C) z (parabolas do Neil); 

d) (a-}-£)($/ — C) i = x z (a — x) (estrofoidos). 

2070. La ecuacion do la trayectoria que sigue un proyectil 
ianzado desde el punto O, con la velocidad inicial v 0 y formando 
un angulo a. con el horizonte (prescindiendo de la resistencia del 
aire), es 

y = xt e a ~W^- 

Tomando el angulo a como parametro, hallar la envolvente de 
todas las trayectorias del proyectil siluadas en un mismo piano 
vertical ( uparabola de seguridad») (fig. 83). 



Funcion vectorial de un argumenio escalar 


249 


§ 17. Longitud de un area de curva en el espaclo 

La diferencial del arco de uua curva on el ospacio en coordenadas earte- 
sianas rectangulares es 

ds = ]/dx2 + dy*+dz*, 

donde x, y , z, son las coordenadas variables del punto de la curva. 

Si 

x=x(t), y = y(t), * = *{!) 

son las ecuacionos parametricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en el intervalo comprendido ontro t = t, y t = t 2 sera 



Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071 — 2076: 

2071. x — t, y = t i , 2 = ^ desde l =0 hasta 1 = 2. 

2072. x = 2cosl, y = 2 sen l, z — ^t desde 1 = 0 hasta t=n. 

2073. x = e'cosl, y = e‘ sen t, z = e‘ desde 1 = 0 hasta un valor 
arbitrario de 1 . 

2074. ij — , z — ^r- desde x — 0 hasta x = 6. 

2075. x t =3y, 2xy = 9z desde el punto 0(0; 0; 0) hasta el punto 
M( 3; 3; 2). 

2076. y = a arc sen> s = -|*ln desde el punto 0(0; 0; 0) 
hasta el punto M (x 0 , y 0 , z 0 ). 

2077. La posicion de un punto en cualquier instante l(i;>0) 
se determina por las ecuaciones 

x~2t, y — lnl, z — t 2 . 

Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 
1 = 1 y 1 = 10. 


§ 18. Funcion vectorial de un argumento escalar 

1°. Derivada de una funcion vectorial de ua argu¬ 
mento escalar. La funcion vectorial a = a(l) puede determinarse dando 
las tres funcioues escalares a x (l), a y (t) y a. {() de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas: 

«=■«*(!)* + a y (1) J+a t (t)k. 
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§ 17. Longitud de un arco de curva en el espaclo 

La diferencial del arco de una curva cn ol ospacio on coordonadas carte- 
siauas rectangulares cs 

ds = ~\/dx'*+dy' 1 +dz t , 

dondo x, y, z, son las coordonadas variables del panto do la curva. 

Si 

*=*( 0 . 2 / = ?(<). *=*(0 

son las ecuacionos param6tricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en ol intervalo comprendido entre t = t t y t~t 2 sera 



<i 


Hallar ]a longitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071 — 2076: 

0/3 

2071. x=t, y — t 2 , z = -^-desde 1=0 hasta 1 = 2. 

2072. x = 2cosl, y = 2sen l, z = -^l desde 1 = 0 hasta t=n. 

2073. x=-e* cosl, y = e‘sont, z = e' desdo 1 = 0 hasta un valor 
arbitrario de 1 . 

2074. y = , z = desde x — 0 hasta x = 6 . 

2075. a : 2 = 3 y, 2xy — $z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el pnnto 
M( 3; 3; 2). 

2076. i/=aarcsen —, z=4-In^-i-? desdo el punto (9(0; 0; 0) 

& 4 fl ■*— X 

hasta el punto M (x 0 , y 0 , z 0 ). 

2077. La posicion de un punto on cualquier instante 1(1>0) 
se determine por las ecuaciones 

x—2t, y — lnt, z = I s . 

Hallar la velocidad media del movimiento ontre los instantes 
1 = 1 y 1 = 10. 

§ 18. Functo'n vectorial de un argumento escalar 

1°. Derivada de una funcidn vectorial do un argu- 
monto escalar- La funcion vectorial « = «•(/) puede determinarso dando 
las tros funcioucs escalares a*(0. a y (0 y a z( l ) de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordonadas: 

a = a x ( 1 ) * + a v {<) J + a z ( 1 ) k. 
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La dorivada de la funcidn vectorial a = a{t) con respecto al argumento 
escalar t os una nuova funcion vectorial detorminada por Ja igualdad 

da /»(«-(-At) — »(0 da x {t) da u {t) da t (t) 

“5i—iiS.-A*- dT i + —d— J+ ^r~ 

E1 modulo dc la dorivada do la funcion vectorial es igual a 


fc 


da. 

nr 


i -Vm'+c-zy+m- 


El extremo del radio vector variable r = r(t) describe en el espacio una 
curva 

r — x (/) i + y (t) j + z (<) fc, 

que recibe el nombre de hodograjo dol vector r. 

(It* 

La dorivada ropresonta do por si un vector, tangento al hodografo 
en el punto corrospondiente, 


dr 

dl 


ds 

IF 


donde * cs la longitud del arco del hodografo, tomada desde cierto punto 
inicial. 

dr 


En particular. 


ds 


= 1 . 


dr 


Si ol parametro t es ol tiempo, -jj- = v es ol vector de la volocidad del 


extremo del vector r, 


d 2 r dv 


to es ol vector de la aceleracidn do dicho 


dtt ' dt 

extremo. 

2°. Reglas principalcs para la derivacidn dc fun¬ 
ciones voctoriulcs de un argumento oscalar. 

.. d , , . . da , db dc 

l)__ {a + 6 _ c )^_ + _ r __ r ; 


-m^-, doude m es un escalar constants; 
dl 

, dondo ffi(i) es una funcion escalar de <: 

dt dt 


2 ) 

3) (<p®) ^ 

.. d dn , . db 

4) _(rt 6) = _6+a —. 

5) -^-(aXb)^^Lxb + aX- d0 


Q)4r a[<si (/)l 

7) a — si | a | = const, 


dt 

da dtp_. 
dip dt ’ 


dt 


Ejemplo 1. El radio vector do un punto indvil, en cualquicr ins- 
tan to do tiempo, se da por la ocuacion 

»- = » — 4t*J+ Wlc. (1) 
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Determinar la trayectoria, la velocidad y la aceleracion del movimiento. 
So lu cion. £)e la ecuac-ion (1), tenemos: 

i=l, y~— 4t 2 , 2 = 3 l 2 . 

Eliminando el tiempo i, tenemos, quo la trayectoria del movimiento es 
una linea recta 

x — { y z 

0 

Derivando la expresidn (1), hallamos la velocidad del movimiento 

dr 


—8tJ+6tk 


y la aceleracion del mismo 


dh- 


<i> 2 


-8i + 6fc. 


La magnitud de la velocidad es igual a 

|4r|= i/(^) 4 +(«o 2 =iomi. 

Notemos, que la aceleracion es constants y tiene la siguiente magnitud 

|-gr| = V(-8) 2 + G^ = 10. 

2078. Demostrar, que la ccuacion vectorial 
r — r i = {f z —r l )t. 


dondo r, y r 2 son los radios voclores de dos puntos dados, cs la 
ecuacion de uua recta. 

2079. Determinar, que Hneas son los hoddgrafos de las siguien- 
tes funcioncs vecloriales: 

a) r = at c; c) r = o cos t + h sen t; 

b) r = at 2 -\- bt; d) r = «cht-j-6sh/. 


donde, a, b y c son vectores constantes, al mismo tiempo que los 
vectores a y b son perpendiculares entre si. 

2080. Haliar la dcrivada de la furicion vectorial a(t) = 
— a(t)a°(t ), donde a(l) es una funciou escalar, mientras que 
«° (t) es un vector unidad, en los casos en que el vector a, (t) 
varia: 1) solamente en longitud, 2) solamente cn direccion, 3) en 
longitud y en dircccion (caso general). Esclarecer el sentido goo- 
metrico de los resultados obtenidos. 

2081. Aplicando las reglas para la derivacion do funciones 
vecloriales de un argumento escalar, deducir la formula para la 
derivacion del producto mixto de tres funciones vectoriales, 
a, b y c. 
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2082. Hallar la derivada, con respecto al parametro t, del 
volumen del paraleleplpcdo construido sobre los tres vectores: 

+ t 2 k\ 

h = 2ti — j f t 3 k-, 

c= -iH + t 3 j-\-k. 

2083. La ecuacidn do un movimiento es 

r — 3 i cos t -(- Aj sen t, 

dondc t es el tiempo. Determinar la trayectoria de este movimien- 
to, la velocidad y aceleracion del mismo. Construir la trayec- 
toria del movimiento y los vectores de la velocidad y de la acelera¬ 
cion para los iustantes r = 0, t~~y 1 = y . 

2084. La ecuacidn de un movimiento es 

r = 2t cos t — 2j sen t -(- 3kt. 

Determinar la trayoctoria, velocidad y aceleracidn de este movi- 
inionto. tA que son iguales la magnitud do la velocidad y de la 
aceleracidn y cudles son sus direcciones en los instantes £ = 0 

. Jl q 

y i = 

2085. La ecuacidn do un movimiento es 

r — i cos a cos co< -f- j sen a cos a>t -f- k sen (at, 

donde a y co son constantcs y t es el tiempo. Determinar la trayec¬ 
toria, la magnitud y la direccion de la velocidad y la acelera¬ 
cion del movimiento. 

2086. La ecuacion del movimiento do un proyectil (prescin- 
diendo do la resistoncia del aire) es 

r^Vol-Jfk, 

donde v 0 {v ox , v 0u , v 02 ) es la velocidad inicial. Hallar la velocidad 
y la aceleracion en cualquier instante. 

2087. Demostrar, que si un punto se mueve por la parabola 

y = z = 0 de tal forma, que la proyeccion do la velocidad 

sobro el eje OX se mantiene consante (= const, j , la acelera¬ 
cion tambien se mantendra constante. 

2088. Un punto situado en la rosea de un tornillo, que se 
enrosca en una viga, describe una helice circular 

x = acos0, y = cisen0, z — hQ, 
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donde 0, es el angulo de giro del tornillo, a , el radio del lornillo 
y h la elovacion correspondiente al giro do un radiante. Detcrmi- 
nar la velocidad del movimiento del punto. 

2089. Hallar la velocidad de un punto de la circunfcrencia de 
una rueda, de radio a, quo gira con una velocidad angular cons¬ 
tant© do tal forma, que su centro, al ocurrir esto, se desplaza 
en linea rocta con una velocidad constant© v 0 . 

§ 19. Trledro intrinseco de una curva en el espacio 

En todo punto M (x, y, z), quo no sea singular, de una curva en el 
espacio r = r(<), se puede construir un tricdro intrinseco formado por tres 
pianos perpendiculares eutre si (fig. 84): 

1) el piano osculador, en el que estan situados los vectores 

dr d 2 r 
~dt y OF' 

2) el piano normal, MM Z M 3 , perpendicular al voctor y 3) el piano 
rectijicante, MM perpendicular a los dos pianos primcros. 



Las intcrsecciones de estos tres pianos forman Ires rectas: 

1) la tangente MM t ; 2) la normal principal MM Z y 3) la binormal MM«, 
que se determinau respectivamento con los voctoros: 

tfr 

1) T — -^- (vector de la tangente); 

2) B =s-jj-X“^ 2 “ (vector de binormal ) y 

d) N=BxT (vector de la normal principal ). 
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Los correspondientes vectores unitarios 


X- T n- 

B 

y 

1*1 ' P 

l-OI ’ 

v \#\ 

se puedon calc-ular por las formulas 

dr 

^ _ • y _ 

dx 

dt 

* ft — T V V 

ds ' 

dX I 
ds 1 

. P - ' A >. 

Si X, y, 7., son las coordenada? 
las ecuaciones de djcha tangente en 

X-x Y 

1 variables del punto do la tangente, 
el punto M (x, y, z) tendran la forma 

-y _ z ~i 

T x 

Ty 

T z ' ' 

donde — '' P artien( *° la condicion de porpen- 

dieularidad de la recta y el piano, obtenemos la ecuacion del piano normal 


T x (X-x) + T i/ (Y- V )+T 1 {Z-2)™0. (2) 


Suslituyendo en las ecuaciones (1) y (2) 7'*, T y y T t por B x , B a , V t 
y A' x , N u , tif x , obtenemos las ecuaciones do las reetas binorinal y normal 
principal y, rospectivarrionte, do los pianos osculador y rectificante. 

Ejomplo 1. llallar los vectores unitarios principaies x, v y p de la 
curve 

x — t, y = t 2 , z-=t' J 


en el punto t —1. 

Escribir las ecuaciones de la tangentc, normal principal y binormal 
en os to punto. 

So 1 u c i 6 n. Tcnemos; 

r = ti + i*J + Wc 
v 

^- = i+2tj+3fik. 


d 2 r 

~di* 


= 2>-f-6 tie. 


De dunde, para t =1. obtenemos: 


2’=^f=< + ^ + 3fc; 


H-—X d * r - 

a -IfX-dir- 


l 3 k 
\ 2 3 
0 2 6 


= 0i — 6./+2*; 


.V = B/.T = 


i 3 k 
G —G 2 
1 2 3 


= — 22i— l6.7-f-187c. 
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Por consiguientft, 

_ i+2J + 3k p_ 3< — 3i + fc 


— lH-8J + 9fc 


1/14 ’ ’’ V19 ' 1/32?? 

Como para t = i, lenomos x=l, y — l, * —1, entonces 


1 2 

3 

es la ecuacion de la tangente. 


x —1 y —1 

z — l 

3 —3 

1 

es la ecuaci6n do la binormal y 


x—i y~ 1 

z — 1 

-11 -8 

9 

es la de la normal principal 

Si la curva en el espacio se da como la intersoccion de dos superficies 

F(x, y, z) = 0, G (*, 

y. z) = 0. 

eD lugar de los vectores y --rZ- so puedeii tomar los vectores dr{dx, 

at al £ 

dy, dz} y d 2 r{d-x, d*y, d-z], pudidndose considerar una de las variables 
x, y, z como indepondionte y suponer quo sn segunda difcrcncial es igual 


a cero. 

Ejcmplo 2. Escribir la ecuacion del piano osculador de la circun- 
ferencia 


** + it*+z 2 =>«, x+y+z=0 


(3) 


eu el pun to M (1; 1; —2). 

So lucid a. Diferenciando el sislema (3). como si J ar fuera variable 
indopendieute. tendromos: 

xdx-\-y dy-\-z rfz = 0, 
dx-\-dy -\-dz = 0 


dx? dy 1 -\- y d?y -\-dz 2 z d**=0, 
d 2 y + d*: = 0 . 

Poniondo x = \, y = i, z-.*—2, ohtcnomos: 

dy = — dx', dz = 0; 

<Py =- dx 2 \ d~z — -ij- dx 2 . 

•J «J 

Por consignioute, el piano osculador so delermina por Ids vectores 
{dx, — dx, 0} y |o, — -j-dx 2 !- 

o Lien, 

{1, -1, 0} y {0, -1, 1}. 




256 


Funciones dc varias variable * 


De dondo, el vector normal al piano osculador es 

t J I: 

I 

B = 


— 1 0 
— i i 


— l — j — k 


y, por consiguiente, su ecuacion sora 

-1 (x — 1)—(y— 1) — (z + 2) = 0, 

es docir, 

*+ff+ = -=0, 

como debia ocurrir, ya que nuestra curva se encaeutra en oste piano. 

2090. Hallar Ios vectorcs unitarios principals r, v, § de la 
curva 

—cosf, y — sen t, z — t 

en el punto t = -y • 

2091. Hallar los vectores unitarios de la tangonte y normal 
principal de la espiral conica 

r — e‘ (i cos t + j sen t -f • k) 


en un pdnto arbitrario. Determinar los angulos que forman estas 
roctas con el eje OZ. 

2092. Hallar los vectorcs unitarios principales t, v, p de la 
curva 

y = x a , z~'lx 

en el punto x = 2. 

2093. Dada la helice circular 

x — ac.oal, y — asGiit, z — bt 


escribir las ecuacioDes dc las rectas que forman las aristas del 
totraedro intrinseco en un punto arbitrario de dicha linea. Deter- 
minar los cosonos directores de la taugente y de la normal prin¬ 
cipal. 

2094. Escribir las ecuaciones de las pianos que forman el 
tetraedro intrinseco de la curva 

x 2 + y i -\-z i = S. x*—y 2 + z 2 = 4 


en el punto M (1; 1; 2). 

2095. Hallar las ecuaciones de la tangente, del piano normal 
y del piano osculador de la curva 

x = t, y = i 2 , z = t 2 en el punto M (2; 4; 8). 


Triedro intrinseco de una curva en el espacio 
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2096. Hallar las ocuaciones de la tangente, de la normal prin¬ 
cipal y de la binorinal en un punto arbitrario de la curva 



Hallar los puntos en que la tangente a esta curva es paralela al 
piano x + 3y + 2z —10 = 0. 

2097. Hallar las ecuaciones de la tangente, del piano oscula- 
dor, de la normal principal y de la binonnal de la curva 

& 

x = t, y = —t, z = ~ 

en el punto t — 2. Calcular los cosenos directores de la binormal 
en este punto. 

2098. Escribir las ecuaciones de la tangente y del piano nor¬ 
mal a las curvas siguientes: 

a) x = R cos 2 /, y = R sen t cos/., z = Bsenl cuando t — 

b) z = x J -f-y s , x=*y en el punto {1; 1; 2); 

c) x 2 -f-y 5 -f- 2 s = 25, x + z = 5 en el punto (2; 2^3; 3). 

2099. Hallar la ecuacion del piano normal a la curva z=x 2 -~ 
— y 2 , y = x en el origen de coordonadas. 

2100. Hallar la ecuacidn del piano osculador a la curva x = e', 
{/ = «"*, z — tY2 en el punto t = 0. 

2101. Hallar las ecuaciones de los pianos osculadores a las 
curvas: 

a) + y* + 3 2 = 9, x- — y 2 =*3 en cl punto (2; 1; 2); 

b) x 2 = 4y, x 3 = 24z en el punto (6; 9; 9); 

c) x 2 -(- z 2 = a 2 , y 2 -\-z 2 = b 2 en cualquier punto de la curva 
(*o. ^o. Zo)- 

2102. Hallar las ecuaciones del piano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la curva 

y 2 <=--x t x 2 — z en el punto (1; 1; 1). 

2103. Hallar las ecuaciones del piano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la helice conica x = £cosZ, y = ts&nt, 
z — bt en el origen de coordenadas. Hallar los vectores unitarios 
de la tangente, de la normal principal y de la binormal en el 
origen de coordenadas. 


17-1010 
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§ 20. Curvaturas de flexion y de torsion de una curva en el espaclo 


1°. Curvatura de flexion. Se entiende per curvatura de flexion 
de una curva on un panto M. el numero 



lim 

Aa-»0 


Jt- 

As 


dondo <p es el angulo do giro de la tangente (angulo de contingencia) en cl 

seginento do curva MN, y As, la lougitud del arco de osto segmento de curva. 

so llama radio de curvatura de flexion. Si la curva se da por la ocuacidn 
r — r(s). donde s es la lougitud del arco, tcndremos 



Para el caso on que la curva se dd en forma paramctrica general, tenemos: 



dr 

d 2 r 

1 1 

I "ST*' 

dt 2 

H 


dr 

3 



dt 



2°. Curvatura do torsion. Se entiende por curvatura de torsldn 
de una curva en el punto M, el numero 



0 

lim —— , 
A«-*0 As 


donde 0 es el angulo do giro de la binormal en el segmento de curva MN. 
La mangnitud p so llama radio de curvatura de torsion. Si r = r (s), so tiene 

dr d*r d 3 r 

1 I dp 1_ ds ds > ds 3 

~p h | ~ds~ | — l tPr \ 

\ ds 3 ) 


JO 

donde el signo monos se toma cuando los vectores -j— y v tionen la misma 

dircccioii, y ol signo mas, en ol caso contrario. 

Si r=r{t), donde t es un parametro arbitrario, so tendra 


dr d-r rPr 
dt dt' 1 ~di 3 ~ 
(dr d i r \2 

V dt X dt 2 ) 


( 2 ) 


Ejcmplo 1. Ilallar las curvaturas dc flexion y de torsion do la 
heliee circular 


r = la cos t-\-J a sen t-\-k bt (a > 0). 
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Soluci6n. Tenemos: 

(fa* 

— i a sen t + j a cos t + lcb, 

d 2 r . 

—* a cos t — J a sen /, 

d*r 


dt■' 


= — i a sen t — J a cos l. 


De domic 


dr w d 2 r 

i 

J k 



dt X d/a 

— a cos t - 

— a sen/ 0 

* no sen * 

— j no cos t -J- a^/c 

dr 

d-r d s r 

— a sen / 

a cos f b 


dt 

d/2 d/2 

u CUCS 1 

a sen t 

a son i u 

— a cos t 0 

— (1*0. 

consiguiente, basandonos en las formulas (1) y (2), 

obtenoraos: 


1 

a y<j* + fc 2 

a 



R 

(o2 + 6*)*/» 

ai+b* 



1 

a 2 b 

b 



es decir, para la helice circular, las curvaturas do flexidn y de torsi6n son 
constantes. 

3®. Formulas de Frenet 

dx v dv __r_ dp _ v 

dt R ’ ds R + p ' ds ~ ~p m 

2104. Demostrar, que si la curvatura de flexion es igual a cero 
en todos los puntos de una linea, esta es una recta. 

2105. Demostrar, que si la curvature de torsion es igual a cero 
en lodos los puntos do una curva, esta es una curva plana. 

2106. Demostrar, que la curva 


*=l + 3f + 2t a , y =2—2t-f 5< z , 
z = \—e 


es plana; hallar el piano cn quo se encuentra. 

2107. Calcular la curvature de las Hneas: 

a) x= cos t, y = sen t, z = ch< cuando t = 0; 

b) x 1 — .V*-fz a = l, y e —2x-|-z = 0 en e I punto (1; I; 1). 


! 7 * 
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2108. Calcular las curvaturas de flexidn y de torsion de las 
siguientes curvas en cualquier punto: 

a) x — e‘ cost, j/ = e'sen t, 2 = e*; 

b) x = a chi, y==ash/, z — at (Mlice hiperbolica). 

2109. Hallar los radios de curvatura de flexidn y de torsion 
de las siguientes llneas eii Un punto arbitrario (x, y, z): 

a) x 3 = 2ay, x 3 — 6<z 2 z; 

b) x 3 = 3p 2 y, 2xz = p 2 . 

2110. Demostrar, que las domponentes tangencial y normal del 
vector de aceleracion w se expresan por las formulas 

dv v 2 

w ^~dT x ' W ' i ~ —R V ’ 

donde v es la velocidad, R el radio de curvatura de flexion de la 
trayectoria, t y v los vectores unitarios de la tangente y de la 
normal principal a la curva. 

2111. Por la helice circular r = ia cost + J a sen t + btk se mueve 
uniformemente un punto con velocidad v. Calcular su acelera¬ 
cion w. 

2112. La ecuacion de un movimiento es 

r = ti + t*j+t*k. , 

Determiner en los instantes t = 0 y t=\: 1) la curvatura de 
flexidn de la trayectoria y 2) las componontes tangencial y normal 
del 'vector de aceleracidn del movimiento. 




Capitulo VII 

INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


§ 1. Integral doble en coordenadas rectangulares 

1°. Calculo inmediato de integrales dobles. So llama 
integral doble de una funcion continua / (x, y) sobro un recinto cerrado 

J acotado S del piano XOY, al limite do la sums integral doble correspon- 
iente 

C /(r, y)dxdy=^ lim 5} Y / (*}, P*) A*jAp v (1) 

J mfixAx,->0 

<S) maxai/ ft -»0 * h 


donde Ax;>=Xj + i— zj, A!/ A = ^ ft+) ~Pj i y la suma se extionde a aquellos valn- 
res de i y ft, para los que los punt os to> y h ) pertenecen al recinto S. 



F i g. 85 F i g. 86 


2'Colocaoi6n do los limitcs de integraciin ea la inte¬ 
gral doble. Se distinguen dos formas principals de rocintos de inte- 
graci6n: 

1) El recinto de integracidn S (fig. 85), estfi limitado a izquierda y 
derecha por las rectas x = x, y x = x 2 (* 2 >x 1 ), mientras que por abajo y por 
arriba lo estd por las curvas continuas y = tp, (x) (AB) e p = <f 2 ( x ) V'D) 
[q> 2 (x) > qp, (z)j, cada una de las cuales se corta con la vertical x = X 
(x ( -<X<X 2 ) ea un solo punto (vease la fig. 85). En ol recinto 5,1a 
variable x varia desde x, basta x 2 y 1* variable y, cuando a permanece 
constante, varia entre p 1 = <p 1 (x e P 2 ^=<P 2 (*). El dalculo do la integral (f) 



262 


Integrates multiples y curvilineas 


puedo realizarse reduciiSndola a una integral reiterada de la forma 

*2 

[ ^ /(*. 'j)dxdy=^ dx j (x, y)dy, 

( s > <P,(-r) 

V 2 <*> 

donde, al calcular \ / (x, y) dy, se considers x como cantidad constante. 

<!>,(*) 

2) El recinto de integracion (fig. 86), esta Iimitado por aba jo y por 
arriba por las roctas y — y j o i/ = y 2 ( 2 / 2 >Vt). mientras que por la izquierda 



Fig. 87 


y por la derecha lo ost6 por las curvas continuas a: = (y) (AB) y a: = ij> 2 (y) 
(CD) [ii>j (y) >ij> t (y)l, cada una de las cuales se corta en un solo punto con 
la horizontal y = Y (y l <Y <y^ (fig. 8G). 

Analogamonte al caso anterior tenemos: 



I (*, y) dx dy = 


v 2 <» 2 UA 

^ dy ^ I (x, y) dx, 
i/, <i>,(l/) 


1> 2 (k> 

donde, al calcular la integral \ / (x, y)dx, se considers y como cantidad 
constant*). 

Si el recinto de integracion no perlenece a ninguna de las formas 
anteriormente cxaminadas, se procura dividirlo en partes, de maaera, que 
cada una de ellas corresponda a alguna de aquellas dos formas. 

Ejemplo 1. Calcular la integral 

l I 

1= [dx ^ (x + y)dy. 

0 x 
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Solucion 

M (■*+4)C*-i [( I+ T)-( I '+T-)J iI -T' 

0 0 

E j e m p 1 o 2. Determinar Los limiles de integraoidn tie la intogral 

^ ^ /(*. y)dxdy, 

<S) 

si e] recinto do integracidn S (fig. 87) esta limilado por la hip6rbola 
yi — x 2 = 1 y por las dos rectas x = 2 y x=—2 (se considers el recinto quo 
comprendo al origen de coordenadas). 

S o 1 u c i 6 n. El recinto do integracion ABCD (fig. 87) esta limitado 
por las dos rectas x= —2 y x = 2 y por las dos ramas de la hip6rbola: 

y = V l-M* o y = — V 1 + x*, 

OS decir, pertenece a la priraera forma. Tenomos: 

2 V'i+x* 

^ /(*. y)dxdy=\ > dx \ / (x, y)dy. 

W “ 2 - v'T+I* 


Calcular las siguientes integrates reiteradas: 


tA 1 

2113. J dy \ (x 2 + 2y)dx. 


2114 


H £ 

■ s*s 


dy 


3 i 

i 


2115 


0 6 
2 


(*+y) 2 
: x 2 dy 




2116. 


1 1 


2117. \ dy ^ (x-\-2y)dx. 

-3 i/S-4 

2n a 

2118. J dy [ r dr. 

0 a sen <p 

JT_ 

2 3 cos <p 

2119. ^ rfq) /•■sen* ydr. 


JT 

"2 


0 


I’ 1 -X8 


2120 . \ y\-x 2 -ifdij. 


Escribir las ecuaciones de las lineas que limitan los recintos 
a que se extienden las integrales dobles que se indican mas abajo 
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y dibujar estos recintos: 

2 -v 


2x 


2121. 

\ dy ^ f («, y) dx. 

16 T-* 

3 *+9 

2 m. $ 
1 

3 

2122. 

l dx ^ f(x, y)dy. 

\ *2 

2.25. ^ 
0 


4 10-1/ 

2 

2123. 

\ dy J f ( x, y) dx. 

2126. ^ 


3 

V 25-x3 

• 5 5 / (*. */) 


-i 


*+2 


x2 


Colocar los 1 mutes de integracion, en uno y otro orden, en la 
integral doble 

[ [ f (*. y) dx <*y 

(3) 


para los recintos S que a continuacion se indican. 

2127. S es un rectangulo cuyos vertices son: 0(0; 0), A (2; 0), 
D(2; 1) y C (0; 1). 



OX OX 


Fig. 88 


F i g 89 


2128. S es un triangulo cuyos vertices son: 0(0; 0), 4(1; 0) 
y 0(1; 1). 

2129. 6’ es un trapecio cuyos vertices son; 0(0; 0), .<4(2; 0), 
B (1; 1) y 0(0; 1). 

2130. S es un paralologramo cuyos vertices son: .4(1; 2), 
B{ 2; 4), 0(2; 7) y 0(1; 5). 

2131. S es un sector circular OAB con cenlro en el punto 
0(0; 0), cuyo arco tiene sus extremos en 4(1; 1) y B ( — 1; 1) 
(fig. 88). 

2132. S es un segmento parabolico recto 400, limitado por 
la parabola BOA y por el sdgmento de recta BA, que une entre 
si los puntos B( — 1; 2) y 4(1; 2) (fig. 89). 




Integral doble en coordenadas rectangulares 


2133. 5 es un anillo circular limitado por las circunferencias, 
cuyos radios son r=l y R = 2, y cuyo centro comun esta situado 
en el punto 0(0; 0). 

2134. S est£ limitado por la hiperbola y 3 —** = 1 y por la 
circunferencia x 3 + !/*=: 9 (se considera el recinto que comprendo 
cl origen de coordenadas). 

2135. Colocar los limites de integracion en la integral doble 


J J /(*. y)dxdy. 


si el recinto -S esta detorminado por las desigualdadcs siguientes: 

a) x»0; y>0; x-j- 1; d) y>x; x> — 1; y<l; 

b) x 3 4-p a <a 3 ; e) y<x<y-j-2a; 

c) x 3 + j/*<x; f) 0<y<a. 

Invertir el ordon de integracion en las siguientes intograles dobles: 


a a »»•% 

2136. [ dx \ f (x, y)dy. 

0 3x» 

1 3x 

2137. $ dx[f(x, y)dy. 


0 2x 


Vai-xi 


2a V 4ox 

2140. J dx jj /(x, y)dy. 

0 Yz ax-x* 

1 l-u 

2141. J dy J f(x,y)dx. 

0 _ YT^yi 


2138 - /«*»>*■ ««. U 

2o ft I/’ 


a ^2ax—x« 

2139. $dx J f(x,y)dy. 


Yri-x* 


1. ^ dx ^ / (x, y) dy + ^ dx ^ f(x,y)dy. 


n sen x 


2144. ^ dx \ f(x, y)dy. 


Calcular las siguientes integrales dobles: 
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2145. jj ^ xdxdy, donde S es un triangulo cuyos vertices son 

W 

0 (0; 0), A (1; 1) y B (0; 1). 

2146. ^ ^ xdxdy, donde ol recinto de integracion S esta limi¬ 
ts) 

lado por la recta que pasa por los puntos A (2; 0), B (0; 2) y por 




Fig. 90 


Fig. 91 


el arco de circunforencia de radio l que liene su centro on el 
punto C (0; 1) (fig. 90). 

2147. \ ^ — dxd,J — , donde S cs la parte del clrculo de 

y ~\/ a2 — x2 — y~ 

radio a, con centro en ol punto 0 (0; 0), situado en el primer 
cuadrante. 


2148. ^ x* — y* dx dy, donde S cs un triangulo con los 
(S) 

vertices en los puntos 0(0; 0), -4 (1; —1) y B( 1; 1). 

2149. y~xij — y* dxdy, donde S es un triangulo con los 

(S) 

vertices en los puntos 0(0; 0), ^4 (10; 1) y B (\\ 1). 

X 

2150. \ \ ev dx dy, donde S es un triangulo mixtilineo OAB, 

limitado por la parabola y 2 = x y por las rectas x = 0 e y= 1 (fig. 91). 

2151. \ , donde S es un segmenlo parabolico, limitado 

(S) 2 

por la parabola y~ — y por la recta y = x. 
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2152. Calcular las siguientes integrates y dibujar los recintos 
•a que se extienden: 


n 1 -t-cos * 

a ) \ dx [ y 2 sen xdy; 

o <> 

n 

2 1 

b) ^ dx \ y* dy; 

0 cos * 


n 

2 3 cos |/ 

e) \ dy \ x i sen 2 y dx. 

* s' 

_ JL 0 

2 


Antes de resolver los problemas 2153—2157 se recomienda bacer 
los dibujos correspondientes. 

2153. Calcular la integral doble 


\ \ xy* dx dy, 

(S) 

si S es nn recinto limitado por la parabola y* = 2px y por la recta 
ar = p. 

2154*. Calcular la integral doble 

[ \ xydxdy, 

<s> 

quo se extiende al recinto S, limitado por el oje OX y la semi- 
circunferencia superior (x — 2) 5 + P 2 = 1. 

2155. Calcular la integral doble 

f v dxdy 
(S) y 


donde S es un clrculo do radio a, langente a los ejes dc coordenadas 
y que se encuentra en el primer cuadrante. 

2156*. Calcular la integral doble 

\ J ydxdy, 

donde el recinto S esta limitado por el eje de abscisas y el arco 
de cicloide 

x = R (t — sent) 
y = R( 1 — cosi) (0<£<2rc). 

2157. Calcular la integral doble 

^ \ xydxxy, 

\S) 
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en la que el recinto de integracion 5 esta limitado por los ejes 
do coordenadas y por el arco de astroide 

x = Rcos 3 t, y = Rsen 3 t 

2158. Hallar el valor medio do la funcion f (x, y) = xy t en el 
recinto S{0<x<l; 0<p<l}. 

Indicacidn. Se da el nombre de valor medio de una funcion f (x, y) 
en el recinto S al mimero 



^ ^ /(*. V)dxdy, 
<S) 


donde S, en el denominador, senala el area del recinto S. 


2159. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto 
M (x, y) del circulo (x — a) 3 4- p 3 < R z , al origen de coordenadas. 


§ 2. Cambio da variables en la Integral doble 

1°. Integral doble en coordenadas polares- Cuando en 
la integral doblo se pasa de las coordenadas rectangulares x, y a las polares r, 
q>, relacionadas con las primeras por las expresiones 

x = r cos q>, p = r sen qp. 

se verifies la Idrmula 


\ \ /(*. 'J)dx dy = 
(S) 



f (r cos <p, r sen <p) r dr d(f. 


(1) 


Si el recinto de integracion S esta limitado por los rayos r = a y r = {J (a< P) 
y por las curvas r = r,(<p) y r = r z ((p). donde r t (j) y r ? (<p) (/•■ (<p) < r 2 (q>)) son 
funciones uniforraes en el segmento la integral doble se puede 

calcular por la formula 


n 

(S) 


F (‘p, r) r dr d<f‘ 


P n(<P) 

^ dq> ^ P (T. r ) r dr, 

i n (<p) 


r»(«P) 

donde F (<p,r)=f (r cos<p, r sen <p). Al calcular la integral F (<p, r)rdr, 

1(<P> 

se considera constanto la magnitud <p. 

Si el recinto de integracidn no pertenece a la forma examinada, se 
divide en partes, do manera que cada una de ellas represente de por sf un 
recinto de la forma dada. 

2°. Integral doble en coordenadas curvilineas. En el 
caso mas general, si en la integral doble 

^ ^ / (*. y)dx dy 
(JB) 
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se quiere pasar do las variables x, y a las variables a, v, relacionadas con 
aquellas por medio de las expresiones continuas y diforenciables 

ar = 9(u, v), y = i\>(u,v), 

que establecen ona correspondencia biunivoca y continua en ambos sentidos, 
outre los puntos del recinto S del piano XOY y los puntos de un reeinto 
determinado R' del piano UO'V, al mismo tiempo que el jacoblano 



Ox dy_ 

D (*, V ) 

du du 

£>(u, v) 

dx dy 


dv dv 


conserva invariable su signo en el recinto S, sera valida la fdrmula 


^ / (*» y)* x d V = 

<S) 



/ [tp (x , a), i|; (u, a)] | / | du dv. 


Los limitcs de esta nueva integral so determinan de acuerdo con las 
reglas generales, sobre la base de la forma que tenga el recinto S'. 

Ejemplo »1. Calcular la siguiente integral pasando a coordenadas 
polares 



1 — x 2 — y 2 dx dy 


donde el recinto S es un clrculo de radio i? = 1 con centro en el origen do 
coordenadas (fig. 92). 

Sol uc ion. Haciendo la sustitucion z = rco9q>, y = rsencp, obtoncmos 


cos q>)* — (r son q>) 8 = \/1 — r 8 . 

Como on el recinto S la coordenada r varla de 0 a -i, cualquiera quo 
sea el valor de q>, miontras que <p varia de 0 a 2n, tenemos 

2 n 1 

\ ^ yi_*a~ya dx dy= ^ dtp \ r'\f 1- r 2 dr=-yn. 

(S)' 0 0 


Pasar a las coordenadas polares r y cp y colocar los limites de 
integraci6n para las nuevas variables en las siguientcs integrales: 

11 2 x _ 

2160. \ dx\ f(x, y) dy. 2161. J dx (Vx 2 + y 2 ) dy. 

0 0 0 0 


2162. J [ / (x, y) dx dy, 

(S) 

donde S es un triangulo limitado por las rectas y — x, y = — x 
e y = 1. 

2163. j 

-1 XZ 
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2164. ^ / (x, ij) dx dy, donde el recinto S osta limitado por 
(S) 

la lomniscata 

(x a + y") 2 = (x 4 — y a ). 

2165. Calcular la siguiente integral doble, pasando previamente 
a coordenadas polares 

Y\ydx dy, 

IS) 

donde S es nn somicirculo de diametro a con centro en el punto 
C(|;0) (fig. 93). 



F i g. 92 


Fig. 93 


2166. Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente inte¬ 
gral doblo, 

^ ^ ( x i -\-y i )dxdy , 

IS) 

quo se extionde al recinto limitado por la circunforencia 

x 2 + y 2 = 2ax. 

2167. Calcular la siguiente integral doble, pasando a coorde¬ 
nadas polares, 

\ ^ Y a? — x z — y 2 dx dy, 
fs) 


donde el recinto do integracion S os un semicirculo de radio a con 
contro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje OX. 

2168. Calcular la integral doble de la fiincion / (r, «p) = r sobre 
el recinto limitado por la cardiode r = a (1 + cos cp) y la circunfe- 
rencia r ~a. (Se considera el recinto que no contiene el polo). 
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2169. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polarcs 

a V ai— 

\ dx l V X " + V~ d V- 

0 0 

2170. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 

[[ Va*-x'-y*dxdy. 

(S) 

donde el recinto S esta limitado por la hoja de lemniscata 
(x 2 +y' 2 )- = a 2 (x- — y-) (x»0). 

2171*. Calcular la integral dohlo 

\\ w dxd y> 

(S) 

^<2 j /2 

que se extiende al recinto 5, limitado por la elipso -j 7 + -p- = l, 

pasando a las coordenadas polares generalizadas r y <p segun las 
fdrmulas: 

~ = rcostp, -|- = rsencp. 

2172**. Transformar la integral 

e P* 

\ dx l f ( x - y) d y 

0 dx 

(0<a<P y c>0), introduciendo las nuevas variables u = x + yi 
uv = y. 

2173*. Efectuar el cambio de variables u — x + y, v = x — y en 
la integral 

i l 

* J dx \ f(x, y)dy. 

o o 

2174**. Calcular la integral doble 

[ \ dx dy, 

« «/ 

(S) 

donde S es un recinto limitado por la curva 
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I n d i c a c i 6 n. Efectuar el cambio do variables 
x=ar cosy, p=6rsen<p. 


§ 3. Calculo de areas de flguras pranas 


1°. El area en coordenadas recta ngu lares. El drea S de 
un recinto piano ( S) es igual a 


'-y 


dx dy. 


Si el recinto (.S') esta determinado por las desigualdades ip(i)< 

•< V < 9 (*)> tendremos 

b ♦(*) 

S= ^ dx 

a <t(x) 



2°. El 6 ro a eu coordenadas polares. Si el recinto (.S') esta 
determinado, on coordenadas polares r y <p, por las desigualdades a<q><p, 
/(<(9). se ti0ne 



2175. Construir los recintos cuyas areas se expresan por las 
siguientes integrales: 


a) 


2 x +2 

) dX l d »' 

-1 x* 


b) 



\ dr. 

o 

a-y 


Calcular estas areas y cambiar el orden de integration. 

2176. Construir los recintos cuyas areas se expresan por las 
integrales: 

n 

arctg2 3secq> 2 a<l+cos<r) 

a) [ dy \ r dr; b) ^ dy ^ rdr. 

n 0 no. 


4 


2 


Calcular estas areas. 

2177. Calcular el area limitada por las rectas x = y, i = 2j/. 
x-\-y = a y x-\-3y = a (a>0). 

2178. Calcular el area de la figura situada sobre el oje OX 
y limitada por este eje, la parabola y t = 4fur y la recta x + y = Sa. 

2179*. Calcular el area limitada por la elipse 

(y—x) % + a? = i. 
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2180. Hallar el area limitada por las parabolas 

y a = 10x-(-25 e y-= —6x-f 9. 

2181. Hallar el area limitada por las siguientes lineas, pasando 
a coordenadas polarcs, 

x a -\-y a <=2x, x 2 -f-y a = 4x, y = x, y = 0. 

2182. Hallar el area limitada por la recta rcos<p = l y la 
circunferencia r = 2. (Se cousidera la suporficie quo no contiene 
el polo). 

2183. Hallar el area limitada por las curvas 

r = a (1 -)-cos <p) y r = acosq> (a>0). 

2184. Hallar el area limitada por la llnea 

( x 2 . y t \ 2 * z y 2 

{— + —) —r • 

2185*. Hallar el area limitada por la elipse 
(x - 2y + 3) 2 + (3x + 4y -1 ) 2 = 100. 

2186. Hallar el area del cuadrilatero curvillneo limitado por 
los arcos de las parabolas x a = ay, x 2 — by, y 2 — ux, y 2 = Pz 
(0<a<b, 0<cx<P). 

Indicacidn. Introducir uuevas variables u y v, suponiendo 

z a = uy, y* = vx. 

2187. Hallar el area del cuadrilatero curvilinco limitado por 
los arcos de las curvas y a = ax, y i ~bx, xy = a, xy = p (0<a</>, 
0<a<p). 

1 1 \ d i c a c i 6 n. Introducir nuevas variables u y v, suponiendo xj/=«. 
y* = vx. 

§ 4. Calculo de volumenes 

El volumen V de un cilindroide , limitado por arriba por la suporficio 
continua s = /(z, y), por abajo por el piano z = 0 y lateralmente por la 
superficie cilindrica recta que corla en el piano XOY el recinto S {fig. 94). 
es igual a 

\ ^ /(*. V)dxdy. 

(S) 

2188. Expresar, por medio de UDa integral doble, el volumen 
de una piramide cuyos vertices son: 0(0; 0; 0), .4(1; 0; 0), 
2? (1; 1; 0) y C(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar los limites de inte- 
gracion. 

18-1016 
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En ios problemas 2189-2192 hay que dibujar los cuorpos, 
cuyos volumencs se oxpresan por las integrales dobles que se dan: 


1 l-s 

2189. [ dx { (1— x — y)dy. 

o o 

2 2-x 

2190. ^ dx (4 — * — y)dy. 

o o 


2 Vl—a® 

2191. \ dx \ (1 — x)dy. 

6 'o 

2 2 

2192. \ dx \ (4 —x—y)dy. 

O' 2 —x 


219 3. D ibujar el cuerpo, cuyo volumen expresa la integral 

n V'ai-xH 

f d x \ j/V — x z — y-dy, y basandose en razonainientos geome- 

oo ... 

tricos, hallar el valor de esta integral. 



2194. Hallar el volumen del cuerpo limitado por ei parabo- 
loide olfptico z= 2x* + i/ a + l, el piano x + y = i y los pianos 
coordenados. 

2195. Un cuerpo esta limitado por el paraboloide hiperbolico 
*=»** —y 9 y los pianos y = 0, z = 0, x = i. Calcular su volumen. 

2196. Un cuerpo esta limitado por el cilindro x 2 -f z 2 = a 2 y los 
pianos y = 0, z = 0, y = x. Calcular su volumen. 

Hallar los volumcnes de los cuorpos limitados por las super¬ 
ficies siguientes: 

2197. az — if, x z + y t = r i , z = 0. 

2198. i( = Vx, y = 2Vx, z + z = 6, z = 0. 

2199. z = x z + y z , y = x*, y = 1, z = 0. 
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2200. x-\-y -\-z — a, 3x-j-j/ = a, ~x-\-y = a, y — 0, z —0. 

2201. -g-+-J=l, » = y = 0, 2 = 0. 

2202. x 2 + 1 / 2 — 2ax, z = ax, z = [5x (a>p). 


Ed los problemas 2203 — 2211 empleense coordonadas polares 
y gencralizadas. 

2203. Hallar ol volumen total del espacio comprendido entre 
el cilindro x 2 -j-y 2 = a 2 y el hiperboloide x 2 + y 2 -z 2 = —a 2 . 

2204. Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cono 2(x 2 + y 2 )— z 2 = 0 y el hiperboloide 

x*-f p z —z 2 = — a 2 . 


2205. Hallar el volumen limitado por las superficies 2az = x 2 y 3 , 
x 2 4- y 2 — z 4 = a 2 , z = 0. 

2206. Determinar el volumen del elipsoide 


** j. v* jl z * - i 
-^T + TT+la-- 1 - 


2207. Hallar el volumen del solido limitado por el paraboloide 
2az = x 2 + y 2 y la esfera x 2 -f y 2 + z 2 = 3a 2 . (Se sobreentiendo el 
volumen situado dentro del paraboloide). 

2208. Calcular el volumen del solido limitado por el piano XOY, 
ol cilindro x 8 -f-y 2 = 2ax y el cono x 2 -j-y 2 = z s . 

2209. Calcular el volumen del solido limitado por el piano XOY, 
la superficie z = ae-( j:2 +^) y el cilindro x 2 + y 3 = ft 2 . 

2210. Calcular el volumen del solido limitado por el piano XOY, 

el paraboloide Z!=s ~r + -fr y el cilindro + = . 

2211. tEn que razon divide el hiperboloide x 2 -f y 2 — z 2 = a 2 al 
volumen de la esfera x 2 -{-y 2 -|-z 2 < 3a 2 ? 

2212*. Hallar el volumen del solido limitado por las superfi¬ 
cies = x+y, = xy = 2, y — x, y = 2x, z = 0 (x>0, y>0). 


§ 5. Galculo da areas de superficies 

El area a de una superficie regular z = /(z, */), qup tenga como proyec- 
ci6n en el piano XOY un recinto S, es igual a 

°-\\v 

2213. Hallar el area do la parte del piano p — = ^ 

comprendida entre los pianos de coordenadas. 


18 * 



27C 


Integrates multiples y curvillneas 


2214. Hallar el area de la parte de superficie del ciliijdro 
z 3 + y 3 = R 3 (z>0), comprendida entre los pianos z = mx y 
x — nx (m > n > 0). 

2215*. Calcular el aroa de la parte de superficie del cono 
x 3 —y 3 = z 3 , situada en el primer octants y limitada por el piano 
y + z = a. 

2216. Calcular el area de la parlo de superficie del cilindro 
x 3 -\-y 3 = ax, cortada del mismo por la esfera x 3 -\- y 3 z 3 = a 3 . 

2217. Calcular el area de la parte de superficie de la esfera 

x 3 -\-y 3 -\-z 3 =a 3 , cortada por la superficie -p- — 1. 

2218. Calcular el area de la parte de superficie del parabo¬ 
loid© y 3 -\-z l = 2ax, comprendida entre el cilindro y 3 = ax y el 
piano x=a. 

2219. Calcular el area de la parte de superficie del cilindro 
x 3 4- y 3 — lax, comprendida entre el piano XOY y el cono x 3 -f = z 2 . 

2220*. Calcular el area de la parte de superficio del cono 
x? — y 3 =z 3 , situada dentro del cilindro x 3 -f- y 3 = 2a.r. 

2220.1*. Hallar el area do la parte del cilindro y 3 = 4x cortada 
por la esfera x 3 -f- y 2 -f z* = 5a:. _ 

2220.2. Hallar el area de la parte del cono z = l/\r a -f- y 3 cortada 
por el cilindro {x 3 y 3 ) 3 — a 3 (x 3 — y 2 ). 

2221*. Demostrar, que las areas de las partes de las superfi¬ 
cies de los paraboloides x 3 -\-y 3 —2az y x s — y 3 =2az cortadas por 
ol cilindro x 3 -\-y 3 =>R 2 son iguales. 

2222*. Una esfera de radio a esta cortada por dos cilindros 
circulares, cuyas basos tienon los diametros iguales al radio de 
aquella, y que son tangentes entre si a lo largo de uno de los 
diametros de la misma. Hallar el volumen y el area de la parte 
de superficie de la esfera que queda. 

2223*. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio, Con 
salida, do base cuadrada, cuyo lado tambien cs igual a a. El eje 
de este orificio coincide con el diametro de la esfera. Hallar el 
area de la superficie do esta cortada por el orificio. 

2224*. Calcular el area de la parte de superficie helicoidal 

z = c arctg-j-, situada en el primer octante y que esta compren¬ 
dida entre los cilindros x 3 + y 3 = a 2 y x 3 4- y 2 = b 3 . 


§ 6. Apllcaclones de la integral do&le a la mecanlca 

1°. Masa y momentos ostaticos de las laminas. Si S 
es un recinto del piano XOY, ocupado por una lamina, y p(x, y) es la den- 
sidad superficial de dicha lamina en el punto (x\ y), la masa M de esta y sus 
momentos estfiticos M x y My con respecto a los ejes OX y OY se expresan 
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por las integrates dobles 

M= J ^ p{*. y) dx dy, M z = ^ ^ i/P («, y)dxdy, 

(S) 

My — ^ ^ xp (x, y) dx dy. 


(S) 


<S) 


( 1 ) 


Si la lamina es homogenea, p(x, p) = const. 

2°. Coordenadaa del centro de gravedad de las 
n a s. Si C ( x , y) es el centro de gravedad de una lamina, se tiene, 




Hi m i- 


donde M es la inasa do la lamina y At x . My sus momentos estaticos con 
respecto a los ejes de coordenadas (vease 1°). Si la lamina es homogenea, en 
las formulas (1) se puedo poncr p=l. 

3°. Momentos do incrcia do las ldminas. Los momentos 
do inercia de una Ifimina, con respecto a los ejes OX y OY, son iguales 
respoctivamonto a 


Jx— jj y* p(*. y) dx dy, /y«=^ ? I*p(x. y)dxdy 
(S> (S) 


C4 


El momento de inercia de la lamina con respecto al origon de coordenadas 


I o = 



(**+?*) p(*. y)dxdy = I x + Iy 


(3) 


Poniendo p(x, y) = i, on las formulas (2) y (3), obtenemos los momentos 
goometricos de inercia de las figuras planas. 

2225. Hallar la masa de una lamina circular de radio R, si su 
densidad es proporcional a la distancia desde el punto al centro 
e igual a 6 en el borde de la lamina. 

2226. Una Jamina tiene la forma do triangulo rectangulo con 
catetos OB —a y OA — b; su densidad en cualquier punto es igual 
a la distancia desde este al cateto OA. Hallar los momentos 
estiticos de la lamina con respecto a los catetos OA y OB. 

2227. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura OmAnO (fig. 96), limilada por la curva y = sonx y por la 
recta OA, que pasa por el origen de coordenadas y por el vertice 

A (yj l) de la sinusoide. 

2228. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por la cardioide r = a (1 -j-eos <p). 

2229. Hallar las coordenadas del centro do gravedad de un 
sector circular de radio a, cuyo angulo central es igual a 2a 

(fig. 97). 
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2230. Calcular las coordenadas del contra de gravedad de la 
figura limitada por las parabolas y t — 4x-\-4 e y 2 = — 2z-f-4. 

2231. Calcular el momento de inercia del triangulo limitado 
por las rectas x-\~y = 2, x — 2 e y = 2, cod respecto al eje OX. 

2232. Hallar el momento de inercia de un anillo circular de 
diamotros d y D (d c D): a) con respecto a su propio centra y b) 
con respecto a su diametro. 




2233. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a, 
con respecto al eje que, pasando por uno de sus vertices, es per¬ 
pendicular al piano del cuadrado. 

2234*. Calcular el momento de inercia del sogmento interceplado 
de la parabola y 2 = ax por la recta x = a, con respecto a la recta 
y 2 — — a. 

2235*. Calcular el momento de inorcia de la superficie limi- 
tada por la hiperbola xy = 4 y la recta = con respecto 
a la recta x = y. 

2236*. En una lamina cuadrada de lado a, la densidad es 
proporcional a la distancia hasta uno de sus vertices. Calcular el 
momento de inercia de dicha lamina con respecto a los lados quc 
pasan por este vertice. 

2237. Ha liar el momento de inercia de la cardioide r = a (1 -f cos cp), 
con respeclo al polo. 

2238. Calcular el momento de inercia de la superficie de la 
lemniscata r 2 = 2a 2 cos2«p, con respeclo al eje, perpendicular al 
piano do la misma, quo pasa por el polo. 

2239*. Calcular el momento de inercia do una lamina homo- 
genea limitada por un arco de la cicloido x = a(t — sent), 
y = a{\— cost) y el eje OX, con rospecto al eje OX. 

§ 7. Integrates triples 

1°. La integral triple en coordenadas roctangulares. 
Se llama integral triple do una funcidn j (x, y , z), sobre un roeinto V, al 
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limite de la correspond iente suma triple 


(V) 


z) dx dy dz= lim Y Y Y / (*j. >jj . z k ) Ax/ Ayj Az *. 
infix AXj -*0 T" 

mfixAi/y -»0 * 5 

infix A*fc -*0 


El calculo do la integral triple so reduce a calcular sucesivamente tros inte- 
grales ordinarias (simples) o a calcular una doblo y )ina simple. 

Ejemplo 1. Calcular 


/ = J ^ ^ x' J y 2 z dx dy dz, 
v 


donde el recinto V se determine por las desigualdades 
0<*<1, 0<z<x.v. 

Solucidn. Tenemos: 

1 x xy l x 

/«= f dx ^ dy t x 2 y 2 zdz = ^ dx = 

0 0 0 0 0 


H 


I 2 !/ 4 . f z k j s * 

~l~ dv= \ TT 


x'o J l 

■w dx= m- 


Ejemplo 2. Calcular 




x 2 dx dy dz. 


x2 1/2 £* 

extendida al voluxnen del elipsoide + -j r 4-- r = 1. 

S o 1 u c i 6 n. 

a a 

^ x 2 dx dy dz = x 2 dx jj ^ dy dz = x 2 S yt dx, 
(V) -a (S u .) -n 


x ‘2 


donde S yZ os el firea de la olipse = l ' I = const ' >gu«I u 


Sy^nbj/l—^-c y/l — §—n6e(l—£) . 
Por esto, on definitiva, tenemos: 

a ^ 

^ ji x 2 dx dy dz = nbc ^ x* ^ l — -^rr^ dx= na' J bc. 


<V> 
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2°. Cambio de variables e n la integral triple. Si en 
la integral triple 


Us 


I (x, y, z)dxdydz 


hay quo pasar do las variables x, y, z, a las variables u, v, u>, relacionadas 
con las priineras por las igualdadcs x = tp (u, v, w), y = ip (u, v, u>), z = x (“. n, w), 
donde las funciones tp, i{>, x : 

1) son continuas, junto con sus derivadas parcialos do 1° orden. 

2) establocen una correspondencia biunivoca continua en ambos sentidos. 
entre los puntos del reointo do integration V del espacio OXYZ y los puntos 
de uu recinto dcterminado V' dol espacio O'UVW y 

3) ol determinante luncional (jacobiano) de ostas funciones 


D{x, y, z) 

‘ r» • ‘ . » 


D(u, v, w) 


dx 

dx 

dx 

(hi 

dv 

du> 

dy 

dy 

dy 

tin 

dv 

dw 

dz 

dz 

dz 

dii 

dv 

dw 


consorva invariable sn signo cn el recinto 1', entonces, serfi valida la formula 
/(*, y, z) dx dy dz = £ /[<p{u, v, to), \p (u, v, u>), x(“. v, u>)|| I\dudvdw. 

w 


En particular, 

1) para las coordenadas cilindricas , r, <p, h (fig. 98), dondo 

i = r cos <p, y = r sen <p, z = h, 

obtenemos que, I = r; 

2) para las coordonadas csfdricas q>, tj>, r ((p es la longitud; 'p, la latitud 
y r el radio vector) (fig. 99), dondo 

x = r cos ip cos <p, y ~r cos tj> son <p, 

z = r sen 

tonemos / = r 2 cos t|>. 

Ejempio 3. Calcular la siguiente integral, pasandola a las coorde¬ 
nadas esfericas, 


^ ? f ']/x 2 -\- j/ 2 -J- z 2 dx dy dz, 
donde V os una esfera de radio R. 

Sol uc ion. Para la esfera, los limites de variation de las coordena¬ 
das esflricas ip (longitud), tp (latitud) y r (radio vector), seran: 

0<cp<2*, 

Por esto, tondromos: 

n_ 

2n 2 R 

f | ^ x i -\-y t +z 2 dx dy dz = ^ dtp di|> f rr 2 cos a|) dr = jt.H 4 . 

(V)' 0 0 

2 
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3°. Aplicaciones de las Integra ... 

de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a 

A A A 


las integrates triples. El volumen 


m 

(V) 


dxdydz. 


La masa do un cuerpo que ocupa el recinto V, 

M= ^ ^ ^ Y(*> y< 2 ) dxdydz-. 


(V) 


donde y (* 2 i y> 2 ) es la densidad del cuerpo on el punto (x, y, z). 




Lo3 momentos estdticos de un cuerpo, con rospecto a los pianos coorde- 
nados son: 


M.zy= HU 1 -*' z) z dx dy dz; 



Myz=• 
M zx = 



z) x dx dy dz; 


z)ydxdy dz. 


Las coordenadas del centro dc gravedad 

— M yz — Mzx ~_Mxy 

x ~ M ' y ~ M ' ‘ M 


Si el cuerpo es homogeneo, en las formulas para determinar las coor¬ 
denadas del centro de gravedad se pucde poner y {x. y, 2 ) = 1. 

Los momentos de inercia, con rcspecto a los ojes coordenados son: 


Jx = 


ty = 


Iz — 



(y 2 + z*) Y (*, p, z) dx dy dz; 


(z J +* z ) y (*. y, z) dxdydz; 


(x2+p 2 ) Y{*. y. z) dxdydz. 
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Ponieudo en cstas formulas y (z, y, z)= 1, obtenenios los mementos 
geometricos do inercia del cuerpo. 

A. Cdlculo de las integrates triples 
Calcular los limites de inlegracion en la integral triple 

H 5 f y ' z > dx dy dz 

<V) 

para los recintos V que se indican a continuacidn: 

2240. V es un tetraedro limitado por los pianos 

x + y + 2 = 1, a: = 0, y = 0, z — 0. 

2241. V os un cilindro limitado por las superficies 

x 3 + y 3 = R 2 , 2 = 0, z — H. 

2242*. I 7 es un cono limitado por las superficies 

l_il z=c 
^ + c a ’ * c * 

2243. V es un volumen limitado por las superficies 
2 = 1 — x 2 — y 3 , z = 0. 

Calcular las siguientes integrates: 
i t l 

dz 


2244. 




V*+y+*+i 


2 2 Fir 

2245. J dx \ dy 


It 2 


xdz. 


a Vaz-xz V aa-xa-i/2 

2246. J dx J dy \ 


dz 


Va 2 —x*—y 2 —z* 


1-x 1-X-I/ 


5 dx t 5 

0 0 0 


2247. 

2248. Calcular 


xyz dz. 


SSh 

(V) 


dz dy dz 


;*+s-+*+i) 3 ’ 


donde F es el recinto de inlegracion, que esta limitado por los 
pianos de coordenadas y por el piano x + y-f-z —1. 
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2249. Calcular 


5 H ( x + y~ i > z) s dxdydz. 


(V) 


donde V es la parte comun del paraboloide 2az > x 2 -f- y 2 y de la 
esfera x 1 -f y- z 2 < 3a 2 . 

2250. Calcular 



z 2 dx dy dz, 


dondc V es la parte comun de las esferas x*-\-y 2 +z 2 < R 2 y x 2 + 
-+- y 2 -|- z 2 < 2Rz. 

2251. Calcular 


SSS 

(V) 


zdxdy dz, 


dondo V es el volumen Jimitado por el piano 2 = 0 y por la raitad 
superior del elipsoide + "fr + ~r ~ ^ • 

2252. Calcular 


SIS (■£+&+-£)‘ b,i »*' 

<V> 

donde V es la parte interna del elipsoide -f -p- + — * ■ 

2253. Calcular 

\ \ [ zdxdy dz, 

<v> 


donde V es el recinlo limitado por el cono z* = (a: 2 -f- y 2 ) y por 

el piano z = ft. 

2254. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
cilindricas, 



dx dydz, 


donde V es el recinto limitado por las superficies x 2 -f- y' 1 -f z* 
x 2 + i / 2 = z 8 y que conliene el punto {0, 0, R). 

2255. Calcular 


2 Rz, 


2 V Zx-Xi a 

^ dx t dy\ z \ / x t + y 2 dz, 

ooo 

translormdndola previamente a las coordenadas cilindricas. 
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2256. Calcular 


2 r V 2r*-x2 Y 

l dX l ^ l dZ ' 

0 - Yzrx-xi 0 

transformandola previamente a las coordenadas cilindricas. 

2257. Calcular 


H V Ri~xZ Vm-xt-!/» 

j dx jj dy ^ {x 2 + y 2 )dz, 

~ R - Vn2-x2 

tranformandola previamente a las coordenadas esfericas. 

2258. Calcular la integral siguiente, pasando a las coordenadas 
esfericas 

$ H V* 3 +y 1 + zt(ixd y dz < 

(V) 

donde V es la parte interna de la esfera x 2 + y 2 + z z <x. 

B. Calculo de volumenes por medio de integrates triples 

2259. Calcular, por medio de una integral triple, el volumen 
del cuerpo limitado por las superficies 

y 2 = 4 a 2 — 3ax, y 2 — ax, z = ± h. 

2260**. Calcular el volumen de la parte del cilindro x 2 -\~y 2 = 
— 2ax, comprendido entre el paraboloide x 2 4-u 2 = 2az y el piano 
XOY. 

2261*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
x 2 + y 2 4- z 2 = a 2 y el cono z 2 = x 2 -\-y 2 (la parte exterior con res- 
pecto a I cono). 

2262*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4 y cl paraboloide x 2 -\-y 2 = 3z (la parte interior con 
respecto al paraboloide). 

2263. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el piano 
XOY , el cilindro x 2 -\-y 2 — ax y la esfera x 2 -f y 2 + z 2 = a 2 (interno 
con respecto al cilindro). 

2264. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el parabo- 

j,2 2 2 x 

loide + = 2 — y el piano x — a. 
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2264. 1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superlicie 

( xi , l/ ! , 12 j. J a _ 

l a* + 5* c* ) a? + P c* ' 


2264. 2. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las super¬ 
ficies 


* + *.4 —-2 -fi 

a 2 T- j,2 • C 2 a 2 -T b 2 c t 


(Z>0). 


(7. Aplicaciones de las integrates triples a la mecanica y a la fisica 


' 2265. Hallar la masa M del paralelcpipedo rectangular 0 <i<a, 
0<y<b, 0<z<c, si la densidad en el punto ( x , y, z) es p(x, y, z)— 

= x+y+z- 



2266. Del octante de la esfera x* + p s + z l! <c*. x>0, y>0, 
z> 0, se ha cortado el cuerpo OABC, limitado por los pianos de 

coordenadas y por el piano = l (a<c, 6<c) (fig. 100). 

Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto 
( x, y, z) es igual a la cota z del mismo. 

2267*. En el cuerpo de forma semiesferica x ! -j-y 2 + z 2 <a s , 
z>0, la densidad varia proporcionalmente a la distancia desde 
e! punto al centro. Hallar el centro do gravedad do este cuerpo. 

2268. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el 
paraboloide y 2 -f-2z 2 = 4x y por el piano x = 2. 

2269*. Hallar el momento do incrcia del cilindro circular, que 
tiene por altura h y por radio do la base a, con respecto al eje 
que sirve de diametro de la base del propio cilindro. 

2270*. Hallar el momento de inercia del cono circular, que 
tiene por altura k, por radio de la base a y de densidad p, con 
respecto al diametro de su base. 

2271**. Hallar la atraccion que ejerce el cono homogeneo, 
de altura h y angulo en ol vertice a (en la seccion axial), sobre 
un punto material, que tenga una unidad do masa y quo est£ 
situado en su vertice. 
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2272**. Demostrar, que la atraccion que ejerce una esfera 
homogenea sobre un punto material exterior a ella no varia, 
si toda la masa de la esfera se concentra en su centro. 


§ 8. Integrates Improplas, dependlentes de un parametro. Integrales 
Improplas multiples 

1°. Derivacion respecto del parametro. Cumpliendose 
ciertas restriociones que se imponen a las fuucioaes / (x, a) y j' a (x, a) y a las 
correspondientos integrales improplas, se verifies la regia de Leibniz 

oo * 

jj / (*. «) dx = [ la (*. ®) dx. 

a a 

Ejomplo 1. Valiendose de la derivation respecto del parametro, 
calcular 

J- - - dx (a > 0, P > 0). 

o 

S o 1 u c i d n. Sea 


Kntoncoa, 


e -axi _ e -px* 


dx = F(a, p). 


L UpJ’ l _ _ C Xe ~ axt dx — —— «-«** 
da ,\ 2a 



1 

2a 


De donde F (a, P)=—~lna+C(P). Para hallar C {(}), ponemos a = p en la 
Ultima igualdad. Tenemos, 0= — -i- In (5 + C ((1). 

it 

De donde C(P)=-^-lnp. Por cousiguiente, 

M 

F (a, ft = - i In a+i- In p=i- In ± . 


2°. Integrales dobles impropias. a) Caso en que el 
recinto de integracion es infinito. Si la funcidn f (x, y) es 
continue en un recinto infinito S, se supone 


\ \ /(*, y) 
’is) 


dxdy- 


lim 

o-»s 


^ /(*» >J)dxdy, 

(o) 


( 1 ) 


donde a es un recinto finite, situado totalmente en S, entendiendose por 
a-*- S, quo ampliamos ol recinto a segun una ley arbitraria, de manera que 
en 4ste entre y permanezea en el cualquier punto del recinto S. Si el segundo 
miembro tiene limito y este no depende de la election que se haga de a, 
la correspond!onte integral impropia recibe el nombre de convergente ; en ei 
caso contrario se llama divergente. 
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Si la funcidn subintegral /(x, y) no es negative (f (x, y) > 0), para quo 
la integral impropia sea con verge rite es necesario y suficiente que exists 
el limite del segundo miembro de la igualdad (1), aunque sea para un sistema 
de recintos a que completen el recinto S. 

b)Caso do una funcion discontinua. Si la funcion / (x, y) 
es continua en todo un recinto cerrado y acotado S, a exccpcion del punto 
P (a , b), se supone: 

\ \ 1(x, y) dx dy = lim V ? / (x, y) dx dy, (2) 

(S) ls e ) 


donde S e es el recinto quo results de excluir del «S un recinto interior 
pequeno de diametro e que contiene al punto P. En ol caso de que exists 
el limite (2) y de que no dependa do la forma de los recintos intoriores 
pequefios que se excluyan del recinto S, la integral considerada se llama 
convergente, mientras qua en el caso contrario, es divergente. 

Si / ( x, y) !> 0, ol limite del segundo miembro de la igualdad (2) no 
depende de la forma de los recintos interims quo sc excluyen do S', en par¬ 
ticular, on calidad do tales recintos pueden tomarse circulos de radio con 
centro en el punto P. 

El concepto de integrates impropias doblcs cs fficil pasorlo al caso do 
integrates triples. 

E j e m p 1 o 2. Investigar la convergence do la integral 



dx dy 

( 1 +* 2 + 5 , 2 ) 1 ; • 


(3) 


donde 5 es todo el piano XOY. 

S o 1 u c i 6 n. Sea o un circulo de radio p con centro en el origen de 
c.oordenadas. Pasando a las coordenadas polarcs, si prfs 1, tenemos: 


/ 


to) - 



dxdy 

(l+xs + ^j; 



r dr 

(I+72jP 


2 n 

- C 1 (l+r2)»-P |P 

.) 2 1 —p |o 


l(l + P a ) l - p -i] 


Si 1, so tione lim /(<x) = lim I (<r) = co y la integral diverge. Si por ol 

a-*S p-*oo 

contrario, p>l, so tiene lim/(o) =- r y la integral converge. Cuando 

0-»oo /'— ■ 


p-voo 

2 n 


p = l, tenemos quo I (o)= \ dep \ - - r —=ji In (1 4-p 2 ); lim I (o) = co, 

,} .) 1T r “ ft*» 

oo 

decir, la integral diverge. 

Por consiguiente, la integral (3) es convergente para p> 1. 


es 
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2273. Hallar /' (x), si 

CO 

/(*)=$ e^dy (x>0). 


2274. Demostrar, que la funcion 

“= \ izp&r* 


satisface a la ecuaciun de Laplace 

d 2 u it <J u 


Ox » 1 dy* 


• 0 . 


2275. La transformacion dc Laplace F (p) para I 
se dotermina por la formula 

P(p)=\e-'"t(l)dt. 


Hallar F(p), si: a) / (/) = 1; b) f (t) -e al ; c 
d) / (t) = cos fit. 

2276. Apiicando la formula 


i 

J X*-' dx = -J- (n > 0). 


calcular la integral 


K" 1 " 


xdx. 


2277*. Apiicando la formula 


<r pt dl = j (p >0), 


^ Pe~ pt dl. 


funcion /(/) 


/ (<) = sen fit; 


calcular la integral 
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Utilizando la derivacion respecto al paramel.ro, ealcular las 
siguientes infcegrales: 


2279. 






dx (a >0, p >0). 


sea mx dx (a ;> 0, {5 ;> 0). 


2280. 


arctgaz j 
* (1 + **> 


2281 - ci=i<i). 


2282. \ ( a> 0). 

i 

Calcular las siguientes inlegrales impropias: 

oo co 

2283. jj dx e-<*+w) dy. 
o o 

1 

2284. ^ dy ev dx. 
o o 

2285. \ ^ x* + y <fi ’ do,l( l e *5 «s un recinto, que so determine 

\S) 

por las dosigualdades x> 1, y^x*. 

2286 ’- <«><>>. 

0 u 

2287. La integral de Euler-Poisson, determinada por la formula 

f? 00 

1 = \ e~ x *dx, se puede escribir tambien en la forma I= \ e-^dy. 

o o 

Mulliplicando entre si eslas formulas y pasando despues a las 
coordenadas polares, calcular I. 

2288. Calcular 


CC CO CO 


(** Hf a + **+l) a ‘ 


l 0—1010 
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Averiguar si convergen las siguientes integrales dobles impro- 
pias: 

2289**. ? ^ lnl^ x 3 + y 2 dxdy, donde S es el circulo x 2 -fp a <l. 
(«> 

2290 . J J t’ donde S es un recinto quo se determina 


(S) 


(** + y*f 


por la desigualdad x 2 + y* > 1 («parte exterior* del circulo). 

2291*. [ \ ~~ d - — , donde S es un cuadrado |x|<l, |y|<l. 

J.J V (x~ u) 2 


(S) 


2292. \ f \ — d - x — — , donde V es un recinto, que se deter- 

0^0 (* a +» a +* a ) a 

mina por la desigualdad x* -j-j/*-fz*> 1 («parte exterior# de la 
csfera). 


§ 9. Integrales curvillneas 

1° Integrates curvillneas de primer tipo. Sea f (x, ij) 
una funoidn continue o y — q>(x) |a<x<&] la ecuacion de una curva plana 
determiuada C. 

Marcamos un sistema de puntos Vi) (i = 0, 1, 2, .... n ), quo divi- 

dan la curva C en arcos elemeutales = Asj, y formamos la sums 

n 

integral S n = 2 /(*<’ Vt) El limit# de esla suina, cuando n-*-co y 
1=1 

max A*j-*■ 0 recibo el nombre de integral curvilinea de primer tipo 


V) ds 


(ds es la diforencial dol arco) y se calcula por la formula 

b 

/ (*. y) ds = ^ / ( x. <p (*)) VT+W te- 

ii 

En el caso de que la curva C este dada en forma parametrica: 
x=sqj(0. !/ = 1 l>(t) tonomos: 

3 

jj /(x. 'J)ds= J /(qp (t). $(*)) Vtp '«<<> + *'* (0 dt. 

Sc considoran tambien integrales curvillneas de primer tipo de Tuncio- 
nes de tres variables / (x, y, z),_ tomadas sobre una curva en ol espacio, que 
se calculan analogamente. La integral curvilinea de primer tipo no depends 


lim y, j(x,, yi) A*f — W(x, 

n-*oo *i 


i-1 
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del sentido del camino de integracion. Si la funcion subintegral / se interprets 
como la densidad lineal de la curva de integracion C, esta integral TOpre- 
sentara do por si la masa de la curva C. 

Ejemplo 1. Calcular la integral curvilinea 

^ (* + !/) ds, 

C 

donde C es el contorno del triangulo ADO, cuyos vertices son: A (1; 0), 
B( 0; 1) y 0(0; 0) (fig. 101). 



Solucion. Aquf, la ccuacidn de AD es: p = l — x, la do OB: x = 0 y 
la de OA: y = 0. 

Por lo tanto, tendremos: 


jj (x + y)ds = ^ (*+!/)*+ ^ (x + y)d«+ ^ (x+p)ds = 
b AB BO OA 



xdx = yi -j-1. 


2°. Integralcs curvilfnoas do segundo tipo. Si P(x, y) 
y Q(x,y) son funciones eontinuas o y = <p(x) os una curva plana C, quo 
sc recorre al variar x desdc a hasta b, la correspond ion to integral curvilinea 
de segundo tipo se oxpresa de la forma siguiente 

t> 

^ P(x, y)dx + Q(x, u)dy=^ \P (x, (p (x)) + q>' (x) Q (x, tp (x))] dx. 

C a 

En el caso mas general, cuando la curva C se da on la forma param6- 
trica: x = <p(t), p = i|;(f), donde t varia entre a y p, tenemos: 

P 

^ P(x, y)dx + Q(x, j/)dp=^ (^(9(0. V (0) 1>' (O + Q (<P (')• (<))’!>' (0! dt - 

C a 

Formulas andlogas son validas para la integral curvilinea de segundo 
tipo tomada sobre una curva en el espacio. 


19* 
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La integral curvilinea do segundo lipo cambia su siguo por el 
contrario, af oambiar el sentido del camino do Inte¬ 
gra cion. Mecanicamente, esta integral puede iuterpretarsc como el trabajo 
do la correspondionto fuorza variable {P (x, y), Q (x, y)} a lo largo do la curva 
de integracion C. 

Ejomplo 2. Calcular la integral curvilinea 

? y t dx-\-x i dy, 


donde C os la initad superior de la elipse x = acost, y — bsent, que se 
recorre en el sentido de las agujas del rcloj. 

Soluciun. Tonemes 


^ y* di-f-x 2 dj/ = 
o' 


o 

[6 2 sen 2 1 -( — a sen t) + cos 3 cost] dt = 
n 


o 0 

= — ab* ^ sen 3 t dt-\-a 2 b ^ cos 3 t dt ab 2 . 

n k 


3°. C a s o d e d i f e r c n c i a 1 exacts. Si la ex pros ion subintegral 
de la integral curvilinea de segundo tipo es la diferoncial cxacta de una 
funcidn uniformo doterminada U = U(x, y). es decir, P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 
=dU (x, y), esta integral curvilinea no depende del camino de integracion 
y so cumple la formula do Newton-Leibniz 

(* 2 ; ^ 

^ P (X, v)dx-\-Q(x, y)dy = U (x 2 . y 2 )— U (x t , y,). (1) 

(*j. l/j) 

donde ii,; y,) os el punto inicial y (i 2 ; y 2 ), ei punto final del camino. En 
particular, si ol contorno de integracion C es cerrado, so tiene 

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. (2) 


Si, 1) el contorno do integracion C esta coinprendido totalmente en un 
determinado recinto simplemente conexo S y 2) las funciones P (x, y) y 
v (x, y), junto con sus derivadas parciales do 1 ° orden, son continuas en ol 
rccinto S, la condicion necesaria y suficionte para la existencia do la 
funcion U os que se verifiquo identicainonte en lodo el recinto .S' la igualdad 

dQ dP 

dx dy W 


(vease integracion de diferonciales exactas). Si no se cum plea las condicio- 
nes 1) y 2), la subsistoncia de la condicion (3) no garantiza la oxistencia 
de la funcidn uniforme U y las fdrmulas (1) y (2) pueden resullar sor 
erroneas (vdaso el problema 2332). Soiialemos un procedimionto para hallar 



Integrates curvillneas 


293 


la funcion U (x, y) por medio de su diferencial total, basado cn cl empleo 
de las integrates curvillneas {es decir, un proccdimiento mas dc integration 
de la diferencial cxacta). Como contorno de integraoidn C so loma la linea 


Y 

y 

yo 


p z(*o',y) 


\ 


V-A 


M(x;y) 


K^J p,<X!yo> 


o 


Xr> 


X 


Fig. 102 


quebrada Pi)P,M (fig. 102), dondc P 0 (i 0 ; y 0 ) es un punto fijo, M (x; y) un punto 
variable. En este caso, a lo largo dc / > 0 / > „ tonomos que y = yo y dp = 0, 
miontras quo a lo largo de P t M, tenemos quo dx — 0. Obtononios: 


<*; v) 

U (x, <j) — U (x 0 , y 0 )= ^ P (*, y) dx-\-Q(x, y) dy = 

< x o- "o' 



Analogamenle, integrando sobre la llnca quebrada 1‘qPM, tenemos: 

v * 

ri (x, y)—u (i 0 , v)= Q (*o• y) d 'J + ^ p (*. v) dx. 

<'0 *0 

Ejemplo 3. (4x-f-2i/) di + (2x — 6 y)dy—dU. Hollar C. 

Solucion. Aqul, P (x, y) = 4x-\-2y y Q(x, y) — 2x—(iy\ al mismo 
tiempo que, evidontemonte, se cumplo la condieidn (3). Sean x<j = 0, y<, =■•*- 
Entonces, 


v 

p 


U (x, y)=\ 4x dx -|- \ (2x—6y)t/y + C=2x 2 -\-2xy — 3p*+C\ 


o bicn, 


V .v 

U (x, y)= ^ -&y dy + ^ (4i + 2 y) dx + C= -3y*+2x*+2*9+C. 


donde C=U ( 0; 0) es una constante arbitraria. 
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Formula do Green para ol piano Si C es la frontera 
del recinto S y las funciones P (x, y) y Q ( x , y) son continuas, junto con 
sus derivadas parciales de 1° orden, on ol recinto cerrado 5+C, se veri- 
fica la formula de Green 


§Pdx+Qdy=^ 


donde ol sentido del recorrido del contorno C se elige de forma que el 
recinto S quede a la izquiorda. 

5°. Aplicaciones do las integrates curvillneas 1) El 
area liraitada por un contorno corrado C, es igual a 


S=—^ydx = ^xdy 


(el sentido dol recorrido del contorno debe elegirse contrario al movinaiento 
de las agnjas dol reloj). 

Mas util para las aplicaciones es la siguionto formula 

s={§(*dy-vdx)=L§ x t d { JL) . 
c c 

2) El trabajo de una fuerza, cuyas proyecciones sean X = X(x, y, z), 
Y = Y(x.y,e), Z = Z(x,y,z) (o correspondientemente, el trabajo de un 
canipo do fuorzas), a lo largo del camino C, so exprosa por la integral 

A= ^ Xdx-\-Ydy + Zdz. 

Si la fuerza tiono potencial, cs dccir. si existe una funcidn U = 
— U(x,y,z) (funci6n potencial o do fuorza) tal, que 

W_ y dU v dU 7 
dx ’ dy = ' dz ’ 

el trabajo, indepondientemonto de la forma dol camino C, es igual a 
<**; vt: zt) (»*; vr. zt) 

<4= \ Xdz + Ydy + Zdz = ^ dU = U (x 2 , y z , z 2 )— U (z,, y,, z f ), 

(xi; yy, ti) (xj; yy, z t ) 

dondo (*,, p,, z,) es el punto inicial y ( x 2 , p», z z ) el punto final dol camino. 


A. Integrates curvillneas de primer tipo 
Calcular las siguientes integrates curvillneas: 

2293. ^ xyds , donde C es el contorno del cuadrado 

M+|y 1 = 0 (a>0). 

r» 

2294. \ ..... — , donde C es un segmento de recta que une 

entre si los puntos 0(0; 0) y A( 1; 2). 
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^2 ri 2 

2295. \ xy ds, donde C es el cuadrante de la elipse -p- + -p- = l, 
c 

situado en el primer cuadrante. 

2296. ^ y 2 ds, donde C es el primer arco de la cicloide 
c 

x — a (l — seni), y = a(i —cost). 

2297. ^ X 1 + y' 1 ds, donde C es el arco de la evolvente de la 

circunferencia x = a (cos t-\-t sen t), y — a (sen l — t cos t) [0 <; t << 2n], 

2298. ^ (x 2 + y 2 ) 2 ds, donde C es el arco de la espiral logarit- 
c 

mica r=ae m v(m>0) desde el punto A (0; a) hasta el punto 

0{ — oo; 0). 

2299. (x-f j i)ds, donde C es el lazo derecho de la lemniscata 


r 2 = a 2 cos 2tp. 

2300. \ (x + z)ds, donde C es un arco de la curva 
x = f, y = z = « s [0<*<1). 


2301. 


j x 2 + y 2 + z 2' - -- * 

circular x = acos<, y = asent, z = bt. 


, donde C es la primera espira de la hSlice 


2302. ^ } A 2(/ 2 -f z 1 ds, donde C es el circulo x 2 + y" + z 2 = a 2 , x = y. 
c 

2303*. Hallar el area de la superficie lateral del cilindro parabolico 

o 

j/ = -g-x 2 , limitada por Ios pianos z = 0, x = 0, z — x, y — 6. 

2304. Hallar la longitud del arco de helice conica C, 

x = ae ' cos t, y = ae l sen t, z — ae‘, desde el punto O (0; 0; 0) hasta el 
punto A (a; 0; a). # a 

2305. Determinar la masa del contorno de la elipse + = 4, 

si su densidad lineal en cada punto M (x, y) es igual a \y\. 

2306. Hallar la masa de la primera espira de la helice circu¬ 
lar x=acost, y = asent, z = bt, si la densidad en cada punto es 
igual al radio vector del mismo. 

2307. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del 
SBmiarco do la cicloide 


x=a(t — sent), y = a(l — cos t) 
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2308. Hallar cl momento de inercia, con rcspesto al eje OZ, 
de la primera espira de la helice circular x^= acost, y = asen t, 
z — bt. 

2309. cCon quo fuerza iniluye la niasa M, distribuida con 
donsidad constanle por la circunferencia x 2 -\-y 2 = a 2 , 2 = 0, sobre 
la masa m, situada en el punto A(0; 0; b)? 

fi. Integrates curvilineas de segundo tipo. 

Calcular las siguicntes integrates curvilineas: 

2310. ^ (a- 2 — 2xy) dx(2xyy 2 ) dy, donde AB es el arco 

All 

de la parabola y — x 2 que va desdo cl punto A(t; 1) hasta el 
punto 1S( 2; 4). 



P i g. 103 

2311. ^ (2a — y) dx+xdy, donde C es el primer arco de la 
c 

cicloide x*=a{l —sent), y = a(i — coat) recorrido cn el senlido 
del crecimiento del parametro t. 

2312. ^ 2 xydx — x l dy, tomandola a lo largo de ios diferentes 
GA 

caminos, quo parlen del origen dc coordcnadas 0 ( 0 ; 0 ) y que 
finalizan en el punto A (2; 1) (fig. 103): 

a) sobre la recta OmA; 

b) sobre la parabola OnA, cuyo eje de simetria es el eje OY; 

c) sobre la parabola OpA, cuyo eje de simetria es el eje OX; 

d) sobre la iinea quebrada OB A; 

e) sobre la Iinea quebrada OCA. 

r> 

2313. \ 2xy dx 4 - x 1 dy, en las mismas condiciones quo el 
0A 

problema 2312. 
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2314*. <£ (*-1-!/)^ (| —*[1^. tomdndola a lo largo de la cir- 

cunferencia x 2 y 2 = a 2 en sentido contrario al de las agujas del 
reloj. 

2315. ^ y 2 dx + x 2 dy, donde C es la mitad superior do la elipse 

c 

x — acost, y = bsent, quesesiguc enel sentido de las agujas del reloj. 

2316. ^ cosy da:—sen xdy, tomandola a lo largo del segrncnto 

All 

AB de )a bisoctriz del segundo angulo coordenado, si la abscisa 
del punto A os igual a 2 y la ordenada del punlo B igual a 2. 

2317. &- xy i ' J! !*~* dy> . donde C es el lazo dereclio de la lomnis- 

J x* + y 2 

c 

cata r 2 = a 2 cos 2<p, que se siguo on el sentido contrario al de las 
agujas del reloj. 

2318. Calcular las integrals curvilineas do las expresiones 
diferenciales exactas siguientes: 

a) ^ xdy + ydx, b) \ xdx+ydy, c) ^ (x-fy) (di+dy), 
(-J; 2) (0: 1) (0; 0) 

(2; 1) 

d) ? V_dx—x^ dy un camino que no code al eje OX), 


0 ; 2 ) 
(*: Irt 


e ) ^ (P°r un camino que nocorte a la recta x+y=0), 

' 2 ’ 2 / 


(* 2 : Vi) 


f) j <p(x)rfx + a|>(y)dy. 


(*li M) 

2319. Hallar las funciones primitivas de las expresiones 
subintegral es y calcular las siguientes integrales: 

(3^0) 

a) \ (x 4 + 4xy 8 ) dx + {6x a i/*—5y 4 ) dy, 

(—2; —i) 

(1;0) j 

xdy — y dx 


b) 

(0; —I) 

recta y = x), 


— — ^-rr~ (el camino de integracion no se corta con la 
x—y)- v 
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(3; l) 

c) ? (x + 2 yjdx-+y dy ^ e j cam i n0 {j e integracion no se corta 

(iTd 2 y 

con la recta y = — x), 


<1; i: 


d > l (v 


(0; 0) 


V*+r 


') tix+ ( 


1 /*•+»* 


’)d». 


2320. Calcular la integral 

j _ f xdz + ydy 

1 Vi+**+»* ’ 


tomandola en el sentido de las agujas del reloj, a lo largo del 
cuarto de la elipso -^- + -p-=l, que se encuentra en el primer 
cuadrante. 

2321. Deinostrar, que si f (u) es una funcidn continua y C es 
un contorno corrado «regular a trozos», la 


/ (x a + y *) (xdx+y dy) — 0. 
c 


2322. Hallar la funcion primitiva U, si: 

a) du = (2x + 3y)dx + (3x — 4y) dy; 


b) du~ (3x° — 2xy + y s ) dx — (x a — 2 xy + 3y a ) dy; 

c) du = e x - v [(l+x+y)dx + (i—x — y)dy]; 
dx . dy 


d) du = 


~x+y x+y 


Calcular las siguientes integrales curvilineas, tomadas a lo largo 
do curvas en el espacio: 

2323. ^ (y — z)dx + {z — x)dy+ (x — y)dz, donde C es una 

c 

espira de la helice circular 

' x = acost, 
y = a sen t, 
z = bl. 


correspondientes a la variacion del parametro t desde 0 a 2n. 
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2324. y dx-\-z dy + x dz, dondc C es la circunferencia 
c 

x = R cos a cos t, 
y = Rcosasent, 
z — R sen a (a = const), 

recorrida en el sentido del crecimiento del parametro. 

2325. ^ xy dx -j- yz dy + zx dz, donde OA os el arco de la cir- 

OA 

cunferencia z 2 4 - y 2 + z 2 — 2Rx, z = x, situado por el lado del piano 
XOZ, donde j/>0. 

2326. Calcular* las integrales curvillneas de las diferenciales 
exactas siguiontes: 

(6; 4; 8) 

a) V x dx + y dy~ zdz, 

(U 0; -3) 

(a; b; c) 

b) \ yzdx + zxdy + xydz, 

(ui.D 

(3; 4; 6) 

, (• xdx + y dy + z dz 

\o;b\o> ’ 

d) y-dx + zxdy+xy dz cam i, 10 d e integracion esta 

situado en el primer octante). 

B. Formula de Green 

2327. Valiendose de la formula de Green, transformar la inte¬ 
gral curvilinea 

I—^Vxt + y^dx + y [xy + ln( X +Vx> + y*)] dy, 

c 

donde el contorno C limita un recinto S, 

2328. Aplicando la formula de Green, calcular 

/ = & 2 (x 2 + y 2 ) dx -f (x + y) 2 dy, 
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dondo C os el contorno do un triangolo, cuyos vertices estan en 
los puntos A(i- 1), B (2; 2) y C(I; 3) y que se recorrc en sentido 
positive. Comprobar el resultado obtenido, calculando la integral 
direclameiilc. 

2329. Aplicando la formula do Green, calcular la integral 

$ ~x 2 ydx-\-xy 2 dy, 
c 

dondo C os la circunferoncia x’-f y 2 = fi 2 , que se recorre en sentido 
contrario a I de las agnjas del reloj. 

2330. Per los pantos A(1;0) y B (2; 3) se ha trazado una 
parabola AmB, cuyo ejc coincide con el eje OY, y su cuorda 
es AnB. Hallar la 

$ (x + y)dx — (x—y)dy 
AmlinA 


dircctamonte, aplicando la fdrmula de Green. 

2331. Hallar la ^ e sv \y 2 dx-\-(l +xy)dy], si los puntos A 

At,ill 

y B estan situados en el eje OX y el area, limitada por el camino 
de integracion AmB y por el segmento AB , es igual a S. 

2332*. Calcular la Examiner dos casos: 

C 

a) cuando el origen de coordenadas estd fucra dol contorno C, 

b) cuando ol contorno rodea n veees el origen de coordenadas. 
2333**. Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces 

& cos (X, n)ds = 0, 

? 

dondo s os la longitud del arco y n la normal exterior. 

2334. Valicndose de la formula de Greon, hallar la integral 

/ = ^ lx cos (X, n) -P y sen (X, n)l ds, 

C 

donde ds es la diferencial del arco y n, la normal exterior al 
contorno C. 

2335*. Calcular la integral 


$ 


dx — dy 
x + V 
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tomada a lo largo del contorno del cuadrado que tiene sus vertices 
on los puntos A(\\ 0), 5(0:1), C{ — 1; 0) y 5(0; —1), con la 
condicion de que el recorrido del contorno so haga on senlido 
contrario al de las agujas del roloj. 

D. Aplicaciones de la Integral curvil'mea 

Calcular el area do las figures limitadas por las siguientes 
curvas: 

2336. Por la clipse x = acost, y = bsent. 

2337. Por la astroide x — acos*t, y = asen 3 t. 

2338. Por la cardioide x~a(2cos/—cos 2t), 

y = a (2 sen t — sen 2 1 ). 

2339*. Por el lazo del folium de Descartos x*-{-j/ a — Zaxy — 

= 0(a>0). 

2340. Por la curva (x + y) 3 = axy. 

2341*. Una circunferoncia de radio r rueda sin resbalar sobre 
olra circunferencia fija, de radio R, corisorvando.se siempre fuera 

do ella. Suponicrido quo — sea un numoro entero, hallar el area 

limitada por la curva (epicicloide) quo doscrib© cualquicra de los 
puntos de la circunferencia movil. Analizar ol c-aso particular en 
que r = R (cardioide). 

2342*. Una circunferencia de radio r ruoda sin resbalar por 
otra circunferencia fija, de radio R, permancciendo siempre dontro 

de ella. Suponiendo quo — soa un numero entero, hallar el area 

limitada por la curva (hipocicloide) descrita por cualquiera de los 
puntos do la circunferencia movil. Analizar ol caso particular en 

que r = (astroide). 

2343. Un campo esta engondrado por una fuorza de magnitud 
constante F. que liono la direccion del semieje positivo OX. Hallar 
el trabajo de dicho campo, cuando un punlo material describe, en 
el sentido do las agujas dol reloj, cl cuarto del circulo x 2 -\-y 2 =:R- 
que se encuentra en el primer cuadrante. 

2344. I-Iallar el trabajo quo realiza la fuorza de gravedad al 
trasladar un ptuito material de masa m, desde la posicion 
A (x,; y t \ z,) liasta la posicion B (x 2 ; ij 2 ; z 2 ) (el ojo OZ esta dirigido 
vorticalmente hacia arriba). 

2345. Hallar el trabajo de una fuerza elaslica, dirigida hacia 
el origen de coordonadas, cuya magnitud os proporcional al alo- 
jamiento del punto respecto al origen de coordonadas, si cl punto 
de aplicacion de dicha fuerza describe, en sentido contrario al de 
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las agujas del reloj, el cuarto de elipse + 


situado en el 


primer cuadrante. 

2346. I-Iallar la funcion potencial do la fuerza Ji {X, Y, Z} 
y determinar el trabajo de dicha luerza en el trozo de camino 
quo se da, si: 

a) X = 0, V = 0, Z = — mg (fuerza do gravedad) y el pun to 
material se desplaza desde la posicion A (x u y t , z t ) a la posicion/ 
B (**, y 2 . *a); 


b) X— — Y=—^~, Z=—-jf, donde fi = const y 


r =Y‘sc t + y* + z* (fuerza do atraccion de Newton) y el punto mate¬ 
rial se desplaza desde la posicion A (a, b, c) hasta el infinito; 

c) X=— k*x, Y = — k-tj, Z——k 2 z, donde k — const (fuerza 
clastica), ostando el punto inicial del camino en la esfera 
x 2 + y* + z2 = JS* y el final on la esfera x 2 -f- y 2 -(- z 2 = r 2 (R>r)* 


§ 10. Integrates de superfIcle 


1. Integrates de superficie de primer tipo. 
Sea f(x, y, s) una funcion continua y z = < f(x, y) una suporficie regular S. 

La integral de superficie de primer tipo represents de por si el limits 
de la sums integral 

71 


$W<*« »• 

V 


z)dS= lim Y /(*i, y t , zfiASf, 

n-* oo 

i*» 1 


donde A*S'f es el firca de un elemento i de In superficie S, al quo pertenece- 
el punto (Zj, iji, zi); el di&metro m4ximo de estos eleraentos en que so 
divido la superficie tiendo a cero. 

El valor de esta integral no depende del lado do la superficie S que so 
eiija para la integracion. 

Si la proyeccion o de la superficie S sobre el piano XOY es uniform©, 
es decir, que cualquier recta paralela al eje OZ corta a la superficie S en 
un solo punto, la correspondionte integral de superficie do primer tipo se 
puedo calcular por la formula 

? ? /(*, 'J, z)dS = \ ? f[x, y, <p(x, »)]l/’l+ , Px (*. + V)dxdy. 

V (o) 


E jem p 1 o 


i. Calcular la integral do superficie 



(i+p+2) dS, 


donde S es la superficie del cnbo 0-<y < 1, 0<z<l. 

Calculamos la suma de las integrales do superficie tomadas sobre la cara. 
superior del cubo (2 = 1) y sobre la cara inferior del mismo (z=0) 
i 1 -it t l 

f t {z + y + i)dxdy+ ^ ? (* + y) dx dy = (2x + 2y +1) dx dy = 3. 

oo bo oo 
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Es evidente, que la integral de superficie que se husca sera tres vecos 
mayor e igual a 

§ ^ (x + y + «)di? = 9. 

2°. Integral do superficie de segundo tipQ. 
Si P — P (x, y, z), Q = Q (x, y, z) y R — R (x, y, z) son funciones continuas 
y es la cara de una superficie regular S que se caracteriza por la direc- 
cion de la normal n {cos a, cosp, cosy}, la correspond iente integral de 
superficie de segundo tipo se expresa de la forma siguionto; 

^ P dy dz-\-Qdz dx+Rdx dy = ^ ^ (P cosa+Q cos P + /J cos y) dS. 

S+ S 

A1 pasar a la otra cara S~ de la superficie, esta integral cambia su 
signo por el contrario. 

Si la superficie S esta dada de forma implfcita, F (i, y, z)=0, los 
cdsenos directores de la normal a esta superficie se determinan por las 
formulas 

1 dP 0 1 OF l OF 

cosa= ,_._, cosp—cos y = -p- , 

donde _ 

'>-*/(£)’+(£)■+(£)’. 

y el signo quo se ponga delante del radical dede elegirse de acuerdo con la 
cara de la suporficio S quo so tome. 

3°. Formula de Stockes. Si las funciones P~P (x, y,z), 
Q = Q(z, y, z) y R = R(x, y, z) tienen derivadas continuas y C es un con- 
torno cerrado, que limita una superficie bilateral S, se verifies la formula 
de Stockes 


§Pdx-\-Qdy + Rdz = 
C 



donde cos a, cosp y cosy, son los cosonos directores de la normal a la 
superficie S, debiendo determinarse la direccion de la normal de tal forma 
que, desde esta, el recorrido del contorno C se efectue en sentido contrario 
al que siguon las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas do mono 
derecha). 


Calcular las siguientes integrales de superficie de primor tipo: 

2347. ^ (x 2 + y 1 ) dS, donde S es la esfera x z -j- y 2 + z 3 = a 2 . 

2348. ^ ^ + y*dS, donde S es la superficio lateral del 


cono + = 0 |0<2<Z>1. 
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Galcular las siguicntes integrates de superficie de sogundo 
tipo: 

2349. yzdy dz-\~xzdzdx-\-xy dxdy, doude S os la cara 
's' 

exterior de la superficie del tetraedro limitado por los pianos 
* = 0, p = 0, z = 0, x-\ry-\-z = a. 

2350. ^ zdxdy , donde S os la cara exterior dol elipsoide 


<s ) 
z* 


, i:_ a 

a 'i t- b2 -T r ‘i t- 

2351. ^ ^ x 1 dy dz -{- y 2 dzdx-\-z 2 dxdy, donde S os la cara exte¬ 
rior de Ja superficie dc la semiesfera x s y*z 2 — a 2 (z > 0). 

2352. Hallar la rnasa de la super!icio dol cubo 0<a;<l, 
0<//<!, 0 < 2 < 1 , si la densidad superficial en el punto 
M (x; y; z) es igual a xyz. 

2353. Determinar las coordeuadas del centro do gravedad de la 
capsula parabolica homogenea az = x z + y- (0<z<a). 

2354. Hallar el mo mento d e inercia de la parte de superficie 
lateral del cono z = Vx- + y 2 [0<z<&| con respecto al eje OZ. 

2355. Valiendose de la fdrmula de Stockes, transformar las 
integrales: 


a) £ (x 2 —yz) dx -f- (y 2 — zx) dy -f (z 2 — xy) dz; 
c 

b) §ydx-\-zdy -(-1 dz. 
c 

Aplicando la formula de Slockes, hallar las integrales que se 
dan a continuacion y comprobar los resultados calculandolas 
directamente: 

235G. ^(y-^-z)dx-\-(z J f-x)dy-{-(x-{-y)dz, donde C es la circun- 

c 

ferencia x 2 y 2 z 2 = a 2 , x-\-y + z — 0. 

2357. §(y — z)dxi-(z — x)dy+(x — y)dz, donde C es la elipse 
e 

x 2 -\-y 2 — 1, z + s=l. 

2358. xdx-\-(x-\-y)dy-\-(x±y-{-z)dz, donde C es la curva 

c 

x — a sen t, y = acosl, z —a (sen t-\- cos t) [0<f<2zt|. 
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2359. <jj> y 2 dx -j- z 2 dy + x- dz, donde ABC A es el contoruo 

ABCA 

del A ABC con los vertices en los puntos A (a; 0; 0), B (0; a; 0) y 
C( 0; 0; a). 

2360. cEn que caso la integral curvilinea 

I=jPdx-\-Qdy+Rdz 

c 

sera igual a cero, para cualquier contorno cerrado C? 


§ 11. Formula de Dstrogradskl-Gauss 


Si S es una superficie regular ccrrada, que limita un volumen V, 
y P = P (a, y, z), Q=Q(x, y, z) y R = R(x, y, z) son funciones continuas, 
junto con sus derivadas parciales de 1° orden, en el reciuto cerrado V, se 
verifica la formula dc Ostrogradski-Gauss 

^ (P cos a + <? cos P -f- it cos y)dS= ^ [l&+ + ^Jt) dx dy dz ' 

8 (v) 

donde cos a, cos {5 y cosy, son los cosenos directorcs de la normal exterior 
a la superficio .S'. 

Valiendose dc la formula de Ostrogradski-Gauss, transformar 
las siguientes integrales de superficie, sobre las superficies cerra- 
das S, que limitan el volumen V (donde cos a, cos|3 y cosy, 
son los cosenos directores de la normal exterior a la superficie S). 


2361. 

2362. 

2363. 

2364. 


J xy dx dy + yz dy dz -f zx dz dx. 

^ ^ z 2 dy dz -f- y* dz dx s 2 dx dy. 

f f x cos a+p cos p + z cos -y 
1 J Vx3-f ya-fz2 

O 

r c / du , 0u 0 . Ou 

)) l97 cosa +-^ cos P + ^r cos Y 



Valiendose de la formula de Ostrogradski-Gauss calcular las 
siguientes integrales de superficie: 

2365. ^ x 2 dydz + y 2 dzdx+z 2 dxdy, donde S cs la cara ex¬ 
terior de la superficie del cubo 0<x<a, 0<y<a, 0<z<«. 

2366. ^ ^ x dy dz + y dz dx -*- z dx dy, donde S es la cara extc- 


20-1016 
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rior de la piramide limitada por las superficies x-\-y -\-z = a, 
x — 0, .v —0, z = 0. 

2367. \\ x 3 dy dz-\-y 3 dz dxz 3 dx dy, donde S es la cara 

's' 

exterior de la esfera x l -f- y* + z 2 = a 2 . 

2368. ^ jij (x 2 cos ay 2 cos (Sz 2 cos \) dS, donde S es la super- 

ficic exterior total del coho 

is 


a 4 b 4 0 


[0 


2369. Demostrar, que si S os una superficie cerrada y l cual- 
quier diroccion constante, 


^ ^ cos ( n , l) dS = 0, 


donde n es la normal exterior a la superficie S. 

2370. Demostrar, que el volumen V, limitado por la supor- 
ficie S, es igual a 

V = ^ ^ (x cos a y cos p +■ z cos y) dS, 

s 

donde cos a, cosp y cosy, son los cosenos direct ores de la normal 
exterior a ia superficie S. 


§ 12. Elementos de la teoria de los campos 

1° Campo escalar y campo vectorial. El campo escalar 
so determina por una funcion escalar del punto a = /(P) = f(*, y, a), donde 
P(x, y, z) es un punto del espacio. Las superficies f (x, y, z) = C, donde 
<7 = const, so Human superficies de nivel del campo escalar. 

El campo vectorial se determina por la funcion vectorial del punto 
a=za[P) = a(r), donde P os un punto on el espacio y r=xl+yj + zk es el 
radio vector del punto P. En forma coordenada a — a x i + a v J + a z k, donde 
a x ^a x (x, y, z), a„ = a y (x, y, z), a z = a t {x, y, z), son las proyeccioncs del 
vector o. sobre los ojes de coordonadas. Las Itneas vectoriales (Uneas (le 
fuerza, Uneas de corriente) dol campo vectorial se deducen del sistema de 
ecuacioues diferonciales 

dx __ dy _ dz 
a z ' 

El campo oscular o vectorial que no depende del tiempo t, se llama 
estacionario, mientras que el que depende del tiempo, no es estacionario. 

2°. Gradiento. El vector 


grad U (P) = ~-i- 


dU . , dU , 

—r— J -}- -5— k s VU, 
dy dz 
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donde V = *-^r + ^ -. es el operador de Hamilton (nabla), rcciboel 

nombre do g radienle del campo U = /(P) on el punto P (vease cl cap. VI. § 6). 
El gradiente esta dirigido por la normal n a la superficie de nivel on el 
punto P, en el sentido del crecimiento de la funcion U, y tione una lon- 
gitud igual a 

eu _ // or; \2 , / W TTWT* 

On V ( Ox ) ( dy ) ( at ) * 


Si la direccion se da por el vector unitario l {cosa, cos p, cosy), 
entonces 

3U A 77 , a „ dU , 0U . , 0U 

-^j- — grad l/-l = grad [ V = cos a -f- cos P+-^-cosy. 


dy 


dz 


(Derivada de la funcion U en la direccion I). 

3°. Divergoncia y rotor. Se llama divergencia do un campo. 
vectorial a (,P) = a x i-\-a y J -)-aJc, el escolar 


div n = -^4 


da V , da z 
dy ^ dz 


s V". 


Recibc ol nombre de rotor do un campo vectorial 
el vector 


rot a = 



lc s V X « . 


4°. Flujo del voctor. Se denomina flufo del campo vectorial 
a(P), a trav6s de la superficie S, en ol sentido determinado por ol vector 
unitario do la normal n {cos a, cos p, cos y) a dicha superficie S, la integral 


^ Sj J ^ a n dS= \ ^ (ax-cosa + n^cosp-f-ajcos y)d^. 


Si S es una superficie cerrada, que iimita un volumen V, v n es el ve 
unitario de la normal exterior a la superficie S, sera vjilida la fdrmuli 
Ostrogradski-Gauss,, cuya forma vectorial es 


vector 
\a de 



S 


a„ dS = 


sss 

(V) 


div adxdy 


dz. 


5°. Circulacion dol vector; trabajo del campo. La inte- 
gral lineal del vector a sobre la curva C se determina por la formula 

J adr=> J a,ds= \ a x dx-\-a u dy + a z dz (1) 

C 0 C 

y represents do por si el trabajo del campo a a lo largo de la eurva C 
i 0 * es la proyeccion del vector a sobre la tangente a C). 


20 * 
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Si la curva C es cerrada, la integral lineal (1) se llama circulacidn 
del campo vectorial a a lo largo del contorno C. 

Si la curva cerrada C limita una superficie bilateral S, se verifica la 
formula de Stockes, cuya forma vectorial es 



n rot adS = 



dS, 


donde n os cl vector de la normal a la superficie S, cuya direccion debera 
elegirse de tal modo, que para el observaaor que mire en el sentido de n, 
ol recorrido del contorno C so ofectue en direccion contraria a la que 
siguen las ogujas del roloj, cuando el sistema do coordenadas os do mano 
derecha. 

6°. Campo potencial y campo solenoidal. Un campo 
vectorial a{r) se llama potencial, si 


«- = grad V, 


donde U = f(r) es una funciou escalar (potencial dol campo). 

Para que soa potencial un campo a, dado on un recinto simplemcnto 
conexo, es nccosario y suficiente que a sea irrotacional, os decir, que rot 
a — 0. En esto case oxisle un potencial U, quo se detormina por la ecuacion 


dU = a x dx-\-a y dy + a z dz. 


Si el potencial U os una funcidn uniformo, sc ticno \ adr = U (B) — 


— U ( A)\ en particular, la circulacion dol vector a sera igual a cero: 


\ dr = 0. 


Un campo vectorial a(r) se llama solenoidal, si en cada punto del 
campo la div #i=0; cn esto caso. cl flujo del vector a traviss de cualquior 
superficie cerrada sera igual a cero. 

Si el campo es a la vez potencial y solenoidal. se tieno div (gradt/) = 0 
y la funcion potencial U es armdnica, es decir, satisface a la ecuacion 

de Laplace -|jr + -+• =0. o sea MJ = 0, donde A = V 2 = -g^-4- 

c/2 

+ -^-+-^7- os ol operador do Laplace. 


2371. Determinar l as superfic ies de nivel del campo escalar 
f/ = /(r), donde nr — y x 2 -f y* -J- z 2 . cCuales seran las superficies 
de nivel del campo U — F( p), donde p = ]/ x 2 + i/ 2 ? 

2372. Determinar las superficies de nivel del campo escalar 

U = arcsen , „ z . _ . 

V * 2 + P 2 

2373. Dcmostrar, que las lineas vectoriales dol campo vecto¬ 
rial a(P) = c, donde c es un vector constante, son rectas parale- 
las al vector c. 
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2374. Hallar las lincas vectoriales del campo a= —<oyi + axj, 
donde to es una constante. 

2375. Deducir las formulas: 

a) grad (CJJ + C 2 V) = C\ grad U-\-C 2 grad V, donde y C 2 son 
constantes; 

b) grad (UV) = U grad V+ V grad U ; 

c) grad ( U 3 ) = 2U grad U ; 

1V , / U \ ggradt/ — f/gradg. 

d) grad (—^ -! 

e) grad tp ( U ) = cp' ( U) grad U. 

2376. Hallar la magnitud y la direccion del gradiente del 
campo U = x 3 + y 3 + 2 3 — 3xt/z en ol punto A (2; 1; 1). Doterminar 
en que puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje OZ 
y en cudles es igual a cero. 

2377. Calcular el grad U, si U es respectivamente igual a: 

a) r, b) r>, c) d) / (r) {r = V*? + >/ + * )■ 

2378. Hallar el gradionle del campo escalar U — cr, donde c 
es un vector constante. ^Cnales seran las suporficies do nivel de 
este campo y como estan siluadas respecto al vector c? 

j .2 ,,2 z 2 

2379. Hallar la derivada de la funcion = yj-+-p-+ - 3 - en 

un punto dado P(x,y,z,), en la diroccion del radio vector r de 
esto punto. iEn que caso esta derivada sera igual a la magnitud 
del gradiente? 

2380. Hallar la derivada de la funcion U = ~ cn la diroccion 

Z{cosct, cos (5, cosy}- jEn que caso osta derivada es igual a cero? 

2381. Deducir las formulas: 

a) div (C s «i -r C 2 a 2 ) = 6 ’, div a ( -|- C 2 div a 2 , donde y C 2 son 
constantes; 

, b) div (Uc) = grad 17 -c, donde c es un vector constante; 

c) div(C7a) = grad U-a + Udiva. 

2382. Calcular la div (y)- 

2383. Hallar la div a para cl campo vectorial central a{p) 

= /(r)y, donde r = ]/x a + i/ a -|-z 2 . 

2384. Deducir las formulas: 

a) rot (£,«! -f- C 2 a 2 ) = C, rot-f- C 2 rot a 2 , donde (7, y C ’ 2 son 
constantes; 

b) rot(t/c) = grad U X c, donde c es un vector constante; 

c) rot (Ua) ~ grad U x a U rot a. 
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2385. Calcular la divergencia y el rotor del vector a, si a es 
igual respectivamonlo a: a) r; b) rc y c) f(r)e, dondo c es un 
vector constante. 

2386. Ha liar la divergencia y el rotor del campo do las velo- 
cidados linoalos do los puntos de un cuerpo, que gira con una 
velocidad angular co constante, alrededor del eje OZ en diroccion 
contraria a la que siguen las agujas del reloj, 

2387. Calcular el rotor del campo de las velocidades lineales 
v = to x r de los puntos de un cuerpo, que gira con una velocidad 
angular o> constante, alrododor de eje determinado que pasa 
por el origan do coordenadas. 

2388. Calcular la divergencia y el rotor del gradiente de un 
campo escalar U. 

2389. Demostrar, que div (rot «) = 0. 

2390. Valiendoso dol teoroma do Ostrogradski-Gauss, demostrar 
que ol flujo del vector a — r, a traves de una suporficie corrada, 
que limita un volumen arbitrario v, es igual al triplo de este volumen. 

2391. Hallar cl flujo del vector r, a traves de la superficie 
total dol cillndro £ a -f y 2 <7f 2 , 0 <z<//. 

2392. Hallar cl flujo del vector a = xr‘i-\-y 3 j+z a k a traves 

de : a) la superficie lateral del cono 1 < yfi , 0 < z < H\ 

b) la superficie total de este mismo cono. 

2393*. Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atrac- 

cion F «= -~j- de un punto de masa m, situado en el origen de 

coordonadas, a travds do una suporficio cerrada arbitraria que rodea 
a dicho punto. 

2394. Calcular la integral lineal del vector r a lo largo de una 
espira de la helico circular x = Rcos t; y^Rsont; z*=ht, desde 
l =0 hasta t — 2n. 

2395. Valiendose del teorema de Stockes, calcular la circula- 
cion del vector a = x 2 y s ij + z/c a lo largo de la circunferen- 
cia x 2 + 1/ 3 = R 2 ', z = 0, tomando en calidad de superficie el hemis- 
forio 2 = -|/ft*_a; 2 _p 2 . 

2396. Demostrar, que si F es una fuerza central, es decir, que 
esta dirigida a un punto fijo 0 y depende solamente de la distan- 
cia r hasta este punto: F — f (r)r, donde / (r) es una funcion 
uniforme continua, el campo sera potencial. Hallar el potencial 
U del campo. 

2397. Hallar ol potencial U dol campo de gravitaciou, que 
ongendra un punto material do masa m, situado en el origen de 

coordenadas: a=—Demostrar, quo el potencial V satisface 

a la ecuacion de Laplace AU = 0. 
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2398. Comprobar si los campos vectoriales que se dan a conti¬ 
nuation tienen potencial U y, si lo tienen, hallarlo: 

a) a = (5i 2 y — 4rcy) i-f-(3x 2 — 2y) j\ 

b) a—yzi + zxj+xyk\ 

c) *“■(? + *)< + (x + z)j-\-(x + y)/c. 

2399. Demostrar, que el campo central espacial a = f{r)r sera 

f. 

solenoidal solo cuando donde & = const. 

2400. iSera solenoidal el campo vectorial a = r(cxr), donde c 
es un vector conslante? 



Capitulo VIII 

SERIES 


1. Series numerlcas 

1°. Conceptos principales- Una serie numerica 

a l-r«2+ -••+««+.-.= 2 (1) 

n=l 

so llama convergente, si su suma parcial 

‘?n = “i + a2+--.+«n 

ticne 1 iinito cuando n ~+ oo. El numero S = lim S n recibe el nornbro de suma 

n-*co 

do la serie y la cantidad 

•fin — S—Sn — a n+i + an+2+ • • • 

el de resto do la serie. Si ol limite lim S n no existe, la serie recibe el 

n~*oo 

nornbro do divcrgente. 

Si la serie cs convergente, el lim a„=0 (condicidn neccsaria para la con- 

n-+oo 

vergencia). Poro la afirmacion inversa no es cicrta. 

Para que la serio (1) sen convergente es uecosario y suficiente que para 
cualquier numero positivo e se pueda encontrar un N tal, quo para n > N 
y para cualquier numero positivo p, se cumpla la desigualdad 

I °n+i-r°n+2+ •• • + o»+p I < e 

(criterlo de Cauchy). 

La convorgencia o divergencia do una serie no se altera si anade o se 
suprime un numero finito do terminos. 

2°. Criterios do convergoncia y divergencia do las 
series de terminus positivos. 

a) 1 c r i t o r i o do c o m p a r a c i 6 n. Si 0 < a„ < b n , a partir de un 
determinado n = n 0 , y la serie 

^i+^Z+"-"+^n + “-= 2 (2) 

n=1 

os convergonto, la sorio (1) tambien sera convorgente. Si por el contrario, 
la serie (1) es divorgonto, la serie (2) tambidn lo sera. 

En calidad de series comparativas es muy edmodo tomar, en particular, 
la progresion geomelrica 

2 a( t n * °)» 

n=0 
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que es convergente cuando I 71 < 1 y divergente cuando 1 7 1 > 1 , y la serie 
armon ica 


s 4 "' 


que es divergente. 

E j e mp 1 o 1. La serie 
1 . 1 


l-2~ 2-2 2 3-2 3 

es convergente, ya que aqui 


TV=i 


i: . H + n. 2 n + ‘" 


y la progresion geometrica 


1 1 

“ n n- 2 " < '’ 2 » ’ 


y J_ 
Z 2 n ’ 


n«=l 


cuya raz<5n es 5 = ^, es convergente. 


E j e m p 1 0 2. La serie 

In 2 , In 3 

2 + 3 




In n 


es divergente, ya quo su tfrmino general 


n 

In n 


cs mayor que el termino 


correspondiente -— de la serie armonica (que es divergente). 

b) II criterio de comparacion. Si existe un lintfinito 

n-»« °n 

y diferente do cero (en particular, si a n ~b n ), las series ( 1 ) y ( 2 ) son con- 
vergentes o divergentes simultancamente. 

E j e m p I 0 3. La serie 


i+y+T+---+5TirT+-" 


es divergente, ya que 


lint (a-^-r : — ^ 0 , 

n-.ee \2n —1 n ) 2 

y la serie cuyo termino general es — os divorgonto. 


E j 0 m p 1 0 4. La serie 
1 , 1 


2-1 2 2 — 2 ' 2 s —3 




2 n — n 
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es convergonte, porque 

t \ i \ . 1 1 

V2"-n : 2 n ) ~ 1 ’ ° * ea 2 n —2 2 n ’ 

y la serie cuyo termino general es cs convergente. 

c)Criterio de D’Alenjbert. Cuando a n > 0 (a partir de un doter- 
rninado n = n 0 ) y exists ol limit© 

lim — + ~ * — q 
n-*oo a n 

la serie (1) sera convergente, si 9<1, y divergent©, si g>l. Cuando 9 = 1, 
la convergencia do la serie queda sin esclarecer- 

Ejemplo 5. Investigar la convergencia de la serie 

1 , 3 ,_5 2h-1 

2 + 2* 2 3 + 2 n ' ‘" 

So I uc ion. Aqui 

2n — 1 2n + l 

a n -p > fl n+|- 2n+1 


y 


lira ±S±L 

n-*oo 


lim 

n-^oo 


(2n + l)2'‘ 
2 U+1 (2n —1) 


.. 1+ 2^ 
lim- t~ ~ 

n-*oo . * 

2 n 


Por consiguiente, la serie dada es convergent©. 

d) Criterio do Cauchy- Cuando a n > 0 (a partir de un termino 
determinado n = n 0 ) y existo ol limite 

lim y~ n = q, 

n-> oo 

la serie (1) os convergente, si $<1, y divergent©, si 9>1- En el caso en 
que e = l, la convergencia do la serie quode sin esclarecer. 

e) Criterio integral de Cauchy. Si = /(«), dondo la fun- 
cion/^) es positiva, monotone decrecionte y continua cuando x>a> 1, 
la serie (1) y la integral 

OO 

^ 1(x)dx 
a 

son convergentes o divergentes simultaneamente. 

Valiendose del criterio integral sc demuestra que la serie de Dirichlet 

Sir < 3 > 

n=l 

es convergente, si p>l, y divorgonte, si p*^l. La convergoncia de muchas 
series se puede investigar comparandolas con la correspondiente sene do 
Dirichlet (3). 
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Ejemplo 6. Investigar la convergence de la serie 

1 ,_L . _L , 1 i I 

' 1-2 ' 3'4” f "5-6" t "' " r (2n —1) 2n ~ " 


S 0 1 u c i d n. Tenemos: 


n ~ (2»-1)2n _ 4n s _1 

1 


1 

4n* ' 


Como la serie de Dirichlet cuando p = 2 es convergente, basandose en el 
11 criterio de comparacion puedo afirinarse que la serie dada tambidn cs 
convergente. ’ , . . . 

3°. Criterio de convergence de las series de t er mi- 
11 o s positivos y negativos. Si la serie 

I °i l + l fl 2 l + -• • +1 a n 1+ • • •• < 4 ) 

formada por los valores absolutos de los tdrminos de la serie (1) es con- 
vorgente, la serie (1) tambidn es convergente y recibe el nombro do absolu- 
tamente convergente. Si por el contrario, la serio (1) es convergente, mien- 
tras que la (4) es divergeute, la scrio (1) se llama condicionalmcnte conver¬ 
gente. 

Para averiguar si la serie (1) os absolutameate convergente puoden 
emplearse para la serie (4) los ya conocidos criterios do convergencia de las 
series de tdrminos positivos. En particular, la serie (1) serd absolutamente 
convergente, si 

lim I < 1 o lim y'faTj < *• 

n-»oo I a n I n->oo 

En el caso general, do la divergoncia de la serie (4) no se desprende la 

divorgencia do la serie (1). Pero si ol iim 0 bien el 

c n-*oo I “n I 


lim Vl «n|>l, entonces sera divergent© no solo la serie (4), sino tambidn 

n-yoo 

la serie (t). 

Criterio de Leibniz. Si para nna sene alternada 

—52+i» 3 —5i+...(6 n >0) (5) 

sc cumplen las condiciones: 1) b i '^b z '^bs'^...', 2) lim 6„ = 0, la serie (5) 

n-*oo 

serd convergent©. , 

Para el rcsto de la serie /?„, en este caso, serd valida la acotacion 

I Rn I 

Ejemplo 7. Investigar la convergencia do la serie 

Solucion. Tomamos la serie de los valores absolutos de los tdrmi- 
nos de la serie dada: 




316 


Series 


Como 


lim - 1 / ( 5 -JL-) n = lim 
V V2n — 1 I n-.oy 


2n — 1 


lim 


2 _L 

n 


la serie dada cs abaolutamente convergente. 

E j e m p 1 o 8. La serie 

‘-t+t--■+»-*)« 4+- 


os convergente, ya que se campion las condiciones del criterio de Leibniz. 
Pero converge no absolutnmentc (condicionalmente), ya que la serie 


11 1 

1 + T+T+-+T+- 


es divergonte (serie armduica). 

Obsorvacion. Para que las series alternadas sean convergentes, no 
es suficiente que su termino general tienda a cero. El critorio tie Leibniz 
afirma dnicamento, que la serio alternativa converge si el valor absoluto del 
tdrmino general de la misma tiende a cero mondtonamento. Por 
ojemplo, la serie 


, 1,1 1,1 ,1 1 

1 — F + T~W + r~ • • • + T “& 


+ ■ 


es divergente. a pesar de que su termino general tiende a cero (la variacidn 
mondtona del valor absoluto de esto termino general, aqui, naturalmente, 
no so cumple). Efeclivamento, en este caso A’ 2 *=»iSfe-|-<$ , k, donde 

y el limito lim d'ft + co (Sk es la suma parcial dc la serio armdnica), mien- 
ft~»oo 

tras que el lim Sk oxiste y es fiuito (d* es la suma parcial de la progresion 

h-foo 

geom6trica, que es convergente), por consiguionto, limd 2 ft=co. 

ii->oo 

Por otra parte, para quo la serie altcrnada sea convergente, no es nece- 
sario que se cumpla el criterio dc Leibniz, ya que la sorie aitemada puode 
ser convergente, si el valor absoluto de su tdrmino general tiende a cero de 
forma no mondlona. 

Asi, la serie 

i_L I J_Li ■ L __L-4- 

es convergente, y adomds absolntamente, a pesar de que el criterio de Leib¬ 
niz no sc cumple, puosto que el valor absoluto del termino general de la 
serio, aunque tiende a cero, no lo hace moudtonamentc. 

4° Series de t6rminos complejos. La serie quo tieno por ter¬ 
mino genera lc n =a„-|-i& n (‘ 2 =~ 1) es convergente si, y sdlo si, son convergentes 

03 OO 

simuHaneamente las series de sus tdrminos reales ^ a B y b n y en esto 

n—I n=t 
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caso, 


2 c n= 2 a *4* 2 ^ n- 

n=l n=l n=l 


( 6 ) 


La serie (6) es indubilablemento convorgento y se denomina absolulamente 
convergenie, si converge la serie 

2 t c «l = 2 y^-‘r bn, 

n—1 n—1 

cuyos terminos son los modulos de los do la serie (C). 

5°. Operaciones con las series. 

a) Cada uno de los terminus do una serie convergentc puede multipli- 
carse por un numero cualquiora k, os decir, si 


se tendra 


a i + a 2+ • •• + fl n+ ■ • ■ =*y* 

ka l -|- ka z + ... + k a n + ...=&<$’• 


b) Se entiende por suma (a rest a) de dos sorics convorgontes 


a (-|- 0 2+--*4' a n + ---=‘ s 'i- ( 7 ) 

&t + *2+• • •+*n +••• —‘ ? 2 (®) 

la correspondiento serie 

(oj ± ^i)-|-( a 2 ± &2)+ • •• +(°n ±^n)+ • •• i $2- 

c) So llama producto de las scries (7) y (8), la aerie 

c 1 + c 2H" • • • + c »4 • • • • (9) 

dondo c„ = a 1 &„4-°2 i, n-j + -" + a n&i (n = l, 2, ...). 

Si las series (7) y (8) son absolulamente convergeutes, la soric (9) tarabion 
lo serd y su suma serfi igual a 

d) si una aerie os absolutamente convorgento, su suma no vana cuando 
se altera ol orden de sus terminos. Esta propiedad no tiene lugar cuando la 
convergencia no os absolute. 

Escribir la f6rmula mas simple del termino onesimo de las 
siguientes series, de acuerdo con los terminos que se indican: 


2401. 1 + I + T + T + - 

2402. 4-+|+|+fK" 

2403. 1+4 + T + T+- 

2404. 1+4 + 4- + ^+.-. 


2407. 

2408. 

2409. 

2410. 


±_i_JL + !+±+±+± + 

6 + 12 + 20 + 30 + 42 + - " 


14 


u 

1-4 


i 3 5 
1 -4-7 


1-3-S-7 
d -4-7-10 1 


1 -1 + 1 -1 -r 1 -1 + • • • 

h-|+ 3+ t+ 5 +4+- 


**• T + T+A+B+- 

2406. + 
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En los problemas N 06 2411-2415 es necesario escribir los 4 6 5 
primeros tcrminos de la serie, partiendo del termino general a-n 
que ya so conoce. 

1 


2411. a n 


2412. a,. 


2413. a n : 


3n—2 
n'i + 1 ‘ 

(-1 ) B » 
2 n 

2 + (-D ,t 


2414. a„ -■ 


2415. a n 


[3+(~lH n ’ 

12 + sen —g— I cos nn 


Tnvestigar la convcrgencia de las series siguientes, valiendose 
de los criterios de comparacion (o de la condicion necesaria): 

2416. 1-1+1-1+. 


m 18 -t+t+t+■•■+-£&-+ 


2419. 


1 


1 




V io 


fro 

2420.1 + 1 + 1 +...+^-+... 

M21 -&+»+&+••• + 

2422. -i=r + _J=- 
• • ^ 1/2-3 


n+ yT0 


1 


10/1 + 1 


H-2 


1 

1/3+' 


t 


1/n(n + l) 


2423. 2 + ^. + -J+...+-£.+ 

2424. 1 + -^+^+...-^.+ 

2425. -^-+-p- + -p-+- .. 


2426. 


n 


+ ... 


(3a— l) 2 1 


2 31/2 4 VS ' (n + 1) 1/n 

Valiendose del criterio de D’Alembert, investigar la conver- 


gencia de las series: 

1.3, 5 


2427. 

2428. 


3n — 1 


ya' 2 

2 , 2-5 


21/2 

2-5-8 


1-5 1 1-5-9 


( 1 / 2 ). 

2-5-8... (3n-l) 
'1-5-9 ... (4n — 3) 
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Valiendose del criterio do Cauchy, investigar la couvorgencia 
de las series: 

2420. | + (3)- +( 4)» + ... + ( £±V ) " + ... 

2430.| + (4) S + (4)' + ... + fer' + ... 

Investigar la convorgencia de las siguientes series de terminos 
positivos: 


2431. 1 +++ + +... h + +- 
1 

T' 


2432. l + i- + l+ .. 


1 


(n + l)*-l 


2433. 


1 -4 " r 4-7 ’ 7 ■ 10" 


(in —2) (3n+l) 


2434. y+T + iS 4 ' 

2 « 5 - i+i+r«+ 

2436. 




n a 


2 n a + l 
n 


n a +t 


2 n + l 


^ 3 a -4 a ^ 4 a -5 a 
3 . / 6 \* . / 9 


(« + l) a (/. + 2) a 
3n 


2437. (ir+ttr+-+(*)"+.. . 

2438. (4)'+4+(^+-” + (Iti)' + --- 

24 S9-T + 4+5- + -»+'S‘+- 


2440. l + -p-+-r + 


2«-i 

+4s-+ 


2441. 


1! 


2 ! 


2 + 1 r 2* + l ^ 2 3 + l 


3! 


rt! 


2” + l 




2442. 1+++ + +... 


2”' 1 


+ 


or./.* 1 , 1-3 ■ 1-3-5 . 

2443 * I + -8 + r8i2 T ”' + 

2444. m + ^-+ (3!)2 ' 


(n —1)1 

1-3-5 ... (2n—1) 


4-8-12 ... 4n 
, (»!) a 


2! 


2445. 1000 + 


4! T 61 
1000-1002 


r ' ’ ' 1 (2n)l 
1000-1002-1004 


+ 


1-4 


1-4-7 ' ” 

1000-1002-1004 ... (998 +2a) 


...+ 


1-4-7... (3n — 2) 


+ ... 
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2 . 2-5-8 . , 2-5-8-11-14 ... (6n— 7) (6rc—4) 

T + rF§ + ■" M-5-9T3-17 ...(8 b-11)(8h-7) t 

«,, l7 1.1-5 ,_ 1-5-9 -.(4n-3) _, 

.244/. X + ‘ ‘ + 2-4-6-8-10 -.. (An —4) (4n— 2) T 


rt ,,o 1 , 1-11 . <-«-21 , , l-H- 31—tiw-a/ j 

2448. Tr + - 5r +-+ 


1-11-21... (10/2—9) 


1-4 , 1-4-9 


1-4-9 ... rfi 


2449. 1 + nT5'^~l-3-5-7-9 _ '~ ‘ 1-3-5-7-9 ... (4n— 


»r + • • • 


2450. ^ arcscu-p=- . 


2451. ^ sen-^. 

71=1 

oa 

2452. ^ 1«(H4)- 

t »=1 

M53 . J loi±l. 

-i*. 

n=2 

CO 

2455. y. -4— - 

n Inn 

n=*2 

OO 

2456. Y -tV ■ 

n In 3 ra 

n=2 

OO 

2/l57, 2 n-lnn-lnlnn - 
n=2 

2« 8 - 2 ■ 


_ y=fr- 

2461 ' 2 „ In n+Vln^n ‘ 
n =2 

M62 - hr** ■ 

2463 ‘ 2^ (2n—1) (5 ]Tn — 1) 

CO 

2464. ^ (l-cos-J.) . 

n=l 

2465. 2 -5- - 

l=n 

2466. 2 • 

n=l 

2467. 2 ™ ‘ 

n=l 

2468*. 2 T • 


CO 

2469. Domostrar, que la serie 2 


n» Lnfl n 
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1) es convergente, cualquiera que sea q, si p>l, y cuando 

9>1. si P = l; 

2) es divergente, cualquiera que sea q, si p<l, y cuando 
?<1, si p = l. 

Averiguar la convergcncia ide las siguientes series alternadas. 
Si son convergentes, comprobar si lo son absolute o condicional- 
mente. 


2470. 

2471. 

2472. 

2473. 

2474. 


*-f4— • 


V2 ' V3 

4 1 9 

1 2 3 
1_ y+T3“ ••• 


J__Lj._L . / 

1-2 2.3 + 34 






21 / 2 - 1 ^ 31 / 3-1 41 / 4-1 

• • ■ + (- i) n - 


n + l 


+ 


2477. 

2478. 

2479. 

2480. 

2481. 


(n + l) V/r+1— 1 


3 3-5 . 3-5-7 


T" 

“F5" 

^ 2-5-8 ' 

l 

1-4 

1-4-7 

7 

7-9 

1 7-9-11 

sen a , 

1 

sen 2a , 

/1«. i ■ 


H 


sen net 
(In 10) n 


2 

n=l 


CO 

2482. 2 (-lrHg-i—. 

nl/7 ‘ 

2483. Cerciorarso de que el criterio de convergcncia de 
D’Alembert no resuelve el problema del esclarecimiento de la 


21 — 1016 
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convergencia de la serie 2 a n> donde 

n—i 

2 h ~i 2 6 - 1 

3^"’ 


a 2 h-l — » a 2 h -(ft — 1 , 2 , ...), 


mientras que con ayuda del criterio de Cauchy sc puede comprobar 
que esta serie es convergente. 

2484*. Cerciorarse de que el criterio de Leibniz no es aplicable 
a las serios altcrnativas a) — d). Comprobar, cuales de estas series 
son divergcntes, cuales convergentes condicionalmente y cuales 
absolutamcnte convergentes: 


a) 


1 

1 1 1 U- 1 

- 1 +-.. 

1 / 2-1 q/2+1 1 yS-i 1/3+1 v'4-1 

1 

1/4+1 

1 \ • 


v'A+i-r 

1/fc + l + l/ ’ 

1 1 -4 1 

_L +J_ L+ 


1 3 2 

33 ' 2 * 36 ~ 

fl2ft= : 


_L ,i_ J_L. _i_ 


3 3 ' 3 

3* r 5 3 :l ' 

t 1 

1 1 • 

— (1,, ■ —p; - — 1 , 


[ a 2k-i- 2 k- 

-1 ’ “ 2 * *k) ' 

1 1+-L 

_±+±_± + 


3 1+ 7 

5^11 9^ 



(a 2 *-i = 4 j—i* “ 2 ft- 4^-3)' 

Investigar la convergencia de las siguientes series de tdrminos 
complejos: 


^ n(2 + i) n 

71 = 1 

~ it (2*-l) n 

n=l 


2485. 2 -a 

J 

2486. 2 +1* 


“S’- 2 ^ 

n=s 1 

2488. ^ 


i\n • 


2489. y. -. 

n=l V«-M 

OO 

2490. y. - '—pr . 

(n+i)V" 

00 

2491 • 2j [rc-|- (2/i — 1) i]* • 
n—i 

^ 2 [^^r- 


n=l 


Series numiricas 


323 


i 1 

2493. Entre las curvas i/ = -^ 5 -ey = -^ r , a la derecha de su 

punto de intersection, se han construido segmentos paralelos al 
eje OY y que guardan entre si distancias iguales. cSera finita la 
suma de las longitudes de estos segmentos? 

2494. iSera finita la suma de las longitudes de los segmentos 

de que so habla en el problema anterior, si la curva p = -4j- se sus- 
tituye por la curva y = -jr? 

CO oo 

2495. Formar la suma de las series 2 Y 2 ~~ " ■ 

n=i n=l 

cSera convergente esta suma? 


CO 

2496. Formar la diferencia de las series divergentes 2 2 1 ( 


n=l 


y 2 e iuvestigar su convergencia. 

n=l 

2497. tSera convergente la serie que resulta de restar la serie 

OO oo 

S 2^=1 de ,a serie S T ? 

n=I n=l 

2498. Buscar dos series tales, que su suma sea convergente 
y su diferencia divergente. 

00 OO 

2499. Formar el produclo de las series V. —- v V 1 

‘ £J t nVn y A 2"~i ‘ 

ji~ j • n^l 

Este producto csera convergente? 

2500. Formar la serie (1 +t+T+*‘*+j£t+•••)*• cSera 
convergente esta serie? 

2501. Seda la serie -l+'g—J-+...+i^lC+... Apre- 

ciar el valor del error quo se comete al sustituir la suma de esta 
serie por la suma de sus cuatro primeros terminos y por la suma 
do sus cinco primeros terminos. cQue puede decirse de los signos 
de estos errores? 

2502*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 





por la suma de sus n primeros to'rminos. 
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2503. Acotar el error que se comete al sustituir la suma do 
la serie 

1+ -a" + 'r+"- J ‘‘5r+--- 

por la suma de sus n primeros terminos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximacion cuando ra = 10. 

2504**. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 

l+-p-+-p-+..-+75-+.-- 

por la suma de sus n primeros terminos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximacion cuando n = 1000. 

2505*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 

‘+*(w+»(T)‘+-+»(ir+- 

por la suma de sus n primeros terminos. 

CO 

2506. dCudntos tdrminos de la serie 2 ^“ hay <l ue tomar 

n=l 

para calcular su suma con exactitud desde 0,01 hasta 0,001? 

oO 

2507. iCuantos terminos de la serie 2 (i i r+i) g n ~ ^ ay que tomar 

n=l 

para calcular su suma con exactitud hasta 0,01, 0,001 y 0,0001? 
2508*. Hallar la suma de la serie 

_L + _L + J_+ i 1 i 

2509. Hallar la suma de la serie 

n +- v's )+kvz - v ?)+• • - + - ih ~v~x )+... 

§ 2. Series de funclones 

1°. Campo de convergencia. lil con junto de los valores del 
argumento x, para los que la sorie de funciones 

fi (*)+••.+/»(*)+.•■ (1) 

es convergente, se llama campo de convergencia do esta serie. L funcidn 

S (x) = lim S n (x), 

n-. <x> 

donde <?„ <*) = f, (x) + / 2 (x) +...+fn (x) y x perteneco al campo de conver¬ 
gence, recibo el nombre de suma de la serie, y R n (x) — S (x) — S n (*)> cl de 
resto de la serie. 
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Ed. los casos mas siujples, para determinar el campo de convergencia 
de la serie (1) basta aplicar a esta serie los conocidos criterios de conver¬ 
gencia, considerando x fijo. 

Ejemplo 1. Determinar el campo de convergencia de la serio 


x + 1 , (-r + i) 2 , (x + 1) 8 , | (*-H) n ■ 

1.2 2-2* 3-23 n .2 n T 


( 2 ) 


SolucioD. Designando por medio de u n el tSrmino general de la 
serie, tendremos 


lim 

7l-fOO 


I 

I u n I 


_ 1 x±ir i 2^ 

n-,“ 2 ^ («+ !)!*+ 1 ? 


l£±li 

2 


Basfindose en el criteria de D’Alembort se puede afirmar que la serie es 
convergente (y ademds absolutamonte convergentc), si ^ es decir, 


div com dir. 

-3 -fOf X 


F i g. 104 


si —3<x<l; la serie es divergento, si 1 > 1, es decir, si — oo< 

<s<—3 o si ’ 1 < z < co (fig. 104). Cuando s=l se obtiene la serio 

1 1 I 

armdnica l+-g-+—+..., que es divergento, y cuando x*= — 3, la serie 


— 1 - ..que (de acuordo con el criterio de Leibniz) es convergente 

Ct d 


(pero no absolutamonte). 

Es decir, la serio converge cuando — 3<*<1. 

2°. Series do potencias. Para toda serie de potencias 


c 0 + Ci (x— a) + c 2 (x — a)*+...+e„ (x — a) n 4 .... (3) 


(c„ y a son numeros reales) existe un intervalo (intervalo de convergencia) 
|x—a|<i? con centro en el punto x = a, en cuyo interior la serie (3) 
es absolutamente convergente; cuando \x —a 1 > R la serie es divergente. 
El radio de convergencia It puedo ser en casos particulars igual a 0 y a 00 . 
En los puntos extremos dol intervalo de convergencia x — azt It puedo tenor 
lugar, tanto la convergencia, como la divergoncia de la serie de potencias. 
El intervalo do convergencia se determina generalmente por medio de los 
criterios do D’Alembert 0 de Cauchy, aplicandolos a la sorie formada por 
los valores absolntos de los t4nninos de la serio dada (3). 

Aplicando a la serie de los valores absolutos 

I c 0 1 + 1 ci 11 1 — a|+...+ic n ||x- fl[ n +... 
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los criterios de D'Alembert y da Cauchy, obtenemos respectivamonte las 
sigutontes fdrmulas para el raaio de convergencia de la serie de potencias ( 3 ): 


liin V\c n \ 

n-»oo 


y «= lim _£ 2 _ 
n-*oo c n+i 


No obstante, bay qua emplearlos con mucha precaucion, ya que, frecuen- 
teirianto, los liroitcs que figuran on los segundos miembros do ostas formu¬ 
las no existen. Asi, por ejemplo, si un conjunto infinito de coeficientos 
c,i so anula (lo que, en particular, ocurre cuando la serio consta solamente 
do terminos do potencias pares, o solamento de potencias impares de (x— a)), 
no so pueden emplear las formulas indicadas. Dcbido a esto, se rccomionda 
quo, al determinar ei intervalo de convergencia, se omplee el criterio 
de D'Alembert o el do Cauchy directamente, como so hizo mas arriba al 
investigar la serio ( 2 ), sin recurrir a las formulas generates de delcrminaciou 
del radio de convergencia. 

Si z — x-\--iy es una variable compleja, para la serie de potencias 

c o+ c i ( z — *o) + « 2 ( z — z o) 2 +-- • +c n (*— z o) n + ••• (4) 

(c; t =a n + *&n, 2 0 = J: o + ‘!/o) existe un determiuado circulo (circulo de conver¬ 
gencia) |z —zol</f con el ccntro en el punto z = z 0 , en cuyo interior la 
serie es absolutamento convergent©; cuando \z — z 0 |>/?, la serie es diver¬ 
gent©. En los puntos situados en la misma circunferencia dc esto circulo 
do convergencia, la serie (4) puede ser lanto convergeate como divorgonte. 
El circulo de convergencia so dotermina, generalmente, valiendose de los 
criterios de D’Alembert o de Cauchy, aplicados a la serie 

l c ol + |c 1 | •!* —*ol + |eal-|* —- I* —*ol n +..-. 

cuyos terminos son los mddulos de los do la serie dada. Asi, por ej., 
utilizando el criterio de D'Alembert es facil obsorvar do que el circulo de 
convergencia do la serie 

* + » t (* + !)* , , , (*+!)" , 

1.2 ^ 2 - 2 * ^ 3 - 2 » ' h "' 


esta determinado por la dcsigualdad |z-]-l |<2 (basta repetir las operacio- 
nes quo so hicieron en la pag. 288 para determinar el intervalo de conver¬ 
gence do la serie (2), y sustituir x por z). El centro dol circulo de conver¬ 
gencia esta on el punto z=—1, y el radio R de este circulo (radio do 
convergencia) os igual a 2. 

3°. Convorgencia uniform o. La serie de funciones (1) converge 
uniformemento en un intervalo determinado, si para cualquier e > U 
se puede liallar uu N tal, quo no depends de x, que cuando a > N, para 
todos los valores do x del intervalo dado, se cumple la desigualdad 
I Rn. (*) | < e, donde R n (x) es ol resto de la serie dada. 

Si I In ( z ) I <«n (« = 1, 2 , ...) para y la serie numerica 

« X > 

2 c n es convergente, la serie de funciones ( 1 ) sera absoluta y uniforme- 
j»=i 

mente convergente en ol sogmento [a. 6 ] (criterio de Weierstrass). 

La serio de potencias (3) converge absoluta y uniformemente en cual- 

J uier sogmento situado dentro de su intervalo do oonvorgoncia. La serio 
o potencias (3) se puede dorivar e integrar termino a termino dentro de su 
intervalo de convergencia (cuando | x — a | < /f), es decir, quo si 

Co + Ci (i — a) + H (x — a) z + ... + c n (x — a) n -f- ... = / (x), (5) 
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eutonces, para cualquier x del intorvalo de couvergencia do la serie (3) 
tenemos: 

c,+2c 2 (*'-«)-f -. - (x — a) n-1 -r . • ■ =/' (*). ( 6 > 

^ c 0 dx-\- ^ c, {x —a) <ix + ^ (X—«) z dx-+- ... -f ^ c n (x — a) n dx— 


*o 


xo 


(x —a) n +* (Xp — a) n+l __ [ 


= 2 * 

n=*0 


n +1 


■ $/<*)* < 7 > 

*0 


lOi HUUbnj Xf) lUUIULCU (JUIV6UIW -. -r * . ' ' 

AdcmSs, las series (6) y (7) tienon el mismo intervalo de convergence quo 
la serie (3). 

Hallar el campo dc couvergencia de las series: 

~ uO 

2518. 2 ^ . 


2510. 2 i . 

11=1 

CO 

2511. 2 (-D n+1 ^- 

n=»l 

CO 

2512. 2 (-0™^- 

n« t 

CO 

,=.o V sen (2n 1) x 

Zl ( 2 n — 1)2 ‘ 

U= 1 
oo 

2514. 2 2 " sen £ • 

n=0 

2515- 2^- 

n=0 

c© 

2516. 2 {—l) n+1 e- nsenx - 


n=l 


25 | 9- 2 ■mdii* ■ 


n=l 


2520 . 2 pHji ’ 

n=l 

252i * 2j (n + l^xln • 

71 = 0 

2522 V 

Zl n- 3 n (*-5)» • 


2523. ^ 


n=l 
O ” n 


n=l 


OO 

2524*. 2 (* n + 4^) ' 


n=0 


71=1 


2517. 2 S • 


n=l 


2525. 2 *’“• 

n=—l 


Hallar el intorvalo de couvergencia de las siguientes series de 
potencias e investigar la convergencia en los extremes de dicho 



328 


Series 


iutervalo: 

2526. 


2 *“- 


n —0 

*»■ 2*- 


2528. 

2529. 

2530. 

2531. 


n=l 

co 

n=l 

2p*l x tn-l 
2j ( 4 r — 3)2 * 
n =1 

(_l)n-i x n 

n 

n—1 


2 
n—l 

<» 

2 


2n + l 


n=0 
00 

2532. ^ (— l) n (2ra + 1)V. 


n=n 


2533. 

2534. 

2535. 


S x n 

,V\- 

1 


2 rail". 

n—1 

CO 

S x n 
n n 


2539. 2 ^ • 

n=i 

2540. V. -. ,^7 -- . 

n-3 n -lon 

n=2 

oo 

2541. 2 

n=f 

OO 

2542**. 2 »**“'• 

n=! 

2 5 ^ 5 - 

-I*. 

n=t 

2545. £ (-1)-^ 

n=l 

^ 6 . £ . 


n=l 


2547 . 2 ^ 


71 = 1 



71=1 

Tl«l 


OO 

oo 

2536. 

2 (eW-V 

T»=l 

2549. 2 

n—i 

2537. 

2 3» , *» a . 

oo 

2550. ^ 


n=0 

n=l 


CO 

oo 

2538. 

S4r(f)” 

n=l 

2551. 2 

n=l 


2548. ^ (-l^TT 1 
(«+3)" 





Series de junciones 


329 


Z00 ‘ 1 ‘ Zi (2n —1)2" ■ 


2568. § 


2553. 2 (-ir ^y . 2559*. 2 (l +i)”‘ (*-*>"■ 


2554. 2 . 

n=i 

2555 V (* + *>" ■ 

n=\ 

255 « y 


2560.2 


(2rc-l)"(a-H) n 

2 n_1 *n" 


2561.2 <-i)*£Sl(*-2r. 

n=0 

2562 y ^- 2)(J ^ 3)n 


2557 y (*~ 2 > n —. 2563. y (-l) n — (x . 

*00/. *) („+i)ln(n+l) Zi ' ' (2«-H)V"+l 

n*=l "”0 

Determinar el circulo de convcrgoncia: 


2564. 2 i" 2 "- 


26 « 6 - 2 ^ ■ 


2565. ^ (l-f-«02 n - 2567. 2 $r • 

„=0 "=« 

2568. (1 + 2i) + (1 + 2t) (3 + 2i) z •+ ... 

... + (1 + 2i) (3 -f 2£)... (2n + 1 + 2i) z n 4- ... 

2569. l + T ^ 7 + (1 _ i ;;_^p - 


...+ 


(l —») (l — 20... (1 — «*) 


>• 2 (££)"’” 


2571. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos- 
trar que la sorie 

H-z + z i! -i-...+x n -f ... 


no converge uniformemente en el intervalo (— 1, 1), pero es uni- 
formemente convergent* en cualquier segmento situado dontro de el- 
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, Solucion. Utilizando la formula de la suma do la progresi6n geo- 
metrica, para | x | < 1 obtonemos 


R n (x) = x n +l+x n +2- 


x n+l 
1 — x 


Tomemos ol segmento [ — l+«, 1—aj, dentro del intervalo (—1, 1) 
donde a es un numoro positivo tan pequefio como se desce. En este segmento 
l*j<l —a y |1 — z|>a y, por consiguionte, 

Para demostrar la convergencia uniforme do la serie dada en ol segmento 
[ —1+®> 1 —aji hace falta probar que para cualquier e>0 se puede hallar 
un N tal, que dependa exclusivamento de e, y que para cualquier N 
so verifique la desigualdad |/?„ (i) | < e para tod as las x del segmento 
examinado. 

Tomando cualquier e>0, hacemos que e; de donde 

(1 —a) n+1 <ea, (n + 1) In (1 —a) < In (ea), es decir, n + l> ( £tt ) (y a q UC 


lu(l — a)<0) yn> 
In (eg) 


In (ea) 
!n (1 —a) 


■1. Tomando, de 


In (1—a) 
esta forma, iV- 


— [ — ^ - j— 1. nos convenccmos de que, ofoctivamente, cuando n>iV, se 

verifica la desigualdad | R n (*) | < e para tod as las x del segmento [ —1 + g, 
J —«1 y. po * 1 consiguiente, queda demostrada la convergencia uniforme de 
la serie dada en cualquier segmento situado dontro del ( — 1 , 1 ). 

En lo que se rofiere a la totalidad del intervalo ( — 1, 1), este contione 
puntos tan prdximos como se desee al punto * = 1, y como lim R n (x) = 

2 n + i 

calim ____ = co , p or grande quo sea n, siempro se pueden hallar puntos x 

para los quo R n (x) serfi mayor que cualquier otro nurnero, tan grande como se 
deseo. Por consiguiente, es imposible elegir N tal, que para n>W se 
verifique la desigualdad I ■/?„(*) | < e en tod os los puntos del intervalo 
( — 1 , 1 ), lo que quiero decir, quo la convergencia de esta serie en dicho 
intervalo ( — 1 , 1 ) no es uniforme. 

2572. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos 
trar que: 

a) la serie 

1 + ± + f! + ...- h £L n _... 

112! r »! T 


converge uniformementc en cualquier intervalo finito; 
b) la serie 

xi X* . ( — l)«-lx2a 

T~T+T----+-«-+ ••• 

converge uniformemente en todo el intervalo de convergencia 

(-1. i); 
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c) la serie 

.. 1 , 1 . . 1 . 

converge uniformemente en el iotervalo (1 -{ 6, oo), donde 6 es un 
numero positivo cualquiera; 

d) la serie 

(x*—x*) + ( x *— X *)-\-(x'—z 8 )+ ... +(x 2n — x 2n+2 ) + ... 

es convergente, no solo dentro del intervalo (—1, 1), sino tambien 
en los extremos del mismo, pero la convergencia de la serio en el 
intervalo ( — 1, 1) no es uniforme. 

Demostrar la convorgencia uniforme de las siguientes series de 
funciones en los intervalos que se indicant 

CO 

2573. 2 en segmento I —1; 1). 

n=31 


CO 

2574. Se "n Z en t0 ^° e * eje numerico. 

n*l 


2575. 2( —l)" -1 

n=l 



en el segmento [0, 1]. 


Valiendose de la derivacion e integracion tdrmino a termino, 
hallar las sumas de las series: 


r 2 *•$ r n 

2576. x+± r + ^-+...+± r +,.. 

r 2 ~‘A T n 

2577. *-■£-+-—...+(-l) n - 1 ^-+... 

2578. * + -f+4+'-+S+- 

2579. x-4+4—..+(-ir i g^+... 

2580. l + 2s+3at a +...+(rt+l)x n +... 

2581. 1 — 3z* + 5a: 4 — ... + ( — l)"' 1 (2n—1) x an -*- |- . 

2582. l-2 + 2-3x + 3-4x a + ... +n(ra + l)a: n - l + ... 
Hallar las sumas de las series: 


*«-T+*+T+- 



2584. * + 



x 4»-3 
4 n — 3 
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2585 *' 1 3-3 + 5.32 7.33 + • ■ • + (2n 

2586 . 4 - + ^- + 4 -+...+ 2 -^+... 


(2n —1)3' 


I )"" 1 


§ 3. Serls de Taylor 

1. Desarrollo de una funcion on serio de potencias. 
Si una funcion f (x) admite un desarrollo en serie de potencias do x—a en 
un entorno (a — a | < R del punto. a, esta serie (serie de Taylor) tendra la 
forma: 


/(*) = /<*) + /' (a) (*- a )+LJp (*-«)*+...+ 


f' n) («) 


(*_ a )» + ... ( 1 ) 


Cuando a = 0, la serie de Taylor recibe tambidn el nombre de serie de Ma- 
claurin. La igualdad (1) es cierta, si para | x — a | < R el termino complemen- 
tario de la formula do Taylor 

fl n (*)“/(x)-[/(«)+ 2 i^(*-«) k ] —* 0 

A =1 

cuando n —> co. 

Para acotar el resto de la serie se puede emplear la formula 

Rn <?>= /<n+i1 ,a+ ° a)i donde °< e < i ^ 
(forma de Lagrange), 

Ejemplo 1. Desarrollar la funcidn /(x) = chx on serie de potencias 
do x. 

Solucidn. Hallamos las derivadas de la funcidn dada /(x) = chx, 
/'(x)=shx, /'(a) = chx, /"(x) = shx, en general. /< n >(x) = chx, si n es 

par, y/<"> (x) = sh x, si n es impar. Poniendo o = 0, obtenemos: /(0) = 1, 
/' ( 0 ) = 0 , /’ ( 0 ) = 1, f" ( 0 ) =0 on general, /< n >( 0 ) = l, si n es par, y 

/<n»(0)=0, si n es impar. De donde, basandonos on (1), tonemos: 

ch *“ 1+ |-+4+-+w + - (3) 

Para dotorminar el intervalo do convergencia de la serie (3) empleamos el 
criterio de D'Alembert, Tenemos: 

I jan+a x tn x i 

n^l (2n-h 2)! ' (2n) 1 „!^= (2n+l) (2n-f 2) “ 

para cualquier x. Por consiguiente, la serie os convergente en el intervalo 
— co<x<co. El resto de la serie, de acuerdo con la formula (2), tionc la 
forma 

x” + i 

R„ (x) = ^ - ch Ox, si n es impar, y 

R n (x) = - ^ j jy sh Ox. si a es par. 

Como O>0> 1, tendremos 


fi 0x +e -()x 

2 


|sh9x|= 
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por lo cual | R n (*) I < ****• La serio cuy0 t6rmin0 general es 

J-—y— es convergente para cualquier x (lo que es facil de comprobar vali6n- 

dose del criterio de D’Alembert), por lo que, de acuerdo con el criterio 
necesario de convergencia 


lim 

n-»oo 


1 * 1" +1 

("4-1)1 


0 , 


y, por consiguiente, lim i? n (z)=0 cualquiera que sea x. Esto significa, que 

rt-»oo . , 

la suma de la serie (3), para cualquier x, es efectivamente igual a eh*. 

2. Procedimientos que se emplean al desarrollar en 
serie de potencias. 

Vali6ndose de los desarrollos fundamentales 


i. —1+-5- 

+-fr+- 

+ .fl 

+ »l 


• (- 

ii. 

sen x=-~y- 

X 3 

3! + 5! 

-... 

+( 

-1)’ 

in. 

COS X 1 * 

x* x< 


L /_ 

. ipi. 


" 2! + 4! 

1 \ 

*/ 

IV. 

(14-x) m =14— 2 -x+ 

m (m- 
21 

-1) 

* 2 + 



, m (m — 1) 

... (m 

— n 

fl) 


* “ * 

1 - 

nl 




t 2>»+1 

£+-(-c°<*< o5 )’ 


V. In(l4-2) = i—^-4-f— ••■4-(-l) n “ 1 “4---. (-1<*<D. 

y de la fdrmula de la suma de la progresion geomdtrica se pUede, on muchos 
casos, obtener facilmcnte ©l dcsarrollo de una funcion dada en serio de 
potencias, sin quo haya neccsidad do investigar el rcsto de la sene. A veces, 
al hacor cl dcsarrollo, es convenient© utilizer la derivation o integration 
t6rmino a termino. Cuando so trate de desarrollar on serie de potencias iun- 
eiones racionales, se recomicnda desarrollar dichas fuuciones en fracciouos 

simples^ ^ p j 0 2 Oesarrollar en serie de potencias de x ••) la funcidn 

3 

f(x)= (l-x)(1+2x) ‘ 

Solucion. Desarrollando la funcidn en fracciones simples, tendremos: 


,, , 1 . 2 

1-z + 1+2*' 


*) En los extremos del intervale de convorgencia (es decir, cuando 
z=—1 y z = l) ol desarrollo IV se comporta de la siguiente manera: si 
m'^-0, converge absolutamente on ambos extremos; si 0)>m> 1, diverge 
cuando x— —1 y converge condicionalmento cuando i = l; si m ^—1, diverge 

eu ambos extremos, , , . • 

**) Aqui, lo rnismo que en lo sucesivo, se sobreentionde «potencias 
enteras y positivaso. 
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Como 


4—*+*+*h-=2- 

n=0 


( 4 ) 


_J_ =1 _2* + (2*)2--^ (-D n 2 n * n , 

on definitiva tenemos. 


n«=0 


/(*) = ^ * n +2 S (— l) n 2 n x n = 2 [1-H — i) n 2"+i]x n . 
n=0 n<=0 n=0 


( 5 > 


( 6 ) 


Las progresioaes geom^tricas (4) y (5) son convergontes respectivamente 
cuando |*|<ly|*|<-j-; por consiguionte, la formula (6) os cierta 

cuando |x|<-i-. es decir, cuando —,^-<x<-|-. 

3°. Sorie do Taylor para funciones do dos variables. 
El dosarrollo do una funcidn de dos variables / (x, y) on la serle de Taylor, 
en un cntorno dol punto (o; b), tiene la forma 

/(x. *) = /(„, b) +±.[ (x -a)^ +(v - b) ^ na , *> + ■£ [(—)-£-+ 

Ha. *)+-+7 r [(*-«)4-+^- fr ) w]” / ( fl,6>+ - ( 7 ) 

Si a = fr = 0, la serie de Taylor se llama tarabifin frcrie de Maclaurin. En 
estc caso, sc usan las siguientos notacioncs: 

[<*—)■£■+(*'-») ir ] 2 / <«. o - - «> a + 

d*t(z. y) 




lli=b 


+ 2 - 


Ox dy 


x=a 

y=b 


(x — a) (y — b)->r 


0 2 f-(Z' VT' 


dy a 


(V-b ) 2 - 


u—1> 


lil desarrollo de la serie (7) tiene lugar. si el rosto do la serie 

n 

/? n (*, y) = /(x. *)+{/(«. b)+ 2-^[(x- a )^-f(y-6)|j] fc /(a.6)} -*0 


*=1 


cuando n —> co. El resto de la serie puede represontarse en la forma 


Uni*, y) = 


("- 4 - 1)1 


[(l-Q) 




x=a+ 8 (-r— a) 
j/=b+8(y-b) 


donde 0 <0 < 1. 
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Desarrollar cn serie do potencias enteras y positivas de x las 
funciones que se indican a continuacion, hallar los intervalos de 
convergencia de las series obtenidas e investigar el comportamiento 
de los restos de las mismas: 


2587. a x (a >0). 2589. cos{x + a). 

, n . 2590. sen 2 x. 

2588. sen • 2591*. In(2 + *). 

Utilizando los desarrollos fundamentales I—V y la progresion 
geometrica, escribir el desarrollo en serie de potencias de x, de las 
siguiontos funciones e indicar los intervalos de convergencia de 
ellas: 


2592. 


2593. 


2x—3 
<s-l) z ' 

3x —5 


2598. cos s x. 

2599. sen 3x -|- x cos 3x. 


x 2—4x+3 ■ 

2594. xe~* x . 

2595. e*\ 

2596. sh x. 


2600. 
2601. 
2602. In 


9+X 2 • 

_J_ 

V* 


*2 
1 +* 

1 —»X 


2597. cos 2x. 2603. In (1 +x— 2x 2 ). 

Aplicando la derivacion, desarrollar en serie de potencias de x, 
las siguientes funciones e indicar los intervalos on*que dichos 
desarrollos tienen lugar: 

2604. (1 -f-x) In (1 -4-x). 2606. arcsenx. ■ 

2605. arctgx. 2607. In (x + l^l + x 2 ). 

Valiendose de diferentes procedimientos, desarrollar en serie de 

potencias de x, las funciones que se dan a continuacion e indicar 
los intervalos en que dichos desarrollos tienen lugar: 


2608. 

son 2 x cos 2 x. 

X 

2609. 

(1 + x) e~ x . 

2616. \ seni dx. 

2610. 

(l + e x f. 

0 

X 

2611. 

*/8 + x. 

2617. ^ e~ xt dx. 

2612. 

x 2 —3x+l 

0 

X 

X 2 - 5x + 6 ' 

2618. \ ln(1 + x)rf * 

2613. 

ch 3 x. 

J 1 

0 

2614. 

1 

X 

4 — x 4 

2619. [ ~ dx — 

2615. 

In (x 2 +3x + 2). 

t Vi-* 4 
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Escribir los tres primeros terminos diferonlcs de cero, do Ios 
desarrollos en serie de potencias de x de las siguientes funciones: 

2620. tg x. 2623. sec a:. 

2621. thx. 2624. In cos x. 

2622. e C03x . 2625. e*senx. 

2626*. Demostrar, que para calcular la longitud de la elipse se 
puede utilizar la formula aproximada 

s«2na(l--~), 


doudo e es la excenlricidad y 2 a el eje mayor de la elipse. 

2627. Un hilo posado suspendido por sus extremos forma, por 

su propio peso, la catenaria y = a ch , siendo a —, donde H es 

la tensidn horizontal del hilo y q el peso de una unidad de 
longitud del mismo. Demostrar, que para valores pequeuos de x, 
puede admitirse, con aproximacion hasta una cantidad del orden 

do x 4 , que el, hilo cuelga formando la parabola y — aJ r~^ • 

2628. Desarrollar la funcion x 3 —2x a —5x —2 en serie do 
potencias de x-f4. 

2629. /{x) = 5x 3 — 4x 3 —3x4-2. Desarrollar f(x + h) en serie de 
potencias de h. 

2630. Desarrollar lnx en serie de potencias de x— 

2631. Desarrollar -jp en serie de potencias de x — 1. 

2632. Desarrollaren serie dc potencias de x + 1. 

2633. Desarrollar en serie de potencias de x + b. 

2634. Desarrollar I 2 j r \ x+1 ~ en serie de potencias de r + 2. 

2635. Dosarrollar e x en serie de potencias de z + 2. 

2636. Desarrollar V~x en serie de potencias de x —4. 

2637. Desarrollar cos x en serie de potencias dex —. 


2638. Desarrollar cos s x en serie de potencias de x—. 

2639*. Desarrollar lnx en serie de potencias de . 

2640. Desarrollar * en serie de potencias de * --• 

yi4x 

2641. cQue error se comete si se supone que aproximadamon te 


e ~ 2 -I- — 4 — 4 — 9 
e ~ * r 2! ' 31 ' 4! ' 
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2642. tCon que cxactitud se calculara el nfimero si se em- 
plea la serie 

2 * X* 

arctgx = x—, 


tomando la suma da sus ciiico primeros tcrminos con x=l? 

2643*. Calcular el numcro con cxactitud hasta 0,001, valien- 

dose del desarrollo on serie dc potencias de x, de la funcidn 
arcsen x {vease el ejemplo 2606). 

2644. tCuantos tcrminos hay qne tomar dc la serie 

cos x ~ 1 H ... , 

para calcular cl cos 18° con cxactitud hasta 0,001? 

2645. tCuantos terminos hay que tomar dc la serio 

x 3 

SCn X = X —-gy + ... , 

para calcular el sen 15° con cxactitud hasta 0,0001? 

2646. tCuantos terminos hay que tomar de la serie 

<rX= 1 +ir+ir+---* 

para hallar el niimero e con cxactitud hasta 0,0001? 

2647. tCuantos torminos hay que tomar do la serje 

ln(l + x) = x— j-+, 

para calcular cl In 2__con exactitud hasta 0,01 y hasta 0,001? 

2648. Calcular \y 7 con cxac titud hasta 0,01, por inedio del 
desarrollo dc la funcion y 8-|-x en serie de potencias dc x. 

2649. Aclarar la procedencia de la formula aproximada 

\f a? -|-x a-\- (a > 0), calcular con el la ]/ 23, tomando « = 5, 

y valorar el error cometido. 

2650. Calcular y 19 con exactitud hasta 0,001. 

2651. tPara que valores do x la formula aproximada 

COS X 1-jj- 


da un error no mayor de 0,01; 0,001 y 0,0001? 

2652. tPara que valores de x la formula aproximada 

sen 


22-1016 
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da un error no mayor de 0,01 y 0,001? 

1/2 

2653. Calcular ^ dx con exactitud hasta 0,0001. 

o 

i 

2654. Calcular | e~ xi dx con exactitud hasta 0,0001. 

i 

2655. Calcular Ylccosxdx con exactitud hasta 0,001. 

*0 

, l 

2656. Calcular \ * ea J dx cori exactitud hasta 0,001. 

s v* 

1/4 _ 

2657. Calcular ^ Y 1 + z*dz con exactitud hasta 0,0001. 

1/9 

2658. Calcular | ]/ze*<fz con exactitud hasta 0,001. 

2650. Desarrollar on serie de potencias de x e y la funcion 
cos (x — y), hallar el campo de convergencia de la serie obtenida 
y analizar el resto de la misma. 

Escribir el desarrollo en serie de potencias de x e y de las 
siguientes funciones e indicar sus campos de convergencia: 

2663*. In (1 — x~y + xy). 

2664*. arctg . 


2665. f(x, y) = ax 2 + 2bxy + ctj i Desarrollar / (x + h, y + le) en 
serie de potencias de h y k. 

2666. / (z, y) = x 3 — 2y 3 -f- 3zy. Hallar el incromento de esta 
funcion al pasar de los valorcs z = 1, y = 2, a los valores z = 1-f h, 
y — 2 + k. 

2667. Desarrollar la funcion e x * v en serie de potencias de 
z — 2 e y -f- 2. 

2668. Desarrollar la funcion sen (z + y) en serie de potencias 
de x e y —^. 


2660. sen z-sen y. 

2661. sen (z 2 + y 2 ). 

2662*. -}=*±L. 

i+x-i 
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Escribir los tres o cuatro primeros terminos del dcsarrollo en 
serie de potencias do x e y de las siguientes funciones: 

2669. e x cos y. 

2670. (1 -f-ar) 1+v . 

§ 4. Series de Fourier 

1. Teorema de Dirichlot. Se dice quo una funcidn / (z) satis- 
facc a las condiciones de Dirlchlet cn un intervalo (a, b), si en este inter- 
valo la funcidn 

1 ) esla uniformemcnto acotada, es decir, |/(*)XM para a<z< 6 , 
donde M es una constante; 

2 ) no tiene mas que un numero finito de puntos de discontinuidad 
y todos ellos do l a cspecie (es decir, que on cada punto de discontinuidad 
g la funcidn / (z) tionc un lfmite finito a la izquioraa / (| + 0 )=lim / (g—e) 

y un lfmite finito a la derecha /(|+ 0 ) = lim / (£ + c) (e > 0 )); 

e -*0 

3) no tiene mds quo un numero finito de puntos de extrcmos estrictos. 
El teorema de Dirichlet afirma, quo toda funcidn / (z) que satisfaga en 

cl intervalo ( —n, ji) Ins condiciones de Dirichlet en cualquier punto z de 
esto intervalo, en que / (x) sea continua, csta so puede desarrollar en serie 
trigonometries de Fourier: 

f (x) = + “i cos *+sen x -f- a 2 cos 2 z + b 2 sen 2 z + ... 

• ••+<»« cos nz-f- 6 „ son nz( 1 ) 

en que los coeficientes de Fourier a n y b„ so calculan por las formulas 

n 

a n“— ^ 1 (*) cos nxdx(n = 0, 1,2... .); 

-n 

n 

d 7 i = — ^ / (z) son nxdx{n = \, 2 , ...). 

—ji 

Si z es un punto do discontinuidad do la funcidn { (z) pertoneciento al 
intervalo { — n, jt), la suma de la serie de Fourier S (z) sera igual a la 
media aritm£tica de los limites a la izquierdn y a la derecha de la fun¬ 
cidn: 

•y(*)=- 5 "[/ (z— 0 )-}-/ (z + 0 )]. 

En los extreinos del intervalo z= — n y z = n 

5(-n)=^(n) = -Lf/(-jt + Q) + /( n _ 0 )J. 

2. Series incompletas de Fourier. Si la funci 6 n /(z) es 
par (os decir, si f ( — z) = / (z)), entonccs, en la formula ( 1 ) 

0 (n = l, 2 ,...) 


22 * 
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n 

«» —— \ / (a)cos dx f x— 0 , 1 , 2 ,...). 

n ,\ 

o 

Si lu funcion / (x) os impar (os dccir, si /(—*)——/(*)), entonces, 
a„ — 0 (n — 0 , 1 , 2 , ...) y 

JT 

|\ / (*) son <** (n = 1 , 2 , .. .)• 

0 

Una funcion, dad a on el intervalo (0, ji), so puedo prolongar, a voluntad, 
on el intervalo (—n, 0 ) como par o como impar; por consiguiento, puedc 
desarrollarse on ol intervalo (0, jt), en series incompletas do Fourier, como 
se dosce, en scrie de senos o de cosenos de arcos multiples. 

3. Series de Fourier de periodo 2i. Si una funcidn f(x) 
satisfaco las condiciones de Dirichlet on un intervalo ( — 1,1) de longitud 
21, para los puntos do r.ontinuidad do la funcion, pertenecientes a oste 
intervalo, so verificard cl desarrollo 

/ (a) cos —— 1 - b t son ——I- b 2 cos ——i- b 2 sen —j— -h ■ ■ ■ 

. nnx . , nnx 

...+a„ cos—j-!- b n son—j- 


dondo 


/ 

«„=- J /(sJcos-^-rf* (n =0, 1, 2 ,...) 
-i 
i 

i,,= T S f ( £ )se" -7^ rfx = 2l •••)• 

-1 


( 2 ) 


En los puntos de discontinuidad dc la funcion / (x) y en los extremos del 
intervalo r. = ±l, la suma de la serie dc Fourier se determ inn analoga- 
monte a como sc liaco cuando se dcsarrolla en c) intervalo ( —n, n). 

En el caso do quo la funcion / (x) se dosarroUe en serie de Fourier en 
un intervalo arbitrario (a, a -f-2i> do longitud 21, los limites de integracion 
en las formulas (2) debe sustituirsv, respectivnmente, por a y a + 21 . 

Dosarrollar cn series de Fourier, en el intervalo ( it, n), las 
funcionos que so indican a continuacion, determinar la suma dc 
las scrios en los puntos de discontinuidad y en los extremos del 
intervalo (2 = — n, x — n), construii; la grafica de la propia fun¬ 
cion y de la suma de la serie correspondiente (dentro y fuera del 
intervalo ( — it, it)): 


C( para — n <Z x < 0, 
c 2 » 0< 2 < n. 


2671. /( 2 )— 
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Examinar el caso particular on quo c t —— 1, c 2 =l. 

ax para — it -< 0, 

2672. f(x) = bx * 0<*<*. 

Examinar los casos particulares: a) a = b— 1; b) a= —1, 6 = 1; 
c) a = 0, 6=1; d) a — 1. 6 = 0. 

2673. /(*) = **. 2676. / (*) = cos ax. 

2674. f{x) = e ax . 2677. /(x) = shax. 

2675. f (x) = sen ox. 2678. f(x) = chax. 

2679. Desarrollar on seric de Fourier la funcion f(x)— 51 2 * , 
en el intorvalo (0, 2it). 

2680. Desarrollar la funcion /(x)-^-, en el intervale (0, Jt), 

en serio do sonos dc arcos multiples. Empleese el dosarrollo 
obtenido para In suma de las series numericas siguientes: 

•) 1 -T + T-T+---> b ) 1 + T~f-A + A+A—- 

c.) l-y'+T-H + B - -" 

Desarrollar en series incompletas de Fourier, en el intorvalo 
(0, n), las Xuncionos que se indican a continuacidn: a) en series 
de sonos de arcos multiple*, b) en scries dc cosenos do nrcos mul¬ 
tiples. Dibujar las gruficas dc las funciouos y las gruficas de las 
sumas de las correspondientes scries en sus campus do oxistencia. 

2681. /(x) = x. Valiendoso dol dosarrollo quo se obtenga, hallar 
la suma de la serio 

1 + -p- -H + . • • 

2682. / (x) = x 2 . Valiendoso del desarrollo quo so obtenga. hallar 
las sumas de las series numericas: 

1)1+4-+^-+..-; 2)1-^ + ^--^+... 


2683. }{x)=.e a 


2684. /(x) = 


2685. /(*) = 


1 para 0<x<y, 

0 para y<x<Jt. 
x para 0<Cx<-j, 
n — x para -s-<r<a. 
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2686. f(x) = 


Desarrollar, on el intervalo (0, Jt) en serie de senos de arcos 
multiples, las siguientos funciones: 

x para 0<x<~, 

0 para y< x< ji . 

2687. / (x) = x (n — x). 

2688. / (x) = sen y. 

Desarrollar, en el intervalo (0, n) en serie de cosenos de arcos 
multiples, las funciones: 

( 1 para 0 

0 para h<. x< n. 


2690. j (x) ■ 


1 — 2 ^ para 0<x<2/t. 

0 para 2h < x < n. 

2691. /(x) = xsonx. 

cosx para 0<x<-2-, 

2692. /(x) = 

— cosx para < x<n. 

2693. Validndoso del desarrollo de las funciones x y x 2 en el 
intervalo (0, n), en serie de cosenos de arcos multiples (v^anse 
los N os 2681, 2682), demostrar la igualdad 


2 “ 
n=l 


cos nx 3a: 2 —6nx + 2n 2 


12 


(0<X<Jl). 


2694**. Demostrar, que si la funcion / (x) es par y al mismo 

(t -1 

intervalo ( — n, n) representa de por si el desarrollo en serie de 
cosenos de arcos multiples impares, mientras que si la funcion / (x) 

es impar y / ^-2--f-xj = / (-2—xj , se dosarrolla en el inter¬ 
valo ( —ji, ji) en serie de senos de arcos multiples impares. 

Desarrollar las siguientes funciones en series de Fourier, en 
los intervalos que se indican: 

2695. /(x) = |x| ( —1 <x<1). 

2696. / (x) = 2x (0< z< 1). 


1, su serie de Fourier en el 


tiempo f[-j- t-x)=—/ 
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2697. f(x) = e x (-/<*</). 

2698. / (x) = 10 — x (5<x< 15). 

Desarrollar, en series incompletas do Fourier on los intervalos 
que se indicant a) en serie de senos de arcos multiples, y b) en 
serie de cosenos do arcos multiples, las siguientes funciones: 

2699. f(x) = l (0<x< 1). 

2700. f(x)=x (0 <*</). 

2701. f(x) = x* (0<x<2n). 
x para 0<x-<l ) 

2 — x para 1 < x < 2. 

2703. Desarrollar la funcion siguiente on serie do cosenos de 
arcos multiples, en el intervalo 3) , 

/(*) = ( * P ara T<*< 2 - 
1^3 — x para 2-<x<;3. 


2702. f(x) = 




CapUulo IX 

ECUACIONES DIFERENCIALES 


§ 1°. Verlflcaclon de las soluclones, Formaclon de las ecuaciones 
dilerenclales de familias de curvas, Condlclones Infclales, 


1. Coiiccptos (undamontalcs. La eeuaeion de la forma 

*■<*. y, y' . 


(i) 


dondo i/=.y(x) qs la funcion que se l.usca, so llama eeuaeion cUferencial de 
orde.n n-sim°. Cualquior funcion p = <p (x) que Iransformo la eeuaeion ( 1 ) on 
laentlMad. recibo el noinbre de solucton do esta eeuaeion, y la grafica de 
dicha funcion so llama curva integral. Si la solucidn so da en forma impHcito, 
w) — 0, goijcrabnonto, recibo ol nombre de integral. 

E j c m p 1 o 1. Probar, que la funcion y = sen x es solucidn do la ecuacidn 


So lucio n. Tonemos: 


p'+j, = 0. 


p' = cosx, p'=—senx. 

y, por consigniento, 

l/"+y = — sen x+son x = 0. 

La integral 

.C„) = 0 (2 ) 

de la ccuacidn diforoncial (i), que contiene n constantes arbitrarias indepen- 

dientes 6,.G„ y quo es equivalent.* (on el campo dado) a la eeuaeion (1), 

-se llama integral general de esta eeuaeion (en ol campo correspondionto). 
Dando valores determinados a las constantes C t , . ., C n en la relacidn (2) 
sc obtieno una integral particular do la eeuaeion (1). 

Reciprocamenle, teniendo una familia de curvas (2) y excluyendo los 
parametros C 1 , C n del sistema de ecuaciones 


tlJ: 


= 0 , ^=0 . 4 ^= 0 , 

dx dx n 


so obtieno, on general, una eeuaeion diferencial de la forma (1), cuya integral, 
en el campo corrospondiento, es la rolacidn (2). 

E j o tn (i I o 2. Hollar la eeuaeion difcreucial de la familia de parabolas 

y=C 1 (z — C 2 y i . ( 3 ) 

Solucidn. Uerivando dos veces la expresidn (3), tendremos: 
y' = 2C, (x-C 2 ) e y" = 2C,. 


( 4 ) 
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Excluyendo de las ecuaciones (3) y (4) los parainetros C| y liallamos la 
ecuacion diterencial que buscabainos 

2yy"^=y' 2 . 

Es facil coinprobar que la funcion (3) transforma csta ecuacion en identidad. 

2°. Condiciones iniciales. Si para la solucion particular 
y = y(x) de la ecuacion difercncial 

p< n >=/(*. y, y' . v <n ~ 1} ) (*> 

se dan las condiciones iniciales (problcma de Cauchy) 

y(*o) = yo, •••• !/ <n-,) ( z o)=/o n_,> 


y sc conoce la solucion general de la ecuacion (5) 

y = rp(x, C i> •••- C n), 

las constantcs arbitrarias C u .... C n se determinan, si ello os posiblo, del' 
sistema de ecuaciones 


y a = q)(xOf —■ 6'n)> 

Vo — V' ( z o> ^1» •••» ^n)> 

= . C n ), 

Ejomplo 3. Ilallar la curva de la familia 

y=C l e x + C z e~^, (6> 


que ticne y(0) = l o y' (0) = — 2. 

Solucion. Tonomos: 

y' = C t e x — 2C 2 e~ 2x . 


Poniendo z = 0, en las formulas (6) y (7), tenemos; 


de donde 

y, por consiguicnte, 


1 = C, + C 2 , —2 = C, —2Cj, 
(', = 0. C 2 —1 
y = e-**. 


(7) 


Averiguar, si son solueiones de las ecuaciones diferenciales que- 
so dan, las funcioncs quo se indican: 

2704. xy' =2y, y = 5x*. 

2705. j/" = x* + j/ a , y = ±. 

2706. [x-\-y)dx-\-xdy — 0, y= C ■ 


2707. = 0, y = 3senx—4cosx. 

2708. -f- <o 2 x = 0, £ = C l cos(oi-f-C 2 Sono>f. 
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2709. y"-2y' + y = 0; a) y=xe x , b) y = x*e x . 

2710. y"-(X l + l 2 )y'+l i X 2 y = 0, 
ij = C t e^ ix -f- C 2 e } -* x . 


Demostrar, quo las relaciones que se indican son integrales de 
las ecnaciones diferenciales que so dan: 

2711. (x — 2y) y' **2x — y, x 2 — xy + y^ — C i . 

2712. (x — y-r\)y' — i, y = x-\-Ce v . 

2713. {xy—x)y"-\-xy' t + yy' — 2y' = 0, y = ln(xy). 

Formar las ecuaciones diferenciales de las familias de cnrvas 
que se dan (C, C u C 2 , C 3 son constantes arbilrarias); 

2714. y = Cx. 

2715. y = Cx 2 . 


2721. In — = 1 
y 


■ay 


2716. </ = 2Cx. 

2717. x 2 + y* = C*. 

2718. y = Ce x . 

2719. r> = C(x z -.y a ). 

2720. y ’ 2 + y = 2 + Ce~ 


i/* 


(a es un parametro). 

2722. (y-yoY-~2pz 

(y 0 , p son paramelros). 

2723. y^C y e 2X -\-C z e~ x . 

2724. y = Ci cos 2x -)- C 2 sen 2x. 

2725. y — (Cj -)- C 2 x) e x -1- C 3 . 


2726. Formar la ecuacion diferencial de lodas las rectas del 
piano XOY. 

2727. Formar la ecuacidn dilorencial de todas las parabolas 
con eje vertical en el piano XOY. 

2728. Formar la ecuacion diferencial de todas las circunferen- 
cias en el piano XOY. 

Hallar, para las familias de curvas que se dan, las lfneas que 
satisfagan a las condiciones iniciales que se indican: 

2729. x 1 — y 1 = C, y( 0) = 5. 

2730. y = {C^C 2 x)e 2X , </(0) = 0, y (0) = 1. 

2731. y = C t sen(x — C 2 ), {/ (n) = 1, j/'(ti) = 0. 

2732. y~C ie - x + C 2 e x + C 3 e 2X ; 

y (0) = 0, y' (0) t=l, y" (0) = — 2. 


§ 2. Ecuaciones diferenciales de 1 Br orden 

i°. Formas de ecuaciones diferoncialesdo l or orden. 
La ecuacion diferencial de l er ordon con una funcion y incognita rosuelta con 
reWcidn a la derivada y’, tiene la forma 

y' = f(x, y). 


( 1 ) 
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dondo / (x, y), es ana funcion dada. En algunoa casos, cs convenionte conai- 
<3erar como funcion incognita Ja variablo x y escribir la ccuacion (1) en la 
forma 

t *' = g (*.»). (1') 

donde g(x, y) 

Teniendo en cuenta quo y'=~ y x’ , las ecuaciones diferenciales 

<1) y (1') so pueden escribir en forma simdtrica 

P{x,y)dx-\-Q (z, y) dy = 0, (2) 

donde P(x, y) y <?(z, y) son funciones conocidas. 

Por solucion ae la ecuacion (2) se entiendo la funcion de la forma 
y = <p(z) o z = t|>(y), que satisfaco a esta ecuacion. La integral general de las 
ecuaciones (1) y ( 1 '), o de la ecuacion (2), tione la forma 

® (z, V . C) = °. 

donde C es una constants arbitraria. 

2°. Campo de dirocciones. El conjunto de direccioncs 

tga=/(z, y) 

se llama campo dc direccioncs do la ecuacidn diferencial (1) y se representa 

S eneralmento por medio de un sistcma de rayitas o de flechas con un dngulo 
e inclinacion a. 

Las curvas / (z, y) — k, on cuyos puntos la inclinacidn del campo tienc 
un valor constante Ic, se Unman isoclinas. Construyendo las isoclinas y cl 
campo de dirccciones, en los casos mas simples se puede dibujar aproxi- 
madamonto el campo de las curvas integrates, considersindose estas ultimas 
como curvas, que en cada uno de sus puntos tienen la direccion dada del 
campo. 

Ejomplo 1. Construir, por el metodo do las isoclinas, el campo 
de las curvas integrales de la ccuacion 

g' = z. 

Solucion. Construyendo las isoclinas x = k (lineas rectas) y ol campo 
de direcciones, obtenemos aproximadamcnlc el campo de las curvas integrales 
(fig. 105). La solucion general es la familia do parfibolas 



Construir, por el m<$todo de las isoclinas, el campo aproximado de las 
curvas integrales para las ecuaciones diferenciales que se indican a conti- 
nuacidn: 

2733. y' — •— x. 

2734. y'= -f. 

2735. 

2736. y r = £±!L. 

y x-y 

2737. y' = i*+y 2 . 

3°. Teorema de Cauchy. Si una funcion f{x,y) es continue en 
un recinto determinado U {a<x<A, i<y<5} y tiene en esto recinto 
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dcrivada acotada fy (x, y), ontonces, por cada punto (xq, j/ 0 ) de U, pasa una*. 
y sdlo una, curva integral y=q>(a:) de la ecuacidn (1) (cp ( 2 0 )=y 0 ). 



4°. M 6 1odo de las quobrados do Euler. Para la construc- 
cidn aproximada de la curva integral de la ecuacidn (1), quo pasa por un 
punto dado A/ e (i 0 , J/o). osta curva so sustituye por una linea quebruda con 
vortices on M t (x it u t ), dondc 

*i+i = *t+A*i, y I+ ,=^ ( + Ayi, 

Ax,- = /j (paso del proceso). 

Ay f = /i/(xj, Ut) (i~0, 1, 2, ...). 

Ejcroplo 2. Por ol metodo de Euler, hallar, para la ecuacidn 



y (t). si y (0) = 1 {h =0, t). 

Construimos 1 h tabla siguiente: 


i 

x i 

yt 


0 

0 

i 

0 

1 


KfPW 

0,005 

2 

0,2 


0,010 

3 


■KM 

0,015 

4 

0,4 

i , 0.30 

0,021 

5 

0,5 

1,051 

0,026 

<S 

0,6 

1,077 


7 


1,10!) 

0,039 

8 


1,148 

0,046 

9 


1,194 

0,054 

10 


1,248 
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Dc esta forma, y(l) = 1,248. Para comparar, darnos el valor 
cxacto de y (l) = e I/4 « 1,284. 

Por el miStodo de Euler, hallar las soluciones particulares 
de las ecuaciones diferenciales que se dan a conlinuacion para los 
valores de x que se indican: 

2738. y' = y, y(0) = l; hallar y(l)(A = 0, 1). 

2739. y'=x-\-y, y(l) = i; hallar y(2)(h = 0, 1). 

2740. y'= — jqpj, y (0) — 2; hallar y (1) (h = 0, 1). 

2741. !/’ = !/ — y{ 0) “ i; h « ,,ar «/(l)( /< = 0 ’ 2 >- 


§ 3. Ecuaciones diferenciales de l er orden con variables separables. 
Trayectorlas orfoflonales 

tEcuaciones diforoncialos dc l er orden con varia¬ 
bles separables. Se Hainan ecuaciones con variables separables, las 
ecuaciones diferenciales de l cr orden de la forma 

!/' = / (*) 6 (£/) M 


o bien. 

X (*) Y (y) dx-j-Xf (x) Yi (y) dy =0. (!') 

Dividicndo ambos miembros de la ecuacion (1) por g(y) y multiplicando 
por dx, tendremos ~^ = j(x)dx. He dondo, inlegrando, obtenemos la inte¬ 
gral general de la ocuacion (1) en la forma 

lwr\ IMiI+c - <2 > 


Andlogamonle, dividicndo los dos miembros de la ecuacion (1') por 
X j (ar) Y (y) e inlegrando, se oblieno la integral general de la ecuacion (l ) 
en la forma 


s 


X(Z) 

X,(x) 


dx -f- 


s 


y, (y) 
V(irt 


dy = C. 


( 2 ') 


Si para un valor determinado do y = y o. tonemes que g(yo) = 0, la funeiun 
tambien cs solucion do la ecuacion (I), como es facil convencerso 
directainente. Analogamcnte, las rectas x*=a e y = b son'm curves .ntearales 
de la ecuacion (1'), si « y b son de por sf raices de las ecuaciones A|W = U 
«y(y) = 0, por cuyos primeros miembros se dividio la ecuacion initial. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuacidn 



(3) 


En particular, hallar la solucion que satisfaco a la condicion lnicial: 

y(l) = 2. 
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S o I u c i 6 n. La ecuacion (3) so puede cscribir de la forma 

du = _V_ 
dx x 

De donde, sopaiando las variables, tendremos: 



y, por consiguiente, 

In | y [= — In \ x f-j- In C { , 

donde la constante arbitraria In (7, esta tomada eu forma iogaritmica. Des¬ 
pues de potenciar, se obtiene la solucidn general 



donde C== ± C x . 

A1 dividir por y podrfamos perder la solucidn y= 0, pero esta ultima 
esta contonida eu la formula (4) para C= 0. 

Utilizando la condicion inicial dnda, obtencmos que C=>2, y, por con¬ 
siguiente, la solucion particular buscada es 



2°. Algunas ecuaciones diferenciale's que pueden 
reducirse a ecuaciones con las variables separable s. 
Las ecuaciones diferencialcs de la forma 

y'=/(ai+fcy+c) (b =£ 0) 

so reducen a ecuaciones de la forma (1) por medio de la sustitucidn 
it=aaz-f by-\-c, donde u es la nueva funcion que so busca. 

,3°: T ra y ect or i as ortogonales son curvas que cortan las lineas 
de la familia dada <D (*, y, a) = 0 (a es un parametro) formando angulo recto. 
Si F(x, y, y') = 0 es la ecuacion diferencial do la familia, 

'(*■'• ~f)"° 

es la ecuacidn diferencial de la3 trayectorias ortogonales. 

E j e m p 1 o 2 Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de elipsos 

a»+2 p*=a*. (5) 

Solucion. Derivando ambas partes de la ecuacion (5), hallamos la 
ecuacion diferencial do la familia 

x+2yy’ = 0. 

Dc donde, sustituyendo y' por — ~, obtenemos la ecuacion diferencial do las 
trayectorias ortogonales 

x —pr- = 0 ° bien y' = —■ ■ 

Inlcgrando, tondremos quo y = Cz J (familia de parabolas) (fig. 106). 
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4°. Form a cion de las ecuaciones diferenciales. AL for- 
mar la ecuacion diferencial en los problemas geometricos, se puede remplcar 
con frecuencia el sentido geometric© de la derivada, como tangente.'dol 
ongulo que forma la recta tangonte a la curva con la dircccion positiva 
del eje OX; esto pormito, en muchos casos. doterminar inmediatamente la 
relacion entre la ordenada y de la curva que so busca, y su abscisa x e y', 
es decir, obtoner la ecuacion diferencial. En otros casos (vcanso los pro¬ 
blemas N 03 2783. 2890, 2895), se utiliza el sentido geomelrico de la integral 
definida, como 6rea do un trapecio mixtilfneo o longitud do un arco. En este 


y 



F i g. 106 


caso, directamonto de las condiciones del problema, se obtiene una ecuacidn 
integral simple (pucsto ciue la funcion que se busca se encuentra bajo el 
signo integral), pero quo derivando sus dos miombros, se pucdo con_fucilidad 
transformar on ecuacion diferencial. 

E j e m p 1 o 3. Hallar una curva que pase por el punto (3; 2), para la 
quo la longitud del segmento de cnalquiera do sus tangentes, eomprendido 
entre los ejes de coordenadas, esto dividido en el punto de contaclo en dos 
partes iguales. 

S o 1 u c i 6 n. Sea M { x , y) el punto medio do la tangente AD, que segtin 
las condiciones es, a la vez, el punto de contacto (los puntos A y D son 
los puntos do intorseccion de la tangente con los ejes OY y OX). De acuerdo 
con las condiciones, OA = 2y y OB=2x. El coeficiento angular de la’tangente 
a la curva en cl punto M (x, ij) os igual a 

dy __ OA y_ 

dx ~ OB ~ x 


Esta os la ecuacion diferencial de la curva que sc buscaba. Haciondo una 
transformacion, tenemos: 


y, por consiguiente, 


x y 


Inz-j-ln(/=In(7, o sea. xy—C. 
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Utilizando la cnmiicidn inicial, detcrminamos quo C = 3-2 = G. Es decir, 
la curva quo sc buscaba es la hip6rbola xy — 6. 

Resolver las ecuaciones diferenciales: 

2742. tg x sen 2 y dx-\- cos 2 x ctg y dy = 0. 

2743. xy' — y = y 3 . 

2744. xyy'= l —x*. 

2745. y — xy’— o(l+*V)- 

2746. 3p' : tg y <lx + (1 — e x ) sec 2 y dy = 0. 

2747. y' tgx = y. 

Hallar las soluciones particulars de las siguientes ecuaciones, 
que salisfacen a las condiciones iniciales que se indican: 

2748. (1 + «*)•!/•£/' = **; y — 1 para x = 0. 

2741). (xy i + x)dx-J r (x i y — y)dy = 0\ y = l para x = 0. 

2750. //' senx = y In y\ y— 1 para x = 

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales valiondose del 
cainbio de variables: 


2751. y' = (x+y)*. 

2752. p'=:(8x + 2j/-|-l) a . 

2753. (2a: + 3y - 1) dx + (Ax + 6i/ - 5) dy - 0. 

2754. (2x — y) dx-\-(Ax — 2i/-}-3)c7r/ = 0. 

En los b* os 2755 y 2750 pasar a las coordenadas polares: 


2755. y' = 


yx 2 + y2 — x 


2756. (x 2 + y") dx - xy dy = 0. 

2757*. Hallar una curva que tenga un segmento de tangente 
cuya longitud sea igual a la distancia desde el punto de contacto 
hasta el origen de coordenadas. 

2758. Hallar una curva para la que el segmento de la normal, 
en cualquier punto de la inisma, comprendido ontre los ejes de coor¬ 
denadas, cste dividido por este punto on dos partes igualcs. 

2751). Hallar una curva cuya subtangonte tenga una longitud 
constante a. 

2760. Hallar una curva cuya subtangentc sea el doble de la 
abscisa del punto de contacto. 

2761*. Hallar una curva, para la que la abscisa del centro de gra- 
vedad de la figura plana, limitada por los ejes de coordenadas, 
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por esta misina curva y por la ordenada de cualquiera de sus 
puntos, sea igual a 3/4 de la abscisa de este punto. 

2762. Hallar la ecuacion de la curva que pasa per el punto (3; 1), 
para la quo cl segniento de tangente comprendido entro el punto 
de contacto y el eje OX este dividido cn dos partes iguales por el 
punto de interseccion con el eje OY. 

2763. Hallar la ecuacion de la curva que pasa por cl punto (2; 0), 
sabiendo que el segmento de la tangente a dicha curva, compren¬ 
dido entre el punto de contacto y el eje OY, liene longitud cons- 
tante e igual a 2. 

I-Iallar las trayectorias octogonales de las families de curvas 
que sc dan a continuacion (a es un panimetro) y eonstruir estas 
familias y sus proyecciones orlogonales: 

2764. x* + y* = a*. 2766. xy = a. 

2765. y' i = ax. 2767. (x — y l = a*. 


§ 4. Ecuaciones diferenciales homogeneas de 1 er orden 

1°. Ecuaciones homogeneas. Una ecuacidn diferencial 

P (x, y)dx+Q(x, y) dy = 0 (t) 

se llama homogSnea, si P(x, y) y Q (x, y) son funciones homogeneas de igual 
grado. La ecuacion (1) puodo rcducirso a la forma 

y por medio de la sustitucidn y = xu, donde u es una nueva funcion inc 6s- 
nita, so transforms en ecuacion con variables soparadas. Tambien se puede 
emplear la sustitucion x = yu. 

Ejemplo 1. Hallar la solucidn general de la ecuacidn 

r-i+i- 


Solucidn. 
:c u -|-u o bien, 


Hacemos la suslitucidn y = ux\ en este caso, u-*-xu r 


du= — 
x 


Integrand o, obtenemos 


u = —In In —, de donde 
x 


y «= —x In In — . 

X 

2°. Ecuaciones reducibles a homogeneas. Si 

»'-/ f “lS + frjP-l-ct \ 
y \ a 2 x+b2t/ + c 2 ) 


( 2 ) 


23-1016 
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y 6=1°' I ^ 0, poniondo en la ecuacidn (2) x = u+a, y = i> + 6, dondo las 
I a o ©2 | 

constautes a y f so determinan por el sistorna de ecuaciones 
a,ci-l-6ip + ci = 0, a 2 a+ 62 P+‘ : 2 == ®» 

obtenemos una ecuacidn diforencial homogenea respecto a las variables u y v. 
Si 6 = 0. poniendo en la ecuacion (2) a s i+6 1 y = u, obtenemos una ecuacion 
con variables separadas. 

Integrar las ecuaciones diferenciales: 

2768. ]/ = — — 1. 2770. (x — y)ydx — x 2 dy^0. 

X 

2769. tf = — 

2771. Hallar, para la ecuaci6n (x 2 + y z ) dx — 2xy dy — 0, la 
familia de curvas integrales y escoger aquellas curvas que pasan 
respectivamente por los puntos (4; 0) y (1; 1). 

2772. ydx + (2V^ -x) dy = 0. 

2773. x dy—y dx = 1/x* + y*dx. 

2774. (4x a 4- 3xy + y a ) dx -f (4y 3 -f 3xy + x 2 ) dy = 0. 

2775. Hallar la solucion particular de la ecuacion (x 2 ~3y 2 )dx + 
-+■ 2 x 1 / dy = 0, con la condicion de que y— 1 para x = 2. 

Resolver las ecuaciones: 

2776. (2x-y + 4)dy+(x-2y + 5)dx = 0. 


2777. 


1 — 3x — 3y 
l+X+p 


2778. y'= *+ 2 / + 1 
J 2i+4y + 3 


2779. Hallar la ecuacion de la curva, que pasa por el punto 
(1; 0) y que tiene la propiedad de que el segmento, que inter- 
cepta su tangente en el oje OY, es igual al radio polar del punto 
de contacto. 

2780**. iQue forma debe darse al espejo de un proyector para 
que los rayos del foco luminoso concentrado en un punto se reflejen 
formando un haz paralelo? 

2781. Hallar la ecuacion de la curva, cuya subtangente es 
igual a la media aritmetica de las coordenadas del punto de 
contacto. 

2782. Hallar la ecuacion dc la curva, para ia cual, la longi- 
tud del segmento, interceptadp por la normal en cualquiera de 
sus puntos en el eje de ordenadas, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. 

2783*. Hallar la ecuacion de la curva, para la cual, el area 
cojnprendida entre el ejei de abscisas, la misma curva y dos orde¬ 
nadas, una de las cuales, es coflstante y la otra variable es igual 
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a la razon del cubo de la ordenada variable a la abscisa corres- 
pondiente. 

2784. Hallar la curva, para la cual, la longitad del segmento 
del eje de ordeaadas, interceptado por cualquiera de sus tangentes, 
es igual a la abscisa del punto de contacto. 


§ 5. Ecuaciones dlferenclales lineales de 1 er orden. Ecuador! 
de Bernoulli 


1°. Ecuacioaos lineales. La ccuacion diferencial de la forma 
y' + P\x)y = (?)(*) (1) 

do l er grado con respecto a y e y\ se llama lineal. 

Si la funcidn Q(x) = 0, la ecuacion (1) toma la forma 

y’ + P(x) y=0 (2) 


1 rccibo cl nombre de ecuacion diferencial lineal homogenea. En este caso, 
as variables se separan y la solucion general de la ecuacidn (2) es 


y = C e i 


(3) 


Para resolver la ccuacion lineal no homogenea (1) se emplea el llamado 
metodo de variacion de la eonstante arbitraria. Esto metodo consists en que, 
primeramente, se halla la solucion general de la corrcspondiente ecuacidn 
lineal homogenea, es deeir, la expresion (3). Despuis, supouiendo que en 
esta expresion C es funcidn de x, se busca la solucion de la ecuacion 
no homogdnea (1) en la forma (3). Para ello, ponemos en la ecuacidn (1) 
y e y', deducidas de (3), y de la ecuacidn diferencial asf obtenida determi- 
namos la fuucion C (x). De esta forma, obtenemos la solucion general de la 
ecuacion no homogenea (1) de la forma 


y = C (x) e 




Ejemplo 1. Resolver la ccuaci6n 

p' = tgz-y4-cos x. 

Solucion. La correspondicnte ccuacion homogenea es 

y' — tgxy=0. 


Resolviendola, tenemos: 


y = C- 


1 


COS X 

Considerando C como funcion de x y dcrivando, hallamos: 

1 dC . sen x 


y- 


cos x dx ‘ cos 2 x 


■C. 


(4) 


Poniondo y o y’ en la ecuaci6n (4), obtenemos: 


dC 


cos x dx ~ cos 2 x 


■•C.= tg x - 


cos X 


+ C03 X, 0 


dC 

dx 


= COS 2 X 


23 * 
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de d oxide 

f 11 

C(i)=\ cos a xdz = — z-fsen 2z+C,. 

for corisiguionte, la solucion goneral de la ecuacidn (4) tieno la forma 

y = (T I+ T se,l2x+Cl )-^T- 

Para resolver la ecuacidn lineal (1) se puede emplear tambien la susti- 
tucion 

y = uo, (5) 

donde a y v son funciones de x. En esto caso, la ecuacidn (1) toraa la forma 

[u' + .P(j:)u] t> + t>'u = (?(x). (6) 

Si se exige que 

u’-\-P(x)u=0, (7) 

do (7) hallamos it, y despues, de (6) hallamos t>, y por fin, de (5) hallamos y. 
2°. Ecuacidn de Bernoulli. La ecuacidn do l er ordcn do la forma 


v' + P{z)y=Q (x) y a , 

donde a=£0 y a^l, so llama ecuacidn de Bernoulli. Esta ecuacidn se reduce 
a lineal valiendoso do la sustitucidn z —y ,-a . Se puede tambidn cmploar 
dircclamcute la sustitucidn y=uv, o el mdtodo de variacidn do la constant© 
arbitraria. 

E j e in p 1 o 2. nosolver la ecuacidn 

y'~4 -y+*VF- 


Solucion. 

Poniendo 


Esta es una ecuacidn de Bernoulli 


(en la que a 



.oblencmos: 


y<=uv. 


u'v-}-v'u = ~ UV-j-X UU O V (it'-^ -f-u'u = x ~^uv. 

Para determinar la funcion u oxigimos que se cumpla la relacion 


u'—iu=0, 


de donde 


( 8 ) 


Poniendo esta oxpresion en la ccuacion (8), tenemos: 

v’x* = xY^c*, 


de donde hallamos v: 


1 


2 
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y, por consiguienle, obtenemos la solucion general en la forma 

y = z4(_!-] nM + c) 2 . 

Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 

2785. JL =X . 

dx x 

3786. £+ £-*•. 

2787*. (1 4- y 2 ) dx = (V^l + if sen y—xy)dy. 

2788. y 2 dx—{2xy-\-'S) dij = Q. 

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condicio- 
nes que se indican: 

2789. xy' -\-y — e x =rO; y = b para x — a. 

2790. y' — x—~ x ^—1 —* = 0; i/ = 0 para x = 0. 

2791. T/'-ytgx^-j^; y = 0 para i = 

Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 

2792 . -&+-£ 

2793. Ixy^—y 2 4-s = 0. 

2794. j/Jx4-^x— dy = 0. 

2795. 3x dy = y (14- ^ sen x — 3f/ 3 sen x) dx. 

2796. Se dan tres soluciones particulares y, y, e y z , de una 
ecuacidn lineal. Demostrar, que la expresion y s _ y conserva un valor 

constante para cualquicr x. iQue sentido geometrico tiene este 
resultado? 

2797. Hallar las curvas, para las cuales, el area del triangulo 
fonnado por el eje OX, la tangente y cl radio vector al punto 
de contacto es constante. 

2798. Hallar la ecuacion de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de abscisas es igual al 
cuadrado de la ordenada del punto de contacto. 

2799. Hallar la ecuacion de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje do ordenadas es igual a la 
subnormal. 
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2800. Hallar la ecuacion de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es proporcio- 
nal al cuadrado do la ordenada del punto de contacto. 

2801. Hallar la ecuacion do la curva, para la cual, la longitud 
de la tangente os igual a la distancia desde el punto de intersec- 
cion de esta tangente con el eje OX hasta el punto M (0, a). 


§ 6. Ecuaciones diferenciales exactas. Factor Integrate 

1°. Ecuaciones diferencialos exactas (o en diferenciales 
totales). Si para la ocuacion diferencial 

P(*. V)dx + <?(*, y)rfy = 0 (1) 


se cuniple la igualdad a , la ecuacion (1) so puode escribir dc la 

forma dU (a:, [/) = 0 y se llama ecuacion diferencial exacta (o en diferenciales 
totales). La integral general de la ecuacion (i) es U (x , y) = £7. La funcidn 
U {i, y) se determine por ol mStodo que se indied en el cap. VI, § 8, o por 
la formula 


* v 

u ~ 5 P{ - x,v ^ dx+ $ Q( x o<y) d v 

x o Vo 


(vease ol cap. VI1, § 9). 

Ejemplo 1. Hallar la integral de la ecuacion diferencial 
(3** -f- 6*y 2 ) dx-f- (6x-y -t-4y 3 ) dy — Q. 

Solucion. Esta es una ecuacion diferencial exacta, ya que 

— 2 —gjj -- - -——— = i2 xy y, por consiguiente, la ecuacidn tione 

la forma dl/ = 0. 

Aqui 

4^- = 3*2+6*y a , -^- = 6x2y-f4y 3 ; 

de donde 

U=\ (3i a +6*y2) rfx + (p (y) = x 3 + 3x 2 y2 + <p (y). 


'Derivando U con respecto a y, hallamos 

— = 6z2 y + q>‘ (y) = 6z=y + 4y 3 

S jr la condicion); de donde qj' (y) = 4y 3 y <p (y) = y 4 + Cq. En dofinitiva 
tenemos U (x, y) = * 3 + 3* s y s + y 4 -f-Co, y, por consiguiente, x 3 + 3x a y 2 -}- 
+ y 4 = C cs la integral general quo so buscaba do la ecuacidn dada. 

2°. Factor intogranto. Si ol primer miombro do la ecuacion (1) 
no es una diferencial exacta y se cumplen las condiciones del teoroma 
dfe Cauchy, existe una funcidn p = [x (i, y) {factor integrante) tal, que 

H(Pdx+Qdy) = dU. (2) 
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De donde obtenemos, que la funcion p satisface a la ecuacion 

El factor integrant© p se puedo hallar facihnente en dos casos: 

1) — = F{x\ enloncos p = p(*); 

2) “F (17 ~ "S') = Fi {y) ‘ cntonces * = <*>• 

E j e m p 1 o 2. Resolver la ecuacion 

(2*y+z*p + -^-)dx + (x* + {/2) dy== o. 

Solucion. Aqui 

t/ 3 „ 1 { dP dQ\ 2x+x 2 +y 2 -2a; . 

P=2* !/+ **p + ^-, Q-*+t* y ~q[-&) dx)~ * + 

y, por consiguiente p = p(x). 

«=- ■£+<? & ■ - «— - 

(l7“ll) rfl = rfx 0 ln ^ =x ’ |1=eX ' 

Multiplicando la ecuacidn por y = e x obtenemos: 

e x [2xv-\-x*tj + -^~) rfx + e*(x»-j-y*) <ty = 0 

que es una ecuacion diferencial exacts. IntegrSndola, tendromos la integral 
general 

ye* (** + -^-)“‘ c '- 


Hallar las integrates genorales de las ecuaciones: 

2802. (x + y)dx + (x+2y) dy = 0. 

2803. ( x*+y* + 2x)dx + 2xydy = 0. 

2804. (x 3 - 3 xtf + 2) dx - (3 x*y — y z ) dy = 0. 

2805. xdx + ydy= 

2806. *^ + j£=**dy~0. 

2807. Hallar la integral particular de la ecuacion 

X X 

(X+C~V) dx-\~e* (1 — j) d y~ 0 . 
que satisfaga a la condicion inicial i/(0) = 2. 
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Resolver las siguientes ecuaciones, que admilen el factor inte¬ 
grants de las formas ft = ^{x) o = 

2808. (x if-) dx — 2 xy dy = 0. 

2809. y(i-\-xy) dx — xdy=0. 

2810. dx-\- (y*r— lux) dy = 0. 

•C 

2811. (x cos y— y sen y) dy (x sen y + y cos y) dx — 0. 

§ 7. Ecuaciones diferenclales de 1 er orden, no resueltas con respeefo a la 
derivada 

1°. Ecuaciones diferenciales de 1 er orden, de grado 
superior. Si la ecuacion 

F{x, y, !/') = 0, (1) 

por ej., es dc sogundo grado con rospccto a y', rosolviendola con respecto 
a y', obtenemos dos ecuaciones: 

y'= /«(*. y). y' = h(x,y). (2) 

De esta forma, por cada punto M 0 (x rt , y g ) do un determinado campo del 
piano pasarun, on general, dos curvas integrales. La integral general de la 
ecuacion (1) tiejie, en esto case, la forma 

<D(x, y, OEdijfx, y, C)H> 2 (*. y, C)= 0, (3) 

dondo i®! y <X> 2 son las integrales generates de la ecuacion (2). 

Adernas, para Ja ecuacion (1) puedo existir una integral singular. Geome- 
tricamonte, la integral singular representa dc por si la envoivente do la 
familia de curvas (3) y pucao obtenerse eliminando C del sisteraa de ectm- 
ciones 

Of*, y, 0-0, (D' c (x, y, C) = 0 (4) 

o eliminando p = y‘ del sistema do ecuaciones 

F(x, y, p) = 0, F' p (x, y, p)= 0- (5> 

Dobe advertirse, que las curvas determinadas por las ecuaciones (4) o (5) 
no son siompro solucioncs de la ecuacion (1); por lo cual, cn cada caso 
concreto es necesario hacer la prueba. 

E j e m p 1 o 1. Ilallar las integrales, general y singular, do la ecuacion 
xy'2+2xy' — y = 0. 

S o 1 u c i 6 n. Besolviendo con respecto a y‘, tenemos dos ecuaciones 
homogeneas: 

determinadas on el campo 

*(*+y) >0, 

cuyas integrales genera les son 
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o 

(2x-\-y — C)—2 (2x+y—C)+2 l/x 2 + .rp = 0. 

Multiplicandolas entre si, obtenemos la integral general do la ecuacion dnda 
(2i+y-C)*-4 (*®-f-:ry) = 0 

o bien 

(j ,-C)* = 'iCx 

(familia de parabolas). 

Derivando la integral general respecto a C y elimmando 6. hallamos la 
integral singular 

0 + 1 = 0 . 

(La prueba demueslra que p + :r = 0 es solucion de la ecuacion dada). 

La iutegral singular tambien se puede ballar derivando xp'*-\-2xp—y = § 
respecto a p y climinando p. . 

2 r \ Resolucion do la ocuacion diferencial porel 
m d t o d o do introduccidn do u n p a r a m o t r o. Si la ecuacion 
diferencial do l er ordon tienc la forma 

* =< P (Pi y’)’ 

las variables y y i se pueden determinar por el sistema do ecuaciones 


± 

P 


dq> . d«p 
du ‘ dp 


dP 
dy • 


* = <P(!/. P)• 


dondo p = y' desempefia el pnpel do pnramelro. 

An.ilogamonte. si y = ^ (x, >/). las variablos icjsc detorminan por el 
sistema do ecuaciones 


^5r+-dK!r- ^ 

Ejemplo 2. Hallar las integrates, general y singular, do la ecuacion 

x* 

y=y' 


Solucion. Haciendo la sustitucidn >/— p, volvernos a 
ecuacion de la forma 



escribir la 


Derivando respecto a x y considerando p como funcion de i, tenemos 


p= 2 ?inr-r- x ir +x 


o bion 4^-(2p— x) = (2p— x), o sea —-=i. Integrando, obtenemos p—x\C. 
ox fix 

Poniendo csto en la ecuacion primitiva, tenemos la solucion gonoral: 

y = (i+C) 2 -r(r+C)+y o y =~ + Cx-±-C2. 

Derivando csta solucion general respecto a C y eliminando C, obtenemos 
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la solucidn singular: jr = -i-. ^La prueba domuestra que y = -^-es solucion 
de la ecuacion dada^ . 

Si se iguala a cero el factor 2 p — x, en quo se hizo la simplificacion, 
obtenemos p = y, y> poniondo este valor de p en la ecuacion dada, obte- 

j2 

nemos y ~—. es decir, la misma solucidn singular. 

Iiallar las integrales generates y singulares de las ecuaciones 
(en los N oa 2812 — 2813 construir el campo de las curvas integrales): 

2812. y’t-.^L y ’J r 1=^0. 

2813. 4y' a -9i = 0. 

2814. yy' 2 — (xy + 1) y’+x = 0. 

2815. yy' 2 — 2xy' + y=-0. 

2816. Hallar las curvas integrales do la ecuacion y' s -\-y 2 — i, 
que pasan por el pun to M ^0; yj . 

Resolver las ecuaciones siguientes, introduciendo el parametro 
y'=p: 

2817. x = sen y' 4- In y‘. 

2818. y = y'* e u'. 

2819. p = y'* + 21ny / . 

§ 8. Ecuaciones de Lagrange y de Clalraut 

1°. Ecuacidn do Lagrange. La ecuacion de la forma 

V = *<P(P) + t(P). (1) 

donde p== y', recibe el nombre de ecuacion de Lagrange. Por medio de la 
derivacion, y teniendo en cuenta que dy = pdx, la ecuacion (1) se reduce 
a lineal con respocto a x: 

pdx = <p(p)dx + [x(p'(p)+y'(p)]dp. (2) 

Si p$<p(p),_de las ecuaciones (1) y (2) se obtiene la solucion general en 
forma parametrica: 

*= Cl (pH- g (p), v=lCf( P )+g(p))<p ( P ) +imp), 
donde p os un partimotro y / (p) y g(p) unas funciones conocidas dotermi- 
nadas. Ademas, puede oxistir solucion singular, quo so busca por el proce- 
dimiento general. 

2°. Ecuacion de Clairaut. Si en la ecuacion (1) <p(p) = p, se 
obtiene la ecuacion de Clairaut 

y = xp-ft|>(p). 


2820. 4y = 2 s y' s . 

2821. 

W 
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La solucion general do esta ecuacidn tiene la forma do y — Cx-\-ty(C) 
(familia de rectas). Adomds, existe solucidn singular (onvolvente), quo so 
abtiene como resultado de eliminar el parametro p del sistoma de ecuaciones 


*=—’!>' (p). 


r *=• 

I y=p^+’f(p)- 

B j e m p 1 o. Resolver la ecuacion 




(3) 


Solucion. Ponemos y' = p, en oste caso, y = 2px-\- —; derivando 
y sustituyendo dy por p dx, ohtenomos: 

pdx = 2p dx-\-2x dp — 

o bien, 

dx 2,1 

7!=-7‘+-p- 

Resolviendo esta ecuacion lineal, tendremos: 


x = -~p (In p+C). 

Por consiguiente, la ecuacion general sera: 

f xs= -jp 0 n P+0» 

| y = 2 pz+-y. 

Para hallar la integral singular segun la regia general, formamos ol sistema 
y=2px+-j, 0 = 2x--~. 

De aquf 



y, por consiguiente, 

y = ±2 V2l. 

Poniendo y en la ecuaci6n (3), nos convencemos de quo la funcidn 
obtenida uo es solucidn y de quo, por consiguiente, la ecuacion (3) no tiene 
integral singular. 

Resolver las siguientes ecuaciones de Lagrange: 

2822. y=^x (i/'+f-) • 2824 - y = V+y') x +y' z - 

2825*. y= —jy' (2x + y’). 


2823. y = y' + V ! — {/'*. 
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Hallar las integrates, generates y singulares, de las siguientes 
ecuaciones de Clairaufc y construir los campos de las curvas inte¬ 
grates: 

2826. y = xy' + y 

2827. y^xy' + y'. 

2828. y = ry' + /l+ («/')*• 

2829. y=xy'+~. 

2830. Hallar la curva, para la cual, el area del triangulo 
formado por la tangente a la misma, en cualquier punto, y los 
ejes de coordenadas, es constante. 

7831. Hallar la curva, si la distancia desde un punto dado 
hast a cualcjuiera de las tangentes de la misma, es constante. 

2832. Hallar la curva, para la cual, el segmento de cualquiera 
de sus tangentes, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene 
una longilud constante, igual a l. 

§ 9, Ecuaciones diferenciales dlversas de l* r orden 

2833. Determinar el tipo de las siguientes ecuaciones diferen¬ 
ciales e indicar sus melodos de resolucidn: ’*• 


«) (*-f0)y'=*arctgi; 

b) (x~y)y' = y\ 

c) y' = 2xy + z*; 

d) y' = 2xy + y 3 ; 

e) xy' -f y = sen y; 

0 (y—xy') 2 =y' 3 ; 

g) y = xe«’; 

h) (y' — 2xy) Yy = x 3 ; 
Resolver las ecuaciones: 

2834. a) [x — ycos-|-j dx-\-x 

b) x In-^-dy — j/dz = 0. 

2835. x dx = (-y- — y 3 j dy . 

2836. (2xy 3 — y) dx + xdx = §. 

2837. xy' + y = xy 3 In x. 

2838. y = xy' + y' hn/. 


i) y' = (x+ </)*: 

j) x cos y' + y sen y' = 1; 

k) (x 3 —xy)y' = y*-, 

l) (** + 2 xy 3 ) dx + 

+ (i/* + 3xV) dy = 0; 

m) (x 3 —3xy)dx+(x i +3)dy=0; 
u) (xy 3 -f In x) dx = y*dy. 

~dy = 0; 
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2839. i / = xy'-\-\ r — ay'. 

2840. x 2 (y+l)dx + (x 3 -l)(y—l)<ty=0. 

2841. (l + y*) (e 2x dx—e»dy) — (i + y)dy-0. 

2842. y'-y 2 -~- = 1. 2845. (1 - x 2 ) ]j + xy « a. 

2843. yev = (y* f 2xe*) y' . 2846. xy'-^^-x = 0. 

2844. y'-\-y cos x = sen xcos x. 2847. y (xcos2/+ason2i/)==>l. 

2848. (x*y — x 2 + y — 1) <?x + (xy +2x — Zy — 6)dy = 0. 

2849 . ✓ = (!+-*£*■)*• 

2850. xy 3 dx = (x 2 y-f 2)dy. 

2851. 1 /'=^ Fr . 

2852. 2dx + ]/ydi /-)/%dx = 0. 

2853. y' = -| + tg—. 2861. e» dx+(xe'<> — 2y)dy=0. 

2854. yy' -\-y z = conx. 2862. y = 2xy + Kl + l/ ? 

2855. xtfi/ + j/cix=:y 2 tfx. 28G3 - y'^-f-a-Mniz-laa:). 

2856. y' (x + scny) = l. 2864. (2e*+y*)dy-ye*dx^Q. 

2857. y-J = ~P + P 3 - 2865 * y,==2 (*+t-l) ‘ 

2858. + 2866. xy (xy*+i) dy-dx^0. 

2859. x l y' % + 3xyy’ -f 2y~ = 0. 2867. a{xi/ 2y) = xyy'. 

2860 xdx + ydy 2868. xdy — y dx — y 2 dx. 

V^+V 2 

xdy — ydx _ 

" 1 " >/ 2 

2869. (x 2 -1) 3/3 tfy + (x 3 + 3xy dx = 0. 

2870. tg x^-y = a. 

2871. j/a 2 -f-x 2 tfy-f- (x+y—|/"a 2 -f x 2 ) dx = 0. 

2872. xyy"* — (x 2 + y 2 ) y'+xy = 0. 
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2873. y = xy' + -~. 

2874. (3z 2 + 2 xy - y-) dx + (z 3 — 2 xy — 3 y z ) dy = 0. 

2875. 2yp^ = Zp*+iy*. 

Hallar las soluciones de las siguiontes ecuaciones, para las 
condiciones iniciales que se indican: 

2876. y’ = y ~\ y = 0 para z=l, 

2877. e x ~ v y’ = l; p = l para z = l. 

2878. y' ctg x-\-y — 2] y — 2 para z = 0. 

2879. e v (y’ + 4) = 1; y = 0 para x = 0. 

2880. y' y = cos x; j/ = 4" P ara z = 0- 

2881. y' — 2j/=— z a ; p = i para z = 0. 

2882. y'-\-y = 2x; y—— 1 para x = 0. 

2883. xy' = y; a) y~ 1 para z = l; b) {/ = 0 para z = 0. 

2884. 2xy' = y; a) (/ = 1 para z = l; b) p = 0 para z = 0. 

2885. 2xyy' + x 2 — y z = 0; a) y = 0 para x = 0; b) y = 1 para. 
2 = 0; c) y = 0 para z = 1. 

2886. Hallar una curva que pase por el punto (0; 1) y que la 
subtangente sea igual a la suma de las coordenadas del punto de 
contacto. 

2887. Hallar la curva, sabiendo, que la suma de los segmentos 
que intereopta la tangente a la misma en los ejes de coordenadas 
es constante e igual a 2a. 

2888. La suma de las longitudes de la normal y de la subnormal 
es igual a la unidad. Hallar la ecuacion de la curva, sabiendo, 
que esta pasa por el origen de coordenadas. 

2889*. Hallar la curva, para la cual, el angulo formado por la 
tangente con el radio vector del punto de. contacto es constante. 

2890. Hallar la curva, sabiendo, que el area comprendida entre 
los ejes de coordenadas, esta curva y la ordenada de cualquier 
punto situado en ella, es igual al cubo de esta ordenada. 

2891. Hallar la curva, sabiendo, que el area del sector limitado 
por el eje polar, la propia curva y el radio polar do cualquiera 
de sus puntos, es proporcional al cubo de este radio. 

2892. Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta 
la tangento en el eje OX, es igual a la longitud de la propia 
tangente. 
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2893. Hallar la curva, para la cual, el segmonto de tangente, 
comprendido entre lbs ejes de coordonadas, se divide en dos partes 
iguales por la parabola y 2 = 2x. 

2894. Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de 
sus puntos es igual a la distancia desde este punto hasta el origen 
de coordenadas. 

2895*. El area de la figura limitada por una curva, los ejes 
de coordenadas y la ordenada de eualquier punto de la curva, es 
igual a la longitud del coorrespondiente arco de la misma. Hallar 
la ecuacion de esta curva, si se sabe, que pasa por el punto (0; 1). 

2896. Hallar la curva, para la cual, el area del triangulo que 
forrnan el eje de abscisas, la tangente a la curva y el radio vector 
del punto de contacto, es constants e igual a a 2 . 

2897. Hallar la curva, sabiendo, que el punto medio del segmonto, 
interceptado en el eje OX por la tangente y la normal a la misma, 
es constante, (a; 0). 

AI formar la ecuacidn difcrcncial de l er orden, sobre todo on los pro- 
blornns flsicos, son frecuentcs los casos en que conviono omplear el llamado 
metodo de las diferenciales, que consists en que, las relaciones aproximadas 
entre los incrementos infiuitamente peoueflos de las magnitudes que se 
buscan, cicrtas con una aproximacidn nasta de infinitSsimos do orden 
superior, se sustituyen por las correspondientes relacionos ontro sus dife- 
ronciales, cosa que no influye en el resultado. 

Probloma. En un deposito hay 190 litro3 de disolucion acuosa que 
conticne 10 kg do sal. En este deposito se vierte agua con una velocidad 
de 3 litros por minuto y so expulsa la mezcla con velocidad de 2 litros 
por minuto. La concentracion se montiene homogonea remnviendo ol agua. 
cCuanta sal babra cn el deposito despues de transcurrida una bora? 

Solucion. So da el nombro do concentracion c de una substancia 
dada, a la cantidad de la misma que hay en una unidad de volumen. Si la 
concentracion es homogenca, la cantidad de substancia en un volumen V 
sera igual a cV. 

Supongamos, que la cantidad de sal que hay en el deposito despues de 
transcurrir t min, es igual a x kg. La cantidad de mezcla que hay en e] 
deposito on este instanto sera (100 + 0 litros y, por consiguiento, la con¬ 
centracion c— kg por litro. 

l 

Durante el espacio do tiempo dt, del deposito salen 2 dt litros de 
mezcla, que contionen 2c dt kg de sal. Por esto, la variacion dx do la can- 
tidad de sal quo haya on el deposito se caractoriza por la relacibn 

2x 

—dx = 2cdt, o bien 

Esta es, precisamente, la ecuacion diforoncial que so buscaba. Sepa- 
rando las variables o integrando, tenemos: 

lnz:=-21n(l00-J-»)f InC 

o sea, 

C 

x ~ ( 100 +^) • 
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La constant© C so determina partiendo do la condition dc quo, cuundo 
< = 0, a; = 10, es decir, C = 100.000. Despufo do una kora, en el deposito 
quedaran 


100.000 
* 16U 2 


=a3,9 kg de sal. 


2898*. Demostrar, q\ie la superficie libre de un liquido pesado 
que gica alrededor de un eje vertical, liene la forma de un para- 
boloide dc revolution. 

2899*. Hallar la dependencia que existe entre la presion del 
airo y la allnra, conociendo, que csta presion cs igual a 1 kgf por 
1 cm* al nivel del mar y de 0,92 kgf por 1 cin 2 a 500 metros de 
allura. 

2900*. Segun la ley de Hooke, un cordon elastico do longi- 
tud l, bajo la accion do una fuer/.a de dilatation f , experimenta 
un incromenlo do longitud igual a IdF (ft = const). cEn cuanto 
aumenlara la longitud dc esle cordon, por la accion de su propio 
peso W, si so lo cuelga por uno de sus extremos? (La longitud 
inicial del cordon es l). 

2901. Hesolvor oste mismo problcma, pero con la condition de 
quo on el exlromo libre del cordon se suspende un peso P. 

Al resolver los problemas 2902 y 2903, ulilizar la ley de New¬ 
ton, sogun la cual, Ja velocidad con quo se enfria un cuerpo os 
proporcional a la difcrcncia de tomporaluras del cuerpo y del 
medio que lo rodca. 

2902. Hallar la dependoncia entre la temperature T y cl 
tiompo t, si un cuerpo ealentado hasta 2' 0 grados so introduce en 
un local cuya temperature es constanto c igual a a grados. 

2903. cDontro de cuanto tiempo, la temperature do un cuerpo 
ealentado hasta 100°, desccndera hasta 30°, si la temperature del 
local es igual a 20° y durante los primeros 20 min el cuerpo cn 
cuestion so enfrio hasta G0°? 

2904. El efeclo relardador del rozamiento sobre un disco que 
gira dontro de un liquido, es proporcional a la velocidad angular 
de rotation. Hallar la dependoncia de esla velocidad angular del 
tiempo, conociendo, que cl disco, que comenzo a girar con una 
velocidad do 100 r.p.m., dospues de pasar 1 min gira a una velo¬ 
cidad de 60 r.p.m. 

2905*. La velocidad de dcsintegracion del radio es proporcional 
a la cantidad del mismo. Se sabe, que transcurridos 1600 aiios 
queda la inilad de las reservas iniciales de radio. Hallar que 
lanto por cienlo do radio rosultara desintegrado cuando pasen 
100 afios. 

2906*. La velocidad de salida del agua por un orificio, que 
se encuentra verticalmente a una dislancia ft de la superficie 
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libre del tfquido, so determina por la formula 

v = cV2gk, 

donde c «0,6 y g es la acoloracidn de la fuorza de gravedad. 
cCu/into tiempo tardara en salir el agua quo llena una caldera 
semiesfdrica do 2 m de diametro, si sale por un orificio redondo 
quo hay en ol fondo y que licne 0,1 m de radio? 

2907*. La cantidad do luz que resulta absorbida al pasar por una 
capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad de luz que 
cae sobro olla y al espesor de la misma capa. Si al atravesar una 
capa de agua do 3 m de espesor queda absorbida la mitad de la 
cantidad inieial de luz ique parle do esla cantidad llegara basta 
la profundidad de 30 m? 

2908*. La resistencia do! a ire on el descenso de los cuorpos 
en paracafdas es proporcional al cuadrado de la velocidad con que 
se mueven. Hallar la velocidad limitc do la caida. 

2909*. El fondo de un deposito, do 300 litros de capacidad, 
esla cubierto de una mczcla de sal y de una substancia indiso- 
Iuble. Suponiendo que la velocidad con que se disnclve la sal 
es proporcional a la diferencia entro la concentracion en el ins- 
tante dado y la concentracion dc la disolucion salurada (1 kg do 
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de agua pura dada 
disuelve 1/3 de kg de sal por min, hallar qud cantidad de sal 
contendrd la disolucion al caho de una hora. 

2910*. La fuerza electromotriz e de un circuito, con intensi- 
dad do corriento t, resistencia R e inductancia L, es igual a la 
caida dc tension Ri mas la fuerza electromotriz de auloinduccion 

Detorminar la intensidad de la corriente i, on uri instante t, 
si c=E sen(£ y oi son constantes) e t = 0 cuando 2 = 0. 


§ 10. Ecuaciones diferenciales de ordenes superiores 

1°. Caso do integracion inmediata. Si 

„<"> = /(*), 

se tieno 

V=\ rf*\ ... J Hx)dx+C l x"-i + C 2 x*-2+...-\-C n . 
ii voces 

2°. Casos do reduccion a un orden inferior. 1 ) Si la 
ecuacion diferencial no contiene y de forma cxplicita, por ejemplo: 

y', y")=0, 

poniendo y' = p, oblenemos Una ecuacidn do ordon inferior en una unidad 

F(x, P, p') = 0. 


24—1018 
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E j o m p 1 o 1. Iiallar la solucidn particular dc la eeuacion 

zy'+ V '+z=0, 
quo satisfaga a las condiciones 

3 = 0 , y' = 0 para i = 0. 

Solucion. Poniendo y’ = p, tonemos y"=p’, do dondo 

xp'-j-p+x = 0. 

Resolviendo esta eeuacion como lineal con respecto a la funcidn p, 
obtenomos: 

_ x« 

P x=c t —y ■ 

Do las condicionos y' — p = 0 para x=0, tonoinos quo 0 — C t — 0, es decir, 
C,=0. Por consiguiontc 

x 


P= -2 


o bien, 


dx 


x 

T' 


do dondo, volviendo a integrar, obtonemos 

ra 

3=-4— \- C 2 - 

Pouiondo y — 0 para x = 0, hallamos C 2 = 0. Por consiguiente, la solucion 
particular quo buscabamos es 

T* 

2) Si la eeuacion dilerencial no contione x de forma explicita, p. oj. 

F(y, y\ y“) = 0, <_ 

poniendo y' = p, y‘= p , obtenomos una ocuacion do orden inferior en 
una unidud 

'('• p< p ~3y) ”°‘ 

E j c in p 1 0 2. Hallar la solucion particular de la ocuacion 
con la condicidn do que y = \, y' = 0 para x = 0. 

dp ,, 

Solucion. Ponemos y' = p, en este caso, y‘ = p-^-y nuestra eeuacion 
se transforma en la siguientc: 

dp 

VPjj-P^V*- 

Homos obtenido una ocuacion del tipo de Bernoulli con respecto a p 
(p se considera argumento). Resolviondolo, ballamos: 

P^±y 
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te, 
o bien 


Do la condicion y'=/> = 0 para y — \, tenemos C t = — I. Pot consiguien- 

P=±yV'J i —1 




Integrando, tenemos: 


Poniendo y — l y z —0, 
y =sec x. 


1 , /• 

arccos— ±x = C 2 . 

y 


obtenomos quo C z — 0, do donde —= C03x, 


Resolver las ecuaciones. 


o 


29H. y" = ^- . 

2912. »-= —gij . 

2913. y" = 1 -V 2 . 

2914. xy n + y' = 0. 

2915. i/y" = t/'2. 

2916. yi/''-|-1/' 2 = 0. 

2917. (1 + x 1 ) Z+^+l-O. 

2918. y'(l + i/' 2 ) = a{/’'. 

2919. x*y" + xy' = i. 


2920. yy' = y*y ,J ry '*• 

2921. yy*-y' (l + i r') = 0. 

2922. y’=-jr. 

2923. (x-M)y"-(* + 2)y' + 

-(-•*+ 2 s= 0. 

2924. xy"^' ln-^- . 

2925. y' + |-(i/'') 2 ^*/. 

2926. xy"-t-y''=l-j-x. 

2927. i/" 2 -hy" 8 = l. 


Hallar las solucioncs particulates, para las condiciones inicia- 
los quo se indican: 

2928. (1 + z a ) y" — 2xj/' = 0; y = 0, y' = 3 para x = 0. 

2929. 1 + £/* = 2j/p"; y = 1, y' = 1 para x = l. 

2930. yy"-\-y' 2 ^ y' 3 \ y = i, y' = 1 para x = 0. 

2931. xy“ = y’\ y — 0, y' — 0 para x = 0. 

Hallar las integrates generates de las ecuaciones: 

2932. yp' = /^TFV-S'V. 

2933. yy“ = y' 2 + y' VU' + l /' 2 - 


2934. j/' a —y«/” = (/V- 

2935, yy" -}- y' 2 — y' 3 In y = 0. 


24 * 
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Hallar ]as soluciones que satisfagan a las condicioues que se 
indican: 

2936. y"y* — 1; y = 1, y' = 1 paru x = -| . 

2937. j/y'-i-i/' 1 —1; y = 1, y' = l para x — 0. 

2938. xif = Y 1 -j- y'*; y = 0 para x = 1; y = 1 para a: = <? 2 . 

2939. y"(l-|-Inx)-h-i-y' = 2 + ln*; y = y' = l para * = 1. 

2940. y"=-j- (l + ln-j-) : y = y, y' = l para *=1. 

2941. y" — y' 2 + y' (r/ — 1) =0; y = 2, y'=2 para x=0. 

2942. 3y'y“ = y-|- y'*-f 1; [/=— 2; y' = 0 para x = 0. 

2943. y a + y' 2 — 2yy* = 0; y=J, y' = l para x = 0. 

2944. yi/'-f-y' 2 + i/y* = 0; y = l para 2 = 0 e y = 0 para x= — 1. 

2945. 2y' + (y' 2 — Gz)-y" = 0; y = 0, y' = 2 para x = 2. 

2946. y'y 2 -*-yy" —y' 2 = 0; y = 1, //' — 2 para x = 0. 

2947. 2yy" — 3y' a = 4y 2 ; y = l, y' = 0 para i-O. 

2948. 2yy" + y a — y' s = 0; y = 1, y' = l para z = 0. 

2949. y" = y’ 2 — y, y=—y; y'=ypara x= 1. 

2950. + — 2yy' a = 0; y=l, y' = <? para 

2951. 1 -i-yy" + y' 2 = 0; y = 0. y’ = l para x = i. 

2952. (l + yy')y" = (l T-y' 2 )y'; y= 1, y'= 1 para x = 0. 

2953. (x-f-l) y"-|-zy' 2 = y'; y=—2, y'= 4 para x = l. 

Resolver las ecuaciones: 

2954. y' = xy" 2 (- y" s . 

2955. y' = xy" y" — y" 2 . 

2956. y"' 2 = 4y". 

2957. yy'y'' = y' 3 —y" 2 - Destacar la curva integral que pasa por 
el punto (0; 0) y quo es tangenle en esle a la recla y + x = 0. 

2958. Hallar las curvas de radio de curvatura conslante. 

2959. Hallar la curva, para la cual, ol radio de curvatura es 
proporcional al cubo de la normal. 

2960. Hallar la curva, para la cual, el radio dc curvatura es 
igual a la normal. 
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2961. Hallar la curva, para la cual, cl radio dc curvaturn es 
dos veces mayor que la normal. 

2962. Hallar las curvas, para las cualos, la proyeccion del radio 
de curva to ra sobre el eje OY es constanle. 

2963. Hallar la ocuacion del cable do un pueotc colganle, 
suponiendo quo la carga se dislribuye uniformemerite por la proyec¬ 
cion de dicbo cable sobre una recta horizontal. El peso del cable 
se desprecia. 

2964*. Hallar la posicion de cquilibrio de un hilo flexible, 
inestirable, sujeto por sus exlremos a dos puntos y que lione una 
carga constante q (on la que so incluye. cl peso del propio hilo) 
por unidad de longitud. 

2965*. Un grave sin velocidad inicial resbala por un plajio 
inclinado. Hallar la loy de su movimienlo, si el angulo do incli- 
nacion es igual a a , y el coeficiente de frotamionto [t. 

Indicacion. La fuerza do frotamiento cs igual a pA', dondo N es 
Ja roaccidn que opono el piano. 

2966*. La rcsistencia del aire a la caida de los cuerpos puede 
considerarse proporcional al cuadrado de la velocidad. Hallar la 
Icy del movimiento, si la velocidad inicial es igual a cero. 

2967*. Una lancha de motor, de 300 kgf de peso, sc mueve en 
linea recta con una velocidad inicial de 66 m/sog. La rcsistencia 
del agua es proporcional a la velocidad e igual a 10 kgf cuartdo la 
velocidad es de 1 m/sog. cDentro do cuanto tiempo la velocidad 
do la lancha sera igual a 8 m/sog. 

§ 11. Ecuaciones dlterencialcs lineales 

1°. Ecuacionos homogoneas. Las funcioncs = 

— ... !/„ = «!„(*) se ILaman linealrnente dependientes, Cliondo exi.stcn 

unas constantes C„ C 2 , .... C„, tales, que sin ser todas iguales a cero, so 

tiene 

^ 1^1 + ^ 2^2 + • • • + C n'Jn =* 0 ; 

en cl caso contrario estas funcioncs reciben el nombro de linealrnente 
indcpendicnles. ... ... , , 

La solucion general de la ecuacion diferencial lineal nomogenea 

y <"M- Pi (*) V tn ~ u +---+Pa{x)y=0 (1) 

con coefieientes continuos P; (*) (i = l, 2, n) tiene la forma 
'J = CiPi + p2tf2+ ... 

donde yj, y 2 , .... y n < son solucioncs linealrnente independientes de la ecua- 
ci<5n (1) ( sistema fundamental de soluciones). 

2°. Ecuaciones no homogene as. La solucion general de la 
ecuacidn difereucial lineal no homogenea 

</'"> + Pj {x) ... +P n (*)y = f (x), 


&) 
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sicndo los cocficientes Pi (x) y cl scgundo miembro j (x) funciones conti¬ 
nual, ticne la forma 

!/ = Vo+>'. 

do ride y 0 <ss la solucion general dc la correspondionte ecuacion homogonea 
( 1 ) o y una solucidn particular de la ecuacion no homogonea dada (2). 

Si so conoco un sistemn fundamental do solucioncs y t , y 2 ,...,y n dc 
la ecuacion homogenea (1), la solucion general de la corresponaiente ecua¬ 
cion no homogonea (2) se puede hallar por la formula 

y=C l (x) yj + C 2 (x) y s -h ... -\-C n (i) y„, 

donde las funciones C-, (x) (» = 1, 2,.. n) se oblicncn del sistema_ dc ecua- 
cioncs 

c'i y 2 4--.-+c; t (^)i/n=o, 

C' t (x)y[+C t (x)y' t + ...+C' n (x)</ n = Q, 

:::::::::::::::::::::: (3) 

c; (X) yf-V+Ci (r) +.. . +C' n (x) = 0 

Cl (*) V ( P 1: > + Ci (x) y< 2 n ~ 1 > +... + C; (x) i ,< n n ~»-/ (x) 

(metodo de variacion de las constantes arbitrarias) 

E j e m p 1 o. Resolver la ecuacion 

xy'+y'=z*. (4) 

S o 1 u c i 6 n. Hosolviendo la ecuacion homogonea 

xy"+y'~.0, 

ohtonemos: 

y = C t In x+C 2 . (5) 

Por oonsiguiente, sl> puodo tomar 

2 /j => lit x e y 2 — l 

y buscar la solucion Ue la ecuacion (4) en la forma 

11—Ci (i) lnx-f C 2 (x). 

Pormando cl sistema (3) y teniendo en cucnta que la forma rcducida de la 
ecuacion (4) es = x, oblenemos 

( Ci(*)ln* + Ci(*).l-0, 

| C£(*)-1 + CJ(»). 0 = x. 

Dc donde 

Ci(*)=-^-+4 y C s (*)=—^-lnx+-^- + Zf 
y, por consiguiento, 

+ ^ lnx + il, 

donde A y D son constantes arbitrarias. 
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2968. Investigar la dependencia lineal de los siguientes siste- 
mas de funciones; 

a) x, x-{-l; o) x, x 2 , x 3 ; 

b) x 2 , —2x 2 ; f) e\ e 2 *, * 3 *; 

c) 0, 1, x; g) sencosx, 1; 

d) x, x-f-J, x + 2; h) sen 2 x, cos 2 x, 1. 

2969. Formar la ecuacion diferencial lineal homogenea, cono- 
ciendo su sistema fundamental de soluciones: 

a) y t = senx. j/ 2 = cosx; 

b) yi — e x , y 2 =xe s ; 

c) Xj^x, y z = x 2 ; 

d) y t — e x , y 2 = e x sen x, y 3 = e x cos x. 

2970. Conociendo el sistema fundamental de soluciones de la 
ecuacion diferencial lineal homogdnea 

2/i = *. {/2 = z 2 , 2/3 = * 3 . 

hallar su solucidn particular y, que satisfaga a las condiciones 
iniciales 

y I A'sl = 9, y | x—: 1 — — 1 , y | .X— I = 2. 

2971*. Resolver la ecuacion 

y"^^y'+y= o, 

conociendo su solucion particular y t = x . 

2972. Resolver la ecuacion 

x 2 (lnx — \)y"~xy' -\-y = Q, 

conociendo su solucion particular y t — x. 

Resolver las siguientes ecuaciones lineales no homogeneas por 
el mdtodo de variacion de las constantes arbitrarias: 

2973. xhj" — xi/ ~ 3x 3 . 

2974*. xV'-f xy'~ y = x*. 

2975. y'"-\-y' = sec x. 

K 

§ 12. Ecuaciones dlferenclales lineales de 2° orden con coeficientes 
constantes 

1°. Ecuaciones liomogenoas. La ecuacion lineal liomogenea 
do 2° orden con coeficientes constantes p y q, os de la forma: 

y" + py' + qy = 0. (1) 
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Si A, y k 2 sou las ruiccs de la ecuacion caracteristica 

cp(fc)= A.-2 + pA-(-// = 0, (2) 

la solucion general de la ecuacion (1) sy escribe en una de las tres formas 
siguicri Eos: 

1) |si k i y k 2 son reales y A, == k. 2 ; 

2) 'j^e hlX {C i + C 2 x), si A, = /.- 2 ; 

3) y = ff“ ,x {C 1 cosPi:-|-C 2 sen pi), si A, = a+p< y * 2 =a — pt (P 0). 

2®. Ecuaciones no homogeneas. La solucion general de la 
ecuacion diferi ncial lineal no liomogenca 

y’+py' 4- gy—t(*) (3) 

so puedo escribir en forma de suma 

» = tfi)+y. 

donde !/o es la solucion general de la correspondienle ecuacion (1) sin soguu- 
do miembro, que sc determine por las formulas 1) —3), e Y es una solu¬ 
cion particular de la ecuacion <lada (3). 

La funcion Y se puedo hallar por cl melodo de los coeficientes indeler- 
niinados on los siguientos cosos simples: 

1 • / (x) = e ax P n (x), dondo P n (x) es un polinomio de grade n. 

Si a no es raiz do la ecuacion caracteristica (2), es decir, <j> (a) ■=/= 0, 
se consideru Y =*e ax Q n (x), donde Q n (x) es un polinomio de grado neon 
coeficierites indeterminados. 

Si ti os rafz do la ecuacion caracteristica (2), es decir, <p(a) = 0, so 
considera Y^x r e a *Q n (x), donde r es el grado de multiplicidad de la raiz 
a(r = l o r — 2). 

2. / (x) = e** IP„ (x) cos bx-f~Q ;n (x) son bxj. 

Si <p (<j ± bi) =£ 0, so considera 

y =e ax (x) cos Ax-f- 7 n sen 6x|, 

dondo 6V(i) y Tn(x) son polinomios do grado A' = max{«, in}. 

Si por eJ contrario, ip (a ± iii) = 0, so considera 

y = xV* (x) oos bx-\-Tfj (x) sen bx], 

donde r es e! grade do multiplicidad do la rafz a ± bi (para la ecuacion 
de 2° ordon /■ = !). 

En el caso general, para resolver la ecuacion (3) se emplea ei metodo 
de variaetdn de las constantcs arbitrarias (veaso el § 11). 

Ejomplo 1. Ilallar la solucion de la ecuacion 

2y"-y'-ji = 4xcw. 

Solucion. La ecuacidn caracteristica 2A 2 —k —1=0 tieue las raices 
Aj = l y l '2 ~ ~. La solucion general do la correspondiento ecuacion liomo- 

X 

genea (de la forma primera) es = C l e x -\-C 2 e 2 . El sogundo miembro do la 
ecuacion dada / (x) = 4xe 2x — e ax P n (x). Por consiguiente, Y=e 2x (/lx-f fi), 
ya que » = 1 y r~0. Derivando Y dos veces y poniendo las dorivadas en la 
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ecuacion dada, obtenemos: 

2e 2 * (4/1 z4- iB +AA) — e s* (2/lz + 2D + A) — e 2X (/4z+5) = 4ze«*. 

Simplificando por e 2x o igualando entre si los coeficientes quo corresponden 
a las primeras putencias do z y los terminos independientes Je ambos 
miembros de la igualdad, tenemos: 

4 28 

5/1=4 y 7A-|-jD=0, do donde A = — y D = ~ 25 ”' 

Do este forma, V = e- K ^-g-z—-||-) , y Ja solucidn general do la ccua- 
cion dada es 

~U / /, 28 \ 

y = C,<? I + C 2 e 4~y-g " x 25" j ' 

E j e m p 1 o 2. Hallar la solucidn general de la ecuacion y" — 2y' = ze*. 

Solucidn. La ecuacion caracteristica k 2 — 2fc + l=0 tiene una raiz 
cuyo grado do multiplicidad es dos, *=1. El sogundo miombro de la 
ecuacion es, /(z) = ze*; aqui, <i = 1 y n = i. La solucion particular P== 
— x 2 e x (Ax-\-B), pucsto quo a coincide con la raiz 6 = 1 cuyo grado do mul- 
tiplicidad es igual a dos y, por consiguiente, r = 2 . 

Derivando Y dos veces, poniendo las derivadas on la ecuacion e igualando 

los coeficientes, obtenemos A = D = 0. Por consiguiente, la solucion ge¬ 
neral de la ecuacidn dada so escribe de la forma 

y = (C l -{-C t x)e x -j-~x 2 e x . 

E jemplo 3. Ilallar la solucion general do la ecuacidn-y" 4-i/ = zson*. 

Solucidn. La ecuacidn caracteristica k 2 -(-1=0 tiene las raices 
/t, = i y k~= — i. La solucidn general do la correspondiento ecuacion homo- 
genea sera (veaso 3), dondo a=0 y (5=1]. 

y 0 = Cj cos x C 2 sen x. 

El segundo iniembro tiene la forma 

f (x) = e ax \P n (z) cos bx 4 - Q m (z) sen bx), 

donde a = 0, 6 = 1, P n (z) = 0, Q m {z) = z. A 61 lo correspond© la solucidn 
particular 

Y = x [(Ax-\-B) cos z + (Cz-fD) sens] 

(aqui N= 1 , a = 0 , 6 = 1 , r= 1 ). 

Derivando dos veces y poniendo las derivadas on la ecuacion, igualamos 
entre si los coeficientes do los dos miembros do la igualdad quo corvespon- 
den a cosz, z cos z, son z y z son i. Como resultado, obtenemos cuatro 
ecuaciones: 2/142D = 0, 4C = 0, — 2D4-2C = 0, —4/1 = 1 , de las cuales sc 

determinan: A = —1/4, 5 =0, C=0, 0 = 1/4. Por to quo Y=- —-cosz + 
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La solucion general sera 

y = C i cos x-\-Cn sen x -cos x + -g- son x. 

3°. P r i n c i p i o do s u p e r p o s i c i d n do s o 1u o 1 o n e s. Si el 
segundo miembro de la ecuacion (3) es una suma do varias funciones 

/(*)-/:! (*)+/a (*)+-.. +/»W 

e Yi (i = l, 2, son las correspondiontes soluciones de las ecuafcionos 

, y“ + Pv'+<l!/=ti(x) V=i, 2. n), 

la suma 

* = V, + >' 2 + 

es solucion de la ecuacion (3). 

ilallar la solucion general de las ocuaciones: 

2976. y"~5y' + 6y = 0 2982. y' + 2y'-j-y = 0. 

2977. y"-9y = 0. 2983. y"-4y' + 2y = 0. 

2978. y"—-y'=0. 2984. y" +ky =0. 

2979. y"-t-y = 0. 2985. y = y" + y'. 

2980. y" —2y' -f-2y = 0. 2986. i ~ i = 3. 

2981. y" + 4y' + i3y = 0. 

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condi- 
ciones que se indican: 

2987. y"-5y' + 4y = 0; y = 5, y' = 8 para x = 0. 

2988. y" + 3y' -f-2y = 0; y = 1, y'= — 1 para x^O. 

2989. y"-f4y = 0, y=0, y =2 para x = 0. 

2990. y" + 2y' = 0; y = 1, y' =0 para x = 0. 

2991. / — -^-; y = a, y' = 0 para x —0. 

2992. y" + 3y' = 0; y = 0 para x = 0 o y = 0 para x = 3. 

2993. y" + n a y = 0; y = 0 para x = 0 e y = 0 para x = l. 

2994. Indicar la forma de las soluciones particulares de las 
siguientes ecuaciones no homogeneas: 

a) y" — 4y=xV x ; 

b) y"-j-9y = cos 2x; 

c) y"—4y'-f 4y = sen 2x-f-e 2 *; 

d) y" -f- 2y' 2y = e x sen x; 

e) y'—5y'4-6y = (x* + l) «* + *«**; 

f) y" — 2y' 5y = xe x cos 2x — x 2 e x sen 2x. 
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Hallar la solution de las ecuaciones: 

2995. tf—4y' + 4y = x 2 . 

2996. y"-y' + y=x 3 - r G. 

2997. y"-\-2y' + y = e iX . 

2998. y'—8y' + 7y = 14. 

2999. y'—y = e x . 

3000. y" + y = cos x. 

3001. y"-{->/ — 2r/ = 8sen2x. 

3002. y'+y'-Gy = xe*\ 

3003. y" — 2y’ y = sen x -|- sh x. 

3004. if-fy' = sen* x. 

3005. y" — 2y'-\-Gy = e x cos 2x. 

3006. Hallar la solucidn de la ecuacion y" + 4y = sen x, que 
satisface a las condiciones y = i, y' = l para x = 0. 

Resolver las ecuaciones: 

3007. -^-+-co 2 a: = .4senp*. Examinar los casos: 1) p^=(o; 
2) p = co. 

3008. jf—Ty' + I2y. -«•*. 

3009. if — 2y' — x i —i. 

3010. y”-2y’+y = 2e x . 

3011. y" — 2y' = e 2X + 5. 

3012. f — 2y'— 8y = e x —8 cos 2x. 

3013. y" + y' = 5x + 2e x . 

3014. y" — y' = 2x— 1 — 3e x . 

3015. if -f- 2y' 4- y = e x -|- e~*. 

3016. y"~ 2p'4-10i/= sen 3x + e x . 

3017. y" — 4y' + 4y = 2e !X + - j-. 

3018. y" — 3y'~x -(- cos x. 

3019. Hallar la solution de la ecuacion y" — 2y' — e iX -\-x l — 1, 
que satisface a las condiciones: = y' — ^ P ara * —0. 

Resolver las ecuaciones: 

3020. y" — j/ = 2xsenx. 

3021. y" — 4p = e 2 *sen2x. 
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3022. if — 4y = 2 sen 2x — 3 cos 2x + i. 

3023. f— If -f 2y = 4e x sen x. 

3024. y" = xf-\-y. 

3025. f -| - 9(/ = 2x sen x 4 xc 3X . 

3026. f — 2f — 3y = or (1 -j- e 3X ). 

3027. (/" — 2f — 3x -j- 2xe x . 

3028. y" — 4f 4 - 4i/ — xe at . 

3029. f + 2 f -3 y = 2xe~** - (x +1) <•'. 

3030*. ffy = 2xcosxcos2x. 

3031. f — 2y — 2xe x (cos x — son x). 

Valiendose del metodo de variation do las constantes arbi- 
trarias, resolver las ecuaclones: 

3032. f \-y — tgx. 

3033. iff 0 =cigar. 

3034. f-2f + y=-^. 

3035. y" -|- 2y' -|- y = . 

3039. Dos pesos iguales estan colgados del extremo de un 
resorte. Hallar la ecuacion del moviuiienlo que efectuara uno de 
estos pesos, si el otro se dcsprende. 

Su loci 611 . Supongamos que el aumento do longitud quo. experiments 
el resorte bajo la action do uno de los pesos, on estado de reposo, os igual 
a a y que la iuasa de dicho peso es m. Dcsignemos eon la letra x la coor- 
denada de esto peso, tomada on direction vertical, a partirde la position do 
equilibrio euando solo bay un peso. 

En oste caso, 

ii 2 x 

"'Hi* — * (* + °). 

donde, evideutemente, k , y por consiguionte, — — x. La solu- 

a (U 2 a 

/ rt f g 

cion general es 1 =Cj cos |/ i-\-C 2 sen ~J/ ~l. Las condiciones iniciales 

nos dan x = a y -^ = 0 para t = 0; de donde C’j = a y C 2 =0, y, por consi- 
guienle, 

x = a cos l/ -j '. 


3037. f- 1 y = —*—. 

1 J sen x 

3038. a) f — y = th x; 

h) f—2y = 4x i e xt . 
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3040*. La fuerza que alarga a un resorte es proportional al 
aumento de longitud del mismo e igual a 1 kgf, para un aumenlo 
de longitud de 1 cm. Del resorte esta suspendida una carga cuyo 
peso es de 2 kgf. Hallar el periodo del movimiento oscilatorio quo 
recibira esta carga, si se tira do ella un poco hacia abajo y des¬ 
pues se suelta. 

3041*. Una carga, cuyo peso es P — 4 kgf, esta suspendida dc un 
rosortc al que alarga en 1 cm. Hallar la ley del movimiento de 
esta carga, si el extremo superior del muclle efectua las osciln- 
ciones armonicas verticales j/=2sen30f cm y en el momento 
inicial la carga estaba on roposo (la resistencia del medio se 
desprecia). 

3042. Un punto material do masa to, es atraido por dos cen- 
tros. La fuerza de atraccion de cada uno es proportional a la 
distancia (el coeficientc de proporcionalidad cs igual a k). Hallar 
la ley del movimiento dc dicho punto, sabiendo que la distancia 
ontre los centros es de 2b, que en ol momento inicial el punto 
en cuestion so encontraba en el segmento que une entre si dichos 
centros, a una distancia c del punto medio del mismo y quo su 
velocidad era igual a cero. 

3043. Una cadcna de 6 m de longitud se desliza, sin roza- 
miento, desde un soporte hacia abajo. Si ol movimiento se inicia 
en el momento cn que del soporto cuelga 1 m de cadena ccuanto 
tiempo tardara on deslizarse toda la cadena? 

3044. Un lubo largo y ostrecho gira con una velocidad angular 
constante <o alrededor de un oje vertical porpcndicular a 61. Una 
bola, que so encuontra dontro de dicho tubo. se desliza por el 
sin rozamiento. Hallar las leyes del movimiento de la bola con 
relacion al lubo, considorando que: 

a) en el momento inicialja bola sc encontraba a una distan- 
cia a del eje de rotacion y su velocidad en dicho momento era 
igual a cero; 

b) en el momento inicial, la bola sc encontraba en el eje do 
rotacion y tenia una velocidad inicial do v 0 . 

§ 13. Eeuaciones diferenciales lineales de orden superior al 2°, 
con coeficientes constantes 

1°. Ecuacidn homogtnea. El sistema fundamental de soluciones 
!/{• V 2 . Un de la ecuacion lineal homogfnea eon coeficientes constantes 

'/”> + «!»**-»>+ ...+ On- iv' + an V = 0 (1) 

se construyc sobre la base del caracter que tienen las raices de la ecuacion 
caraclerislica 


k n -fa,*"-* 4- ... -f a n -|A: -f a„ = 0. 


( 2 ) 
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Es docir: 1) si k es una raiz real de la eeuacion (2) de grado de multiple 
cidad 178, a esla If corresponden m solucionos lincalmento indepcndientcs 
de la eeuacion (1): 

!/l — ***> y 2 = xe' tx . y m =* m - i e hx ; 

a 2) i S . i -f5r fc .§ i / 5 un P a , r „ do , ra ' ces complejas dc la ecuacidn (2) de grado 
de multiplicidad m, a ollas les corresponden 2m solucionos lincalmento- 
mdependiontes de la eeuacion (1): 

y i = e r> - x cos px, p 2 =e a2c siripr, y 3 = xe ax cos fix, y 4 = xe ax sen ... 

•••• i'2m-i=* m '' 1 e“*cosPx, *r 2Bl -=* m - , «°*seap*. 

2\ Eeuacion no homogonea. La solucidn particular de la 
eeuacion no homogenea 

V in> 4 a tU ox-D +... 4. + „ n ,j =, / (I ) <:■}> 

se busca basandoso en las reglas del § 12, 2° y 3°. 

Hallar las solucionos generates de las ecuaciones: 


3045. 

/- 

- 13/-(-12/ = 0. 

3058. 

/ v 

4-2/ + y = 0. 

3046. 

/- 

-j/' = 0. 

3059. 

/"> 

+ -J-l/ (n - 1) 4- 

3047. 

v"+y=--0. 




3048. 

/ y 

4-2/= 0. 


+ - 


3049. 

/- 

-3/ + 3/-y = 0. 



n . _ 

3050. 

/ v 

+*y = o. 



• • • 4-—y -|-y*=o. 

3051. 

V xv 

4-8/+16p = 0. 

3060. 

y lv - 

-2/4/=/. 

3052. 

yW+y' = 0. 

3061. 

y ,v 

— 2/4- y"=x a . 

3053. 

y IV 

-2/4-y = 0. 

3062. 

/- 

1 

<o 

H 

II 

=» 

i 


3054. y IV —aty = 0. 30G3. y^ + y" = cos 4x. 

3055. / v -6/4-9y = 0. 3064. y" + y" = z* + \-\-3xe x . 

3056. y IV 4- aY = 0. 3065. / + y" -(- y' + y = xe x . 

3057. p IV a. 2/ -|- y" = 0. 3066. y” + y’ = tgarseca:. 

3067. Hallar la solucion particular de la eeuacion 

y" 4- 2 / -1- 2y' -4- y = z, 

quo satisface a las condiciones iniciales y (0) = y' (0) = y" (0) — 0.. 

§ 14. Ecuaciones de Euler 

La eeuacion lineal de la forma 

(ax+ 4)" y‘">4>li y‘ ,, - l >+ ...+4n-i (ox + b)y + A n y = f (x), (1) 

donde a, b, A lt A n -i, A n , son constantes, so llama eeuacion de Euler. 
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Para ol recinto ax-\-b >0, introducimos unu nueva variable indepen- 
<1 ion to t, poniendo: 


ax-\-b = e l . 


Entouces, 


y' = ac 



y" = a 3 e~ at 


I d*y 
\ dt 3 


3 


i p d y \ 
dt a +i dl ) 


d 2 y dy \ 

dt 2 dt ) " 

y as! sucesivamento, 


y la ecuacion de Euler so transforma on una ecuacion lineal con cooficion- 
tes constantes. 


Ejemplo 1. Ilosolver la ecuacion x s y" + iy'-f-p = l. 
Solucion. Poniendo x=-e l , obtenemos: 

c Py 


d, j di y -( d ' y dlJ \ 

dx~ dt ' dx 2 l. dt 2 dt ) 1 


Por consiguicnte, la ecuacion dada toma la forma 


iPu , 

Sif ry - 


= 1 . 


do dondo 


y~C\ cos t + C 2 sen l -f 1 


o sea, 

j/=C 1 cos(liix)-f-C 2 S0n (ln*) + 1 . 

Para la ecuacion liomogdnea de Euler 

*n j ,<n) + < 4 ia .n- ] j,(n-i* + ... + A n . { xy'+ A n y ^0 (2) 

cuando r > 0 so puedo buscar una solucion do la forma 

y=* x - (3) 

Poniendo en (2) y, y\ y< n >, doterminadas por la rolacidn (3), obtenomos 
la ecuacidn caracteristica, de la que sc puede hallar el exponente k.* 

Si k es una raiz real do la ocuacion caracteristica, de grade m do mul- 
tiplicidad, a ella lo corresponderan m Soluciones linoalmente indcpendiontos 

Ul — x h , y z = x h In x, y 3 =x k (In x) 2 , .... y ln = x h ( ln*) m_1 . 

Si a rfc Pi es un par do raices complejas do grado m de multiplicidad, 
a ellas les corresponderan 2 m soluciones linealmonto independientes 

yj = z“cos (P In*), y z = x a sen (P Inx), y 3 = x a In x cos (P In x), 

Ui=x a Inison (P In*), ysm-i = *“(lni ) m_1 cos (P In x), 

Vim — x<x (1“ x) m ~t sen (P In x). 

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion 

x 2 y’—3zy'-^-4y = 0. 


Solucion. Ponemos 

= y' = kx*-\ y"=zk{k-l)xk-i. 
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Ilaciondo la sustitucion on la ccuacion dada, despues de simplificar por x k , 
obtenemos la ccuacion caracleristica 

/ ( i_4fc+4=0. 

Rosolvifindola, hallamos; 

* 1= * 2 =2, 

por cnnsiguicnte, la solucion general serd: 

y = C,x--{-C^c- In x. 

Resolvor las ecuaciones: 

3068. a: *-g-+3 a; ^ + y = 0. 

3069. x*y" — xy' — 3y = 0. 

3070. z 2 y" xy' -\-4y = 0. 

3071. xhf'—Zxhf + f>xy' -6;/- 0. 

3072. <3x + 2)y"^7j/' = 0. 

3073. 

3074. /'+-£- + -£• = 0. 

3075. x‘ 2 y" — 4 xy' -f Gy = x. 

3076. (1 +z) a y- -3 (1 x) y' + 4y~(l + xf. 

3077. Hallar ]a solucion particular do la ccuaci6n 

x i y’—xy' + \f = 2x, 

quo satisface a las condiciones iniciales: j/ = 0, y' = 1 para x = l. 


§ 15. Slstemas de ecuaciones diferenciales 

M6 todo de eliminacion. Para hallar la solucion. por ejemplo, 
de un sistema normal de dos ccuaciones diferenciales de l er orden, es dccir, 
de un sistema de la forma 

= >J. *). = !/. z). (!) 


rosuelto con respecto a las derivadas de las funcionos y y r que se buscan, 
derivamos una de ell as respecto a x- Tenemos. por ejemplo: 


gr _ «f dt df 
Ax 2 Ox ‘ Oy ' (to 


S- 


( 2 ) 


Doterminando s de la primera ecuacidn del sistema (t) y poniondo la 
cxpresi6n oblcnida 





A'J 
’ dx 


) 


( 3 ) 
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en la ecuacion (2), obtenemos una ecuacion de 2° orden con ana funcidn 
incognita y. Resolviendola, hallamos: 

»-♦(*. Ci, C 2 ). (4) 


donde C\ y C 2 son unas constantes arbitrarias. Poniendo la funcidn (4) en 
la formula (3), dotcrminamos la funcidn z sin necesidad de nucvas integra- 
ciones. El conjunto de las formulas (3) y (4), donde y se ha sustituido 
por iji, da la solution general del sistema (1). 


E j e m p ] o. Resolver el sistema 


+ 2y +4z = 1 + 4z, 


dz 



Solucjon. Derivamos la primera ecuacion con respecto a x: 


d*y 

dx 2 




Despejando z en la primera ecuacion lenemos 


y poniendo este valor on la segunda, tendremos: 


dz ___3 
dy ~ 2 


**+*+T _ 



i dy_ 
4 dx 


Poniendo los valores de z >' de ~ on la ecuacidn obtenida despuds de 
derivar, llegamos a la ecuacion de 2° orden con una incdgnita y: 


d2 y . dy 

dx 2 dx 


6y= —Ci s —4i4-3. 


Resolviendola, hallamos 


y entoncos 

2 = T ( 1+4iI 


y = C l e 2 *+C 2 T** + x* + x, 


De forma analoga puede procederso ea el caso de sistemas de mayor 
nurnero de ecuaciones. 

Resolver los sistemas: 


3078. 



3079. 


o. 


25—i016 
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3080. 


3081. I % 


3082. 


3083. 


308'!. 


3085. 


dz 

iz=y- z - 

dx 

dt ~ V’ 

dt 
dz 

~at =x - 
dx 

nr=y+ z ' 

dy 

-jf—X + Z, 


( ^ ix _ u+36tz=0 , 

3080. : 

{ ^-f- 2 x-y+ 2 e' = 0 ; 

a; = 0, y = 1 para t~ 0. 


dz 

dt 


■x+y- 


dy i 

dT = y+ z ' 

£ =X +y +Z ' 

•^• + 2y f z = sen*, 
^ — 4y—2z=cosx. 
■^■ + 3y + 4z = 2x, 

. dz 

{ --y-z^x, 
y — 0, 2 = 0 para x = 0. 


3087. 


3088*. a) 


dy _ y 2 

</x : ’ 

rfr t 

W = T^ 

(lx dy 


dz 


jv'-f 3*1/2 2i/ :l 2j/-: ’ 




’ x — y x+y z ' 

c.) -if-=_iL- = 

’ U — Z z — x X— IJ ’ 

destacar la curva integral que 
pasa por el punto (1; 1; —2). 


3089. 


3090. 


rfz . 2 

57+ -3-y = I n *- 


rf*j/ 




*2 

+ 2y + 4z =.<?*, 
— y — 3z = — x. 


3091**. Un proyectil sale del canon con una volocidad inicial v 0 , 
formando un angulo a con el horizonte. Hallar la ecuacion del 
movimiento de esto proyectil, tomando la resistoncia del aire pro- 
porcional a la velocidad. 

3092*. Un punto material M es atraldo por un centro O con una 
fuorza proporcional a la distancia que los separa. El movimiento comien- 
za en el punto A, a la distancia a del centro, con una volocidad inicial 
v 0l perpendicular a] segmonto OA. Hallar la trayectoria del punto M. 


§ 16. IntegracEdn de ecuaciones dlferenclales mediants series de potencias 

Si no es posiblo intcerar una ecuaci6n iliferencial validndoso de fun- 
cioncs olomentales, su solucion puodo buscarse en ciertos cases en forma 
de serie de potencias 

CO 

y= S r. n (x-Xo)". 

«— 0 


( 1 ) 
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Los coeficientes indetorminados c„ (n = 0, 1, 2, ...) se hallan ponicndo la 
sorio ( 1 ) en la ecuacion e igualando los coeficientes que corrcspondcn 
a potencias iguales dol binomio x — x 0 cn ambos miembros do la igualdad 
asi obtonida. 

Tambifo se puodo buscar la solucion de la ecuacion 

y' = 1 (*, y); donde y (* 0 ) = !/o. ( 2 ) 

en forma de serie do Taylor 

*<•)-£ *o>», W 

nto 

dondo y(x 0 ) = y 0 , y'(xo) = /(*o. Uo) >’ l» s siguientcs derivadas y< n » <x 0 ) 
(n~2, 3, ...) so hallan sucesivament© derivando la ecuacion (2) y susti- 
tuyendo x por ol numero x 0 . 

Ejomplo 1 . Hallar la solucion de la ecuacion 

y’ — xy = 0 , 

si y=y 0 , y' = yi para x = 0. 

Solucion. Ponemos 

y = co-t-c,*+-H c n x n + ..., 

do donde, derivando, obtenemos: 

y* = 2.lc 2 + 3 • 2c 3 *+ ■ • ■ 4- n (n - 1 ) c„x"-b + (n + 1 ) nr„ + + 

-H'l-f 2 ) (n + 1 ) fn+ 2 * w + • • • 

Ponicndo y e y’ en la ecuacion dada, llegamos a la identidad 

\2-ic z +3-2c 3 x + ...+n (n — 1)(n + i)ne n+ ,z n -i + 

-f(n + 2 ) (n + 1 ) Cn+ 2 *"+”-l — I ( c o+ c i*+--. e 0 . 

Hcuniendo cn ol primer raiembro de la igualdad obtenida los torminos quo 
tengan x con igual exponente e igualando a coro los coeficientes quo corres- 
ponden a estos exponentes, teudremos 

c 2 =0; 3-2c a —c 0 = 0, c 3 = j”j>i 4-3c 4 —c, = 0, c 4 = ; 5-4c 5 —c 2 = 0, 

c* 

—g- 4 , etc. 

En general, 

Co c i 

f3A== 2-3.^.6-...-(3fc—1)3*’ 3 . 4 . tj. 7 .... . 3 /f (3*+l) ’ 

c3/ i+2 = 0 (*-=1,2,3,...). 

Por consiguiento, 

1 I® x** 1 \ 

y=>«o ( 1 + 2^3 + 2'3-5-6'^ , “ 2-3-5-6T"... .(3*— 1) 3A + “ J 

* ^" 3 ^"^" “ "^"3-4-6-7*... - 3* (3* + l) ' j ' (/,) 

donde c 0 =yo y Ci = yo- 


25* 
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Utilizando ol criterio de d’Alembert cs facil comprobar, quo la serie (4) 
es convorgente para — co<s<-f-co. 

Ejomplo 2. Hallar la solucion de la ecuacidn 

v'=*+r, y o =y(0)=i. 

So I tic-i 6n. Ponemos, 

V = Vo + Vi* + ■— ** +-|j- * 3 4- • • • 

'Ponemos, i/o = l> yi = 0+l = l. Derivando los dos miembros de la ccuacion 
y = 3 : 4 - 1 /, hallamos consocutivamento y" = i-{-y', = 1 +1 = 2 , y’" = y", 

y#'=2 1 etc. Por consiguiento, 

y = 1 - M +—* 2 + —* 3 +... 

. 21 3! 

Para ol ojemplo quo exatninamos, la solucion encoritrada se puede escribir 
on la forma defiuitiva 

V~i+x+2(e x —l~x) o bien, y = 2e x — 1— x. 

Analogaraente dobe procederse cuando se trato de ecuaciones diferencia¬ 
les de ordonos superiores. La invesligacion do la convergencia de las series 
obtenidas, en general, es complicada y no se considcra obligatoria al resol¬ 
ver los problemas do oste pardgrafo. 

Hallar, valiendose de series de potencias, las soluciones de las 
ecuaciones siguientes, con las condiciones iniciales que sc jndican. 

En los N os . 3097, 3098, 3099 y 3101 investigar la convergori- 
cia do las soluciones que se obtengan. 

3093. y' = y-\-x*; y=— 2 para x = 0. 

3094. y' = 2y +x—i; y=y 0 para x = 1. 

3095. y'= y=yparax = 0. 

3096. y'—x* — y*; t/ = 0 para x = 0. 

3097. (1 -x)y' — i-\-x — y; y = 0 para x = 0. 

3098*. xy“ + y = 0; y = 0, y' = 1 para x = 0. 

3099. y"-f-xy = 0; y= 1, y'= 0 para x = 0. 

3100*. y" = ~y' 4 -y — 0; y = l, y'— 0 para x = 0. 

3101*. + f/ = 0; y= 1, y' = 0 para x = 0. 

3102. 4 -xcos l— 0; x = a; = 0 para t = 0. 
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§ 17. Problemas sobre el metodo de Fourier 

Para hallar la solucion do una ecuacion diferoncial lineal homogenea, 
en derivadas parciales, por el metodo de Fourier, se buscan primcramcnte las 
solucionos particulares de esta ecuacion de tipo especial, cada una de las 
cuales roprcsenta do por si el producto de funciones quo dependen do un 
solo argumento. En el caso mas simple, se tieno un conjunto infinito do cstas 
solucionos u n (n = l, 2, ...), linealmente independientcs para cualquier 
nVimero finito do ellas y que satisfacen a las condiciones de contorno dadas. 
La solucion u que se busca, se rcpresenta en forma do serie, do estas solu- 
ciones parciales: 

U— 2 C n u n* O 

n=l 

(juedan por determinar los cooficientes C n , que se hallan partiendo de las 
condiciones iniciales. 

oi 



Fig. 107 


Problem a. El despiazamicnlo transversal u = u(x, t) dc los puntos 
de una cuerda, cuya abscisa es x en el instante t, satisfaco a la ecuacion 


iftu _ „ d-u 
~W~ a ~ dx* ' 


( 2 ) 


dondo = — {T 0 es la tension y p la densidad lineal de la cuerda). Ilallar 

la forma que tendru esta cuerda en un instante t, si sus extremes * = 0 
y x = l estan sujetos y en el instante initial t = 0, la cuerda tenia la forma 

de la parabola k=—■ * (l-x) (fig. 107) y sus puntos tenian una velocidad 

ieual a cero. . . , . .. ., 

Solucion. De acuerdo con las condiciones del problem* se pule 
hallar una solucion u = u (x, t) de la ecuaci6n (2), que satisfaga a las condi- 
cionos del contorno: 

u (0,0 = 0, u(M)=0 (3) 

y a las condiciones iniciales: 

u(x, 0) = -^-*<i — x), uj(x, 0) = 0. (d) 

Buscamos las soluciones, distintas dc cero, de la ecuacion (2) do tipo 
especial 

u = X(*)T(0- 
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Pouiendo esta expresion en la ecuacidu (2) y separando las variables, obte- 
uemos: 

T’(t) X"(x ) 
a*T(t) X (x) ■ 

Como las variables x y t son iudopendientes, la idontidad (5) solo sera 
posiblo on el caso on quo el valor total do 1a. relacidn. (5) sea constanto. 
Pesignando esta constante per medio de - A 2 , hallamos dos ecuaciones 
diferonciales ord inarias; 

J’"(t) + (a>.) 3 -7’(<) = 0 y X’ + (s)=0. 

Rosolviendo estas ecuaciones, obtenemos: 

T(t) — A cos aXt + D sen aXt, 

X (x) = C cos Ax -|- D son Ax, 

donde A, B, C, D, son constantos arbitrarias. De las condiciones (3) tone- 
inos: X (0) = 0 y X(l) = 0, por consiguiento, C = 0 y sen Al =0 (ya que D 

no puede ser igual a coro al raismo tiempo que C). Pot esto, = - , 

dondo k es un ndmoro ontero. Es facil comprobar, que no so piordo gene- 
ralidad si se torna para A tinicamonte los valoros positivos (k = 1, 2, 3, ...). 
A cada valor do A* le correspond© una solucion particular 

( lean • . r. Aon . \ ftnx 
cos — j~ * + seu —— 1 ) sen — i — > 

que satisface a las condiciones del contorno (3). 

Formamos la scrio 

00 

/ a kant , „ kant \ knx 
u —2 j cos —l -t-o* sen— j —1 sen— j— , 

*=t 


cuya suma, es ovidente, que satisface a la ecuacidn (2) y a las condiciones 
del contorno (3). 

Elijaraos las constanles Ah y B* dc modo que la suma de la seric 
cuinpla las condiciones iniciales (4). Como 

OO 

du \ry kan / kant „ haul \ knx 

-ft-= 2 j J [ ~ Ak sen —- \-0h cos —j— J sen — j- , 

h=\ 

uponiondo t—0, obtenemos: 

«(x,0) = 2 son x{l—x) 



Bh sen 


knx 


= 0 . 


Por consiguiente, para determinar ios coeficientes A% y Bit hay quo desa- 
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rrollar on serie de Fourier de senos la funcidn u [x, 0) x ) y ' a 


., du ( x, 0) A 

funcidn --= 0. 


itiuu (ft - — ' 

De acuordo con las formulas ya conocidas (cap. VIII, § 4, 3°), tcnemos: 

2 (* Ah .. , knx , 32/i 

A h—-f \ -?*«-*)*** 


? 4/i 


Si /.• os irnpar, y A/, =0, si k es par; 

l 


o-sen-i—-rfx=0, B^O. 

0 

La solucion. buscada sera: 


u = - 


32A 


cos (2n + l) ant 


TT ZJ (2» + 1) 3 

n*=U 


- sen 


(2n +1) jis 


3103*. En el instante inicial i = 0, una cuerda, sujeta en su» 
extremos i = 0y x = l, tenia la forma de la sinusoido u =A sen —j~ > 
siendo la velocidad de sus puntos igual a cero. Hallar la forma 
de esta cuerda en el instante t. 

3104*. En el instante inicial J = 0, a los puntos de una cuerda 

rectilinea 0<x<l se lesdiouna velocidad de-A=l. Hallar la forma 

que tendril esta cuerda en el instante t, si sus extreraps r=0 y x=l 
estan sujetos {vease el problema 3103). 

3105*. Una cuerda, cuya longitudes 2 = 100 cm, esta sujeta por 
sus extremos 1 = 0 y x~l. En el instante inicial se lira de olla, 
cogicndola por el punto x = 50ciu, y se separa de su posicion 
normal hasta una distancia A = 2 cm y despues se suelta sin 
empujarla. Determinar la forma de esta cuerda en cualquier instante t. 

3106*. A1 vibrar longitudinalmente una varilla recta, delgada 
y homogenea, cuyo oje coincide con el do OX, el desplazamionto de 
su seccion transversal u = u(x, t), de abscisa x, en el instante t, 
satisface a la ecuacion 

5*u _ 2 0 2 u 
Ot* ~~ a dx* ’ 


donde a 1 = — {E es el modulo de Young y p la densidad do la 

varilla). Determinar las vibraciones longitudinales de una varilla 
horizontal elastica, cuya longitud es Z = 100 cm, que, estando 
sujeta por uno de sus extremos, x = 0, y estirandose por el otro 
x= 100, una longitud AZ = 1 cm, se suelta despues sin empujarla. 
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1 * 3ara la variIla recta homogenea, cuyo ejo coincide con 

ei do OX, la temperature u = u(x, t) de su seccion de abscisa x, 
en un instante t, cuando no existen fuentes do calor, satisface 
a la ecuacion do la conductividad calorifica 

Hu „ gzti 
~dt~ a ~a*i > 

dondo a es una constante. Determinar la distribucion de la lem- 
peratura en una varilla de 100 cm de longitud, para cualquier 
instanto t, si se conoco la distribucion inicial de aquella 

u{x, 0) = 0,01x (100 — x). 



CapUulo X 

CALCULOS APROXIMADOS 


§ 1, Operaclom con numeros aproxlmados 

1°. Error absolute. El error absoluto de un numero aproximado a, 
que sustituye a un numero exacto A, cs ol valor absoluto do la diferenoia 
entre ellos. El numero A, que satisface a la desigualdad 

| A—a | < A, (1) 

rocibo ol nombre dc limite del error absoluto. El numero exacto A se halla 
entre los limitesa—A ^ A a+A, o, mas abroviadamento. A = a ± A. 

2. Error relativo. Se entiende por error relative do un numoro 
aproximado a, que sustituye a un numero exacto A(A~> 0), la razon dol 
error absoluto dol numero a al numero exacto A. El numoro 6, que satis¬ 
face a la desigualdad 

( 2 ) 


so llama limite del error relativo del numero aproximado a. Como practica- 
mente A as a. como limite dol orror relativo sc toma con frocuencia el 
, A 

numero o = —. 

a 

3°. Numero do cifras dociraales exactas. So dice quo un 
numero aproximado y positivo a, escrito en forma decimal ticno n cifras 
decimates exactas en sentido cstriclo, si el valor absoluto del error do osto 


numero no excede do de la unidad decimal de orden enesiuio. En cste 


caso, cuando n>l, so puede tomar como limite del error relativo el numero 



( 1 ) 


donde k es la priraora cifra con valor dol numero a. Heciprocamente, si se 

1 / l \n —1 

sabo que e l numero a tendril n cifras decimates 

exactas en sentido estricto. En particular, el numero a tondra con toda 

1 / 1 \« 

seguridad n cifras exactas on sentido estricto, si ^<‘ 2 ’l "Jo’I ■ 

Si el orror absoluto do un numoro aproximado a no exccde de una unidad 
decimal del ultimo orden (como ocurre. por ej., con los mimeros que resul¬ 
tan do las modiciones con exactitud hasta la unidad correspondiente), se dice 
quo todas las cifras dccimalos do esto numero aproximado son exactas en 
sentido amplio. Cuando cl numero aproximado tiene mas cifras significativas. 
este, si es el resultado final de calculos, se redondea generalmente de tal 
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forma, que todas las cifras que so dejan scan exactas on sentido estricto 
o en. sontido amplio. 

En lo sucesivo supondremos quo, al escribir los datos iniciales, todas 
las cifras son exactas (siempre que no se advierta lo contrario) en sentido 
estricto. En cuanto a los resultados de los cdlculos intermedios, estos podran 
tener uua o dos cifras de reserva. 

Hay que advortir, que los ojomplos do este paragrafo, por regia general, 
representan de por sf los resultados finales do calculos y, por consiguionte, 
las respucstas se dan en numeros aproximados quo solo conlienen cifras 
decimates exactas. 

4°. Sum a y rosta de numeros a p r o x ini a d o s. El lirnite del 
error absoluto do la suma algdbrica de varios numeros, es igual a la suma 
do los iimitcs do los errores absolutos de estos numeros. Por esto, para que 
en la suma de una cantidad reducida de numeros aproximados, cuyas cifras 
dccirnales scan todas exactas, figuren solamente cifras exactas (por le 
menos en sentido amplio), bay que igualar todos los sumandos, tomando 
como patron aquel que tonga menos cifras decimales, y dejar en cnda uno 
de olios,una cifra de reserva. Luo go. se sumaran los numeros asf obtenidos, 
como exactos, y se redondeara la ultima cifra de la suma. 

Si se trata de sumar numeros aproximados sin redondear, hay que pro- 
coder a su redondeo, conservando en cada uno de los sumandos uua o dos 
cifras do reserva, y luego regirso por las reglas a que nos hemos reforido 
mas arriba, reteniendo en la suma las cifras do reserva correspondientes 
asta terminar las operaciones. 

Ejompl-o 1. 

215,21+ 14,182 + 21,4 = 215,2(1)+14,1 (8)+21,4 = 250,8. 

El error rolativo de una suma do sumandos positives no oxcodo al 
mayor do los errores relativos do sumandos. 

El error relativo de una rests no es facil de calcular. Sobro todo, cuando 
se trata do hallar la diferoncia entre dos mimeros proximos. 

Ejemplo 2. Al restar los numeros aproximados 6,135 y 6,131, con 
cuatro cifras exactas, obtenemos una diferencia de 0,004. El llmito do su 

“ 0 , 001 +— 0,001 t 

error relativo es igual a 6 = --o~004-= -^-=0,25; por consiguien- 

te, ni una sola do las cifras do la diferencia es ciorta. Por esta razdn, 
debon evitarso, siempre que esto sea posiblo, las restas do numeros apro¬ 
ximados, proximos entro si, Iransformando, si os prociso, la expresioa de 
que se trate de tal forma, que desaparezea esta operaci6n. 

5°. Multiplicacion y division de ntimeros aproxima¬ 
dos. El lfmite del error relativo dol producto y cocionte do numeros 
aproximados es igual a la suma de los limites de los errores relativos 
de estos mimeros. Partiendo de esto y aplicando la regia sobro ol numero 
de cifras exactas (3°), on la respuesta se conservara unicamente un mimoro 
determinado de cifras. 

Ejemplo 3. El producto de los numeros aproximados 25,3-4,12 = 
= 104,230. 

Supouiendo quo todas las cifras de los factoros soan exactas, obtendre- 
mos, quo el lirnite dol error relativo dol producto sera 

6 = 2^0,01+^°,01 ^0,003. 
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De donde, el numero do cifras cxactas dol producto sora igual a tros 
y el rosultado, si es definitive, dobera osoribirso asi: 25,3-4,12 = 104, o mas 
exactamente, 25,3-4,12 = 104,2 dr 0,3. , , 

6°. Elevacion a potencias y extraccion de r a ices do 
numeros aproximados. 151 limite del error relativo de la potoncia 
emesima de un numero aproximado a, es igual al multiplo m-simo del 
limite del error de oste numero. 

El limite del error relativo de la raiz m-sima de un numero aproxi- 
mado a, es igual a — parte del limite del orror relativo del ntimero a. 

fft 

7°. Ctflculo del error rcsultanto de divorsas opera- 
ciones con numeros aproximados. Si Aa t ,...,Aa n son los 
limites de los errores absolutos de los numeros aproximados a,, .... a n , 
el limite del error absoluto AS 1 del resultado 

S=f (fli. ..., o n ) 


so puede valorar aproximadamento por la formula 

A ^H I + ''' + 1I ^ 

En este caso, el limite del orror relativo S serfi igual a 


AS- 


AS 


9f | Aflj 




-+-• + 


JL 

do n 


Aa n 

T7T 


din / 
da 


^ Aa, + ...+l 

l 


dial 

da n 


Aa n . 


Ejemplo 4. Calcular J = In (10,3+ V4,4); los numoros aproximados 
40,3 y 4,4 tienen todas las cifras cxactas. 

Solucidn. Calculamos primeramento ol limit© del error absoluto A£ 

1 / , 1 41 \ „ 

on su forma general: S = In (a -f- ~\/b ), AS — - — ■y=-^ Aa + % y’J"/' Tene " 

mos Aa=Abxs-^; VO = 2,0976 ...; dejamos 2,1, ya que ol error relativo 

del numero aproximado V 4 ,4 es igual a = "go'! orror absolute 

sera entonces a* 2 ~ > es decir - de las decimas se puodeostarseguro. 

Por consiguiente, 

A,9= lo,'3+27T (lo + ‘2"20-2,l) = 42,4-20 ( 1 “^ 472 ) = 2604^ °' 00 °- 


Lo que significa que las centesimas son oxactas. 

Ahora procedemos al calculo con una cifra de roserva: 

Ig (10,3 + VO) Ig 12,4 = 1,093; In (10,3 + VO) 1,093-2,303 = 2,517. 
Obtenemos la respuesta: 2,52. 

8°. Deter in inacion de los errores tolorablos on los 
numeros aproximados cuan.do se fija el error que 
puede tenor ol resultado de las oporacioncs que con 
olios se efectuan. 
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Aplicando las formulas del punto 7, cuando se dan los valores de AS 
y do W, y considorando iguales entre si todas las diferenciales paroiales 

IT7T ’ ca ^ cu l amos los ©rrores absolutos 


JL 

dau 


Aa/ t o las canlidados 


tolerables Aa lf Aa n , ■ ■■ do los numeros aproximados a t . a„, .., quo 

intervienen en las operaciones (prlncipio de la igualdad de influencing). 

Debe odvertirso, quo en ciertas ocasiones no os convenient^ omplcar ol 
principio de la igualdad de influences en el calculo do los errores tole¬ 
rables de los argumentos do las funciones, ya quo osto puede presentar 
exigcncias practicamente imposiblos de satisfacer. En cstos casos se reco- 
raioiidu rodistribuir los errores de la forma mas racional, si ello es posible, 
do modo quo ol error total no excoda la cantidad dada. Es decir, el pro- 
blema usi planteado, propiamento hablando, es indotorminado. 


E j e m p 1 o 5. El volumcn de la «cuna cilindrica», es deeir, del cuerpo 
truncado dol cilindro circular por na piano, que pasando por el diametro 
de la base, igual a 2R, forma con ella un angulo a, se calcula por ia for¬ 
mula V — ~ R 3 tg a. «Con que precision deberan medirse el radio R 60 cm 

y el dngulo do inclinacion a, para quo el volumon de la cuna cilfndrica 
pueda conocerso con una exactitud hasta de 1 %? 


Solucion. Si AV, AR y Aa son los limites do los errores absolutos 
de las magnitudes V, R y a, el lfraite del error rclativo del volumen V 
que se calcula sera 


. AAR . 2Aa , I 

0 R + sen 2a' v '100’ 


— 'AAR , 1 2Aa . I _ . , 

buponemos — y De donde 

. D „ R 60 cm 

Aft ^W atl_ 6oo7 _1 Inm; 

, , sen 2 a _ 1 , , 

A a —tt-t;— .< 77 -T de radian 9'. 

4UU 4UU • 

Do esta forma, aseguraremos la exactitud del 1% que se nos exigfa, si 
medimos el radio con una precision hasta de 1 mm y ol angulo do incli¬ 
nacion a, con precision hasta do 9'. 


3108. Como resultado de mediciones se hail obtenido los si- 
guientes numeros aproximados, con todas las cifras escritas exactas 
en sentido amplio: 

a) 12°07'14'; b) 38,5 cm; c) 63,215 kg. 

Calcular sus errores absolutos y relativos. 

3109. Calcular los errores absolutos y relativos de los nume¬ 
ros aproximados, con todas las cifras escritas exactas en sentido 

fv 

a) 241,7; b) 0,035; c) 3,14. 

3110. Dcterminar el numero de cifras exactas*) y escribir en la 
forma que corrosponde los numeros aproximados siguientes: 


*) Las cifras exactas se entienden en sentido estricto. 
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a) 48,361 con precision de un i%; 

b) 14,9360 con precision de un 1%; 

c) 592,8 con precision dc un 2%. 

3111. Sumar los siguientes numeros aproximados, con todas 
las cifras escritas exactas: 

a) 25,386 + 0,49 + 3,10 + 0,5; 

b) 1,2-10 3 +41,72 + 0,09; 

c) 38,1 + 2,0 + 3,124. 

3112. Efectuar la rcsta de los siguientes numeros aproximados, 
con todas las cifras escritas exactas: 

a) 148,1-63,871; b) 29,72-11,25; c) 34,22-34,21. 

3113*. Calcular la diferencia entre las areas de dos cuadrados, 
cuyos lados. segun las mediciones, son iguales a 15,28 cm 
y 15,22 cm (con exactitud hasta de 0,05 mm). 

3114. Calcular el producto de los siguientes numeros aproxi- 
mados, con todas las cifras escritas exactas: 

a) 3,49-8,6; b) 25,1-1,743; c) 0,02-16,5. 

Indicar los limites probables dc los resultados. 

3115. Los lados dc un rectangulo son iguales a 4,02 m y 4,96 m 
(con precision hasta de 1 cm). Calcular el area de este rec¬ 
tangulo. 

3116. Calcular el cociento de los numeros aproximados siguien¬ 
tes, cuyas cifras escritas son todas exactas: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: 1,2; c) 216:4. 

3117. Los catetos de un triangulo rectangulo son iguales 
a 12,10 cm y 25,21 cm (con precision hasta 0,01 cm). Calcular 
la tangente del dngulo opuesto al primer cateto. 

3118. Calcular las potcncias que se indican de los siguientes 
numeros aproximados (las bases do las potencias son exactas on 
todas las cifras escritas): 

a) 0.4158 2 ; b) 65,2 s ; c) 1,5 s . 

3119. El lado de un cuadrado es igual a 45,3 cm (con preci¬ 
sion hasta 1 mm). Hallar el area de dicho cuadrado. 

3120. Calcular el valor de las siguientes raices (los numeros 
subradicales son exactos en todas las cifras escritas): 

a) Y 2,715; b) fG5^; c) 

3121. Los radios de las bases y la generatrix de un cono 
truncado son iguales respectivamente a R — 23,64 cm + 0,01 cm; 
r = 17,31 + 0,01 cm y 1=10,21 cm±00,l cm; el numero n = 3,14. 
Calcular, segun cstos datos, la superficie total de este cono trun¬ 
cado. Acotar los errorcs, absoluto y rclativo, del resultado. 

3122. La hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual 
a 15,4 cm + 0,1 cm; uno de los catetos es igual a 6,8 cm + 0,1 cm. 
cCon que exactitud se puedon calcular, con estos datos, el otro 
cateto y el angulo agudo adyacente a el? Hallar sus vaiores. 
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3123. Calcular cl peso especifico del aluminio, si un cilindro 
do dicho metal, do 2 cm de diametro y 11 cm de altura, pesa 93,4 g. 
El error relativo de las mediciones 1 in calcs es igual a 0,01 y el 
de la determinacion del peso, 0,001. 

3124. Calcular la intensidad de la corriente, si la fuerza 
electromotriz es igual a 221 voltios ± 1 voltio y la resistencia, 
809 ohmios ± 1 ohmio. 

3125. El periodo de oscilacion de un pendulo de longitud l es 
igual a 

T — 2n yf-L, 

donde g es la aceleracion do la gravedad. tCon que precision debe 
medirse la longitud do un pendulo, cuyo periodo de oscilacion 
es, aproximadamente, de 2 seg, para conocer este periodo de oscila¬ 
cion con un error relativo del 0,5%? dCon que exactitud deben 
tomarse los valores de n y de g? 

3126. Se necesita medir, con una precision del 1%, el area 
de la superficie lateral de un cono truncado, los radios de cuyas 
bases tienen respectivamente 2 m y 1 m y la generatriz 5 m 
(aproximadamente). tCon que precisidn se deben medir los radios 
y la generatriz y con cuantas cifras debe tomarse el numero it? 

3127. Para determinar el modulo de Young por la flexidn de 
una varilla de seccidn rectangular sc omplea la formula 


donde l es la longitud de la varilla; b y d, la base y la altura 
de la seccidn transvorsal de la misma; s, la sagita de flexion y P, 
la carga. iCon quo precision deberan medirse la longitud l y la 
sagita s, para que el error de E no exceda del 5,5%, con la con- 
dicidn de que P se conoce con una precision hasta cl 0,1% y las 
magnitudes d y b con precision hasta el 1%; l « 50 cm y s « 2,5 cm? 


§ 2 Interpolation de funclones 

1°. Formula de interpolacion de Newton. Sean x 0 , • c i> ■ • • 
..,* n los valores tobulares del argumonto, cuyas diferencias, h = &xi (&zt — 
= *i; « — 0, 1, ... n —1), son constantes (intervalo de la tabla) e !M, 

.. y n , los correspondicntes valores de la funcion y. En este caso, el 

valor de la funcidn y, para un valor intermedio del argumento x, se da, 
aproximadamente, por la formula de interpolacion de Newton: 

,-„- H . a „ + i4pl> 4 »,.+...+ g( ’- ll -;i (? — 1 «) 

= Ay 0 =S' 1 —Vo. A2y 0 =^i-^o--- son las sucesivas dife- 

h 


donde q 
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rencias finitas do la funcion y. Para x — xi(i—0, 1el polinomio (1) 
toma Los valorcs coriespondientes de la table y t (i=Q, 1, Como 

casos particulates de la formula de Newton se obtienen: para » = 1, la 
interpolatidn lineal y para »= 2, la interpolation cuadrdtica. Para facilitar 
el uso de la formula de Newton, se recomienda formar previamente las 
tablas de las diferencias finitas. 

Si y = f(x ) cs un polinomio de n-simo grado, 

A n »/i = const y A n+1 yi = 0 

y, por consiguionte, la formula (1) os oxncta. 

En el caso general, si / (x) tiono una derivada continua /< n+ i>(x) en el 
sogmento [a, b|, que contieno los puntos x 0 , x lt ...,x n yi, el error de la 
6rmula (1) sera igual a 

„ , . Vi <? (7 — 1) ■ (9 — < + *) 

n n (x) = v—2 j -7j-A‘i/ 0 = 

i=0 

-ftnw -- to—) ( |), ( 2 ) 

donde £ es un valor intcrmodio determinado ontrc *j(i=0, 1, ...,#) y x. 
En la practica se utiliza una formula aproximada mas comoda: 

Si sc puedo tomar cualquicr numcro n, 6ste deberu olcgirse de tal 
forma, quo la diforencia A n+l yn seassO dontro de los llmites de exactitud 
dada. En otras palabras, las diferencias A n Jo debeu ser constantes en los 
drdenes decimales que se dan. 

Ej emplo 1. Hallar el sen 26°15', valiendose de los'datos que dan 
las tablas: sen 26’ = 0,43837, sen 27° = 0,45399 y son 28° = 0,40947. 

Solucidn. Forinainos la tabla 


t 


Vi 

A Vs 

A 2 Ui 

0 

26° 

0,43837 

1562 

-14 

1 

27’ 

0.45399 

1548 


2 

28’ 

0,46947 




. , 26®15' — 26° 1 

Aqui, h = 60, 9 =- . 

Aplicando la formula (l) y utilizando la primera Unea horizontal de 
la tabla, tenomos 

son 26*15' =0,43837 -)—0,01502 + 4 V t; ---(-0,00014) =0,44220. 
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Acotamos el error Aplicando 2a formula (2) y teaiondo en cuenta 
que |j/ <n, |^l. si y = senx, tenemos: 


4(4 0(4 2 ) / « Y - 7 _L_ 

|Hzlc 3! \m) — 128 57,33 :l 


a-J-.lO-o. 

4 


Es decir,^ que todas las cifras dadas para el sen 26*15' son oxactas. 

Valicnaose do la formula de Newton tambien se puede hallar el valor 
corrcspondiento del argumento x partiendo do nn valor intermedio dado 
de la funcion y (interpolation inversa). Para esto, primeramentc, se deter¬ 
mine el correspondiente valor de q, por el metodo de las aproximaciones 
suc-esivas, suponiendo: 


g<0> 


y—yg 

A 5»o 


y 

„(<)«<») _1 A2|,n 
1 \ 2! A tf0 


g.t. (gW-n-H) A n tj 0 

A 1/0 


(< = 0, 1, 2,...) 

Por q so toma el valor comun (jeon la exactitud dadal) de dos aproxima¬ 
ciones succsivas < 2 '< m >s=( 2 < m +l<. De donde, x = x 0 + g./j. 

E jemplo 2. Valiendoso do la tabla calcular aproximadaraento la rarz 
de la ecuacion sh x = 5. 


X 

p = sh * 

A y 

A«J/ 

2,2 

4,457 

1,009 

0,220 

2,4 

5.466 

1.229 


2,0 

6.695 




Solucion. Tomando p 0 = 4,457, tenemos: 

S ' 4 - 457 °- 5/ '3 


1,009 1,009 


• 0,538; 




= 0,538-1-0,027= 0.505; 


^-0,538+ °' 565 2 °’ 435 -jg”-0.588 + 0,027-0.865. 


Do osta forma, se puede tomar 

* = 2,2 + 0,565-0,2 = 2,2 + 0,113 = 2,313. 

2°. F 6 r m u 1 a de interpolacion do Lag range. E 11 el caso 
general, el polinomio do enesimo grado. que para x=Xj toma los valores 
dados de i/j(i = 0, viene dado por la formula de interpolation de 
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Lagrange 

= (x — x z ).. ,(jr — x n ) (j+j 0 ) (x—j n ) 

(*0 —®l) (^0 — H )-• -(*0 — x n) 01 ~( x i — x o) (®1 — *2)- - .(*1 —*n) Jl ~ t '' ' 

_ , (*—Xq) (x + Xj),..(x — 2h-l) (* — x k+l)-- (z—X n ) , , 

x 0 ) (Zk"X l )...(z h —Xl,-i) (x—Xk+i —*„) 

(g—J 0 )(a ——J„_|) 

" (*» —*o) (** ——*«-i) y ' 1 ’ 

3128. Dada la tabla de valores de x e y: 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

>J 

3 

10 

15 

12 

9 

5 


Fonnar la tabla do las diferencias finitas de la funcion y. 

3129. Formar la tabla de las diferencias de la funcion j/ = a: 8 — 

— 5x 2 + x — l, para los valores de x=l, 3, 5, 7, 9 y 11. Ccrcio- 
rarse do quo todas las diferencias finitas de 3° orden son iguales 
entro si. 

3130*. Valiendose do la constancia dc las diferencias de 4° 
orden, formar la tabla de las diferencias de la funcion y = x 4 — 

— 10x 3 -f- 2x* -f 3a:, para los valoros enteros de x comprcndidos 
en ol intervalo 1 <x< 10. 

3131. Dada la tabla 

lg 1 = 0,000, 

lg2 = 0,301, 
lg 3 = 0,477, 
lg 4 = 0,602, 
lg 5 = 0,699, 

calcular, valiendose de la intcrpolacion lineal, los numoros: lg 1,7; 
Iff 2,5; lg 3,1 y lg4,6. 

3132. Dada la tabla 

son 10° = 0,1736, sen 13° = 0,2250, 
sen H° = 0,1908, son 14° = 0,2419, 
sen 12° = 0,2079, sen 15° = 0,2588, 

completarla, calculando para ello, por la formula de Newton 
(para n = 2), los valores de los senos cada medio grado. 


26-1016 
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3133. Formar el polinomio de interpolacion de Newton para la 
funcion dada por la tabla 


X 

0 

l 

| 

2 1 

3 1 

4 

y 

i 

4 

15 

40 

85 


3134*. Formar el polinomio de interpolacion de Newton para 
la funcidn dada por la tabla 


X 

2 

4 ' 

6 

8 

10 

y 

3 

11 

27 1 

50 

83 


Hallar y para a; = 5,5. jPara que x sera y = 20? 
3135. Una funcidn esta dada por la tabla 


X 

-2 

1 

2 

4 

y 

25 

-8 ! 

-15 

-23 


Formar el polinomio de interpolacion do Lagrange y hallar 
el valor de y para x = 0. 

3136. Empiricamento se han determinado las magnitudes de 
la contraccidn dc un resorte (x mm) en dependoncia de las 
cargas (P kg) que actaan sobre el: 


X 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

P 

49 

! 105 

172 

253 

352 

473 

619 

793 


Hallar la carga quo produzca una contraccion do 14 mm del resorte. 
3137. Dada la tabla do las magnitudes x e y 


X 

0 

l 

3 

4 

5 

y 

l 

-3 

25 

129 

381 


calcular ol valor do y para x = 0,5 y x = 2: a) valiendosc de la 
interpolacion lineal; b) por la formula de Lagrange. 
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§ 3. Calculo de las raices reales de las ecuaclones 

1 °. Doterminacidn de las aproximaciones iniciales 
oe las raices. La determinacidn aproximada de las raices do una 
ecuacion dada 


/(*)•= 0 


so divide 
minacion 


( 1 ) 


en dos etapasr 1 ) la separation de las raices , os decir, la dctor- 
<ie los intervals, lo mas eslrechos posibles, entre los que esta 
comprendida una y solo ana rail do la ecuacidn ( 1 ); 2 ) ol cdlculo de las 
raices con ol grado de exactitud prefijado. 

x U ?/fv n esti * dotorminada y es continua en ol segmonto 
L a ’ *1 y / W •/,(*) <«> e n este segmonto fa, b] habra por lo menos una raiz £ 
do la ecuacion (1). Esla ralz sera indudablomonte ilnica, si f'(x)'>Q 
o /'(x )<0 para a<x<b. ' ’ 

Para hallar aproximadamento la ralz £ se recomionda construir la 
grafica de la funcion v~l(x) en papal milimetrado. Las abscisas de los 
puntos de mtorseccion de la grafica con el ojo OX seran las raices de la 
ecuacion j(x) = 0. A voces, os tnas comedo sustituir esta ccuacion por su 
equivalents <p(*)=ib(;r). Entonces las raices do la ecuacidn se hallan 
como abscisas de los puntos de interseccion do las graficas i/ = m (zl 
e y=i|)(^) 

2°. Regia de las partes proporciona los (mdtodo do 1 
las cuordas). Si on cl segmonto |a, b ] se encuonira una rafa unica 5 
de la ecuacion /(*)== 0 , donde la funcion / (x) es continua en dicho seg¬ 
monto [a, fc], al sustituir la curva y = /(x) por la cuorda que uno los puntos 
(a; / (a)) y ( b ; / ( 6 )), obtenemos la primera aproximacion de la raiz 

I (a) 

e '= u -m=m {b ~ a) (2 > 


Para obtener la segunda aproxiraacidn c 2 , aplicamos la fdrmula (2) a aqudl 
do los sogmontos [a, e-,) o |tv, /»1 en cuyos extromos la funfiidn / (r) tonga 
valores de signos contrarios. Do la misma forma se construyon las siguientds 
aproximacionos. La sucesion do los mimeros c„(y = i, 2,...) converge 
bacia la raiz §, es decir 

Iim e„ = £. 

n-»os 


El calculo do las aproximacionos «?., c 2 .por lo general, dobe continuarso 

hasta quo ccsen de variar las cifras decimales quo se conservan en la 
respuesta ([do acuerdo con ol grado do oxactitud darlol). Para las operacio- 
nos inlermedias debon toinarse una o dos cifras de reserva. Esta indica- 
ci 6 n tiene caracter general. 

Si la funcion / (x) tiene una derivada f ( x) continua y diforento do 
cero on el segmento [a, 6 ], para acotar el error absolulo de la raiz aproxi¬ 
mada c„, so puede emplear la formula 

donde 

min |/'(x)|. 
a 


3°. M c t o d o do Newton (do las t a n g e n t o s). Si /' (x) =£ 0 
y I" (x)-■ 5^0 para siendo /(a)/(b)< 0, / (a)/* (a) > 0, las apro- 

26 * 
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ximaciones sucesivas x„(n = 0, 1, 2,...) de la raiz | dc la ecuacidn /(x) = 0, 
se calculan pur las formulas 

*0 = (n = 1, 2, ...). (3) 

I \ x n-l) 

Cuando so cumplon estas suposiciones, la suoesidn x n {n=i, 2, ...) es 
monotona, y 

lim x„ = g. 

n-*w 


Para acotar los error os sc puode utilizar la formula 


I *»-&!< 


I / (g'n) I 
}' 


donde p = min \j'(x)\. 

En la practica rosulta mas cdmodo ol empleo de formulas menos com- 
plicadas 

z 0 = a, i„ = x„_ l — a/ (i„.|) (n = l, 2, ...), (3') 


donde a= 


1 


V (<*) 

formula (3). 

Si f(b) /'(b)>0, 
4°. M 6 l o d o do 
ha rcducido a la forma 


quo dan, aproxiraadainonle, la misma cxactitud que la 


on las fdrmulas (3) y (3') debora suponorse x 0 = 6. 
it ora cion. SujKmgamos quo la ecuacidn dada so 


xt=<p(x), (4) 

dondo | <p' (x) I r < 1 (r es una constants) para a*£x<£b. Partiendo del 
valor inicial do x 0 , pertonccionto al segmento |a, 6], formamos la sucesidn 
de los numeros x„ x^,... sogun la siguicnto ley: 


* 1 ™"P (*o). *2 = 9 ( x l) . x n=<t (*n— t). ■ • ■ (5) 

Si a<x n <ft(n = l, 2, ...)• el llmite 

|=*lim x n 

n-+ oo 


sera la union raiz de la ecuacidn (4) en el segmento (a, &], es decir, 
x n son las aproxunncion.es sucesivas do la raiz 

La acotacion del error absolute do la cnesima aproximacion de x n la 
da la formula 




I J n11 x n 1 
1 —r 


Por osto, si x„ y x n+ i coincidou cou uua exact!tud hasta e, el limit© del 
error absoluto do x n sera - — - • 

Para Iransformar la ocuacion /(x) = 0 a la forma (4) so sustituye osta 
tiltima por la ecuacidn equivalonte 

x — x — U (x), 


donde el miincro X. -j* 0 so olige de tal forma, que la funcidn ^[x — X/(x)l = 

= 1 —},f (x) sea pequefia on valor absoluto on las proximidades dol punto 
x„ (por ej., so puede suponer que 1—X/'(x 0 ) = 0). 



Calculo do las raices reales de las funciones 


405 


Ejomplo 1. Reducir la ecuacion 2x— In x—4 = 0 a la forma (4), si 
la aproximac.ion inicial de la rafz x 0 = 2,5. 

Solucion. Aquf /(x) = 2x — In*—4; /'(*) = 2 —Escribimos la 

ecuacion equivalents x-=x — k{2x — lnx—A) y cn calidad de uno do los 
valores convenientes do k tomamos 0,5, iniinero proximo a la rafz de la 
ecuacion 

1 — x f 2—“Ml = 0, es decir, a ^ ^ 0,6. 

V x / |x=s2,5 l f u 

La ecuacion inicial so reduce a la forma 


x = x — 0,5^2z — In x — 4) 

o bion, 

x — 2-f~~ In x. 

Ejomplo 2. Calcnlar con oxactitud hasta 0,01 la raiz £ do la ecua¬ 
cion precedeiite, comprendida entre 2 y 3. 

Calculo dp la rafz por el me tod o de iteracidn. Apro- 
vochamos el resultado del ejomplo 1, suponiendo x 0 = 2,5. El calculo lo ren- 
lizamos scgun las formulas (5), con una cifra de reserve. 

x,=2 fy 10 2.5^ 2,458, 

*g=2+i-ln 2,458 ^ 2,450, 


x,=2-i-i- In 2,450 =& 2,448, 

u 

x 4 = 2-(-i- In 2,448 2,448. 

Es decir, gs=2,45 (el proceso de aproximaciones ulteriores puode darse por 
terrainado ya que la tercera cifra decimal (las mildsimas) so han fijado). 
Procedemos a acotar el error. Aquf 

<p(x) = 2-f4 -lnx y (p'(x) = -^. 

Considorando quo todas las aproximaciones x„ se encuentran on el segmento 
J2,4; 2,5], oblenomos 

r = max|< F ' (x) | = ~^ = 0,2t. 

Por consiguiente, el lfmito del eiTOr absoluto do la aproximacidn x 3 , do 
acuerdo con la observacion becha anleriormente, es 

(A = = 0,0012 ^ 0,001. 

Do esta forma, la rafz cxacta g de la ecuacion se encuentra entre los limitcs 

2,447 < g;< 2,449; 

puode tomarso g 2,45, y todas las cifras de esto numoro aproximado 
seran exactas en sentido estricto. 
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Calculo do la r a f z por el m6todo do Newton. Aqul 

/ (*) = 2z—In x —4, /'{*) = 2—i-, /'(*) = !. 

En el segmento 2<z<3 tonomos: /'(*)>() y /'(*)> 0; / (2) / (3) < 0 
y / (3)/" (3) > 0. Por consiguionte, las condiciones del apartado 3°, para 
x 0 >=3, sc cumplen. 

Toraamos 


Hacomos los calculos por la fdrmula (3'), con dos cifras do roserva 
x,=3— 0,0 (2-3— In 3—^=2,4892; 


x 2 = 2,4592 - 0,C (2 • 2,4592 - In 2,4592—4) = 2,4481; 

*3=2,4481 —0,6 (2-2,4481 —In 2,4481 -4} = 2,4477; 

* 4 = 2,4477 -0,G (2-2,4477 - In 2,4477- 4) = 2,4475. 

En osta otapa suspendomos los calculos, ya que las cifras do las mile- 
simas no cambian mas, Damos la respnesta: la rafz § = 2,45. Omitimos la 
acotacidn del error. 

5°. Caso do un sistema do dos ccuaciones. Supongamos 
que hay que calculor, con un grado de cxactitud dado, las raiccs roales de 
un sistema de dos ccuacionos con dos incognitas 


/(*. y) = 0 , 

<p(*. y) = o. 


(®) 


y supongamos tambidn, que se tiene la aproximacidn inicial de una de las 
soluciones (§, ij) de csto sistema, i = *o, y = j/o- 

Esta aproximacidn inicial puede obtenorse, por ej., grdficamente, cons- 
truyendo (en un mismo sistema de coordonadas cartesianas) las curvas 
/<*. y) = 0 y qi (*, y) = 0 y dotorminando las coordonadas do los puntos do 
intorseccion do estas curvas. 

a) Mo to do do Newton. Supongamos que el determinante funciona) 


, a (/, <p) 

0(x, y) 

no so anula en las proximidades do la aproximacion inicial x — x 0 , y — yo. 
En esto caso, por el mdtodo de Newton, la primera aproximacidn del resul- 
tado dol sistema (6) tiene la forma *,=*q-fa 0 , yi = .Vo+Po> donde a 0 , (5 0 
es la solucion del sistema de las dos ecuaciones lincales 


i f ( x o< Vo) + a o/-v ( x o< fo) + Po/v ( 2 0 i i/o) = 0, 

l <p(*o. y«)+ao«F*(*o. 8'o)+Po9»(*o» yo) = 0- 
La sogunda aproximacidn so consigue por ol mismo procedimiento: 

S I—+ 1/2 = i/i Pi» 

donde ctj, {5, es la solucion del sistema de ecuaciones lincales 

| /(*i. yi)+«i/*(*i. ?t)+Pi/»(*i. l/j) = 0. 

I <P<*i> yi)+o,«pi(*j, yi)+Pifpy( z i. ^i) = 0- 

Analogamente se obtlene la terccra y domas aproximaciones. 
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b) Metodo do iteracion. Para la rosolucidn del sistema de ecua- 
ciones ( 6 ) se puedo emplear el metodo de iloracibn, transformando este sis¬ 
tema a la forma equivalente 


/ x=F(x, y), 
X y = 0(x,y) 


(?) 


y suponiendo, que , 

y)H-|®;(*. »)l<» , <i; l^(*.»)l+l®i(*.*>K'<i (») 

en un entorno bidimensional determinado V, do la aproximacion inicial 
{xq, y 0 ), que contiene tambien la solucion oxactn (g, r)) del sistema. 

La sucesioii de las aproximacionos (x„, y n ) (n = 1,2,...), que converge 
hacia la soluci 6 n del sistema (7), o, lo que es lo mismo, hacia la solucion 
del sistoma ( 6 ), se forma sogun la siguieate ley: 


x t = F(xo, y 0 ), 
x 2~ F (*,. y t ), 
*3= P ( x 2’ 'J2>< 


y, = (D(ar 0l y 0 ), 

y 2 =®(x„ y,). 
03 = ® (xj, y 2 ), 


Si todas las (x n , y n ) pertenecen a U, limx n = g, lim y n = q. 

n-*co o 

Para transformar el sistema de ecuaciones (6) a la forma (7), cumpliendo 
la condicion (8), se puedo recomcndar cl siguienle procedimiento. Examina- 
mos el sistema de ecuaciones 

/ «/(x, y)-fPq>(x, y) = 0, 

X yH x ,y)+(><f (x, y)=o, 

equivalente al sistema (6) con la condicion de quo 
mos a cscribir de la forma: 

x = x+a/(x, y) + P<p(x, y) = F (x, y), 
y=y+yl(x, y)+t>< p(*. y) = ®(*. y)- 

ELegimos los parametros a, p, y, 6, do modo, que las dorivadas parciales 
de las funciones F (x, y) y H> (x, y) soan iguales o prbximas a ccro para la 
aproximacion inicial, cs decir, hallamos a, p, y , 6, como solucionos aproxi- 
madas dol sistoma de ecuaciones 

1 -f a/; (x 0 , y 0 ) Pq.; (io, y 0 ) = 0, 

<*f' u (*o. 0 o) + P<Py (*o. 0 o) = 0, 
yt'x ( z 0 . 0 o) + 6<Pi (* 0 . 0 o> = 0. 

1 +Y f'y (*o. 0o) + 8<Py (X 0 , j/o) = 0. 


*’ =£= 0. Lo volve- 

Y. ^ 


Eligiendo de esta forma los parametros a, fi, y, 6 y partiondo de la 
stiposicibn do qub las derivadas parciales de las funciones / (x, y ) y <p(x, y) 
varian rolativamonte dospacio en e] entorno de la aproximaci 6 n inicial 
<x 0 , V o)i la condicibn ( 8 ) so cumplira. 
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Ejcmplo 3. Rcducir el sistema de ecuaciones 

r x2 + p3 —1=0, 

\ x 3 —x = 0 

a la forma {7), si la apro.viinacion inicial de la ralz os z 0 = 0,8, y 0 — 0,55. 
Solucion. Aqui ) (x, y) = x*-^-y^> — ^, <p (x, y) = x* — y; f' x {x 0 , y 0 ) = l,(j, 
J'o) = l. U f' x (x 0 , y 0 ) = i,^2, <v' u (x 0 , y 0 )=—l. 

Escribimos el sistema, equivalento al de partida, 

r a(i 2 + J/ a_ 1)+ p (z3 _ J/) = 0 , / |«, pi \ 

l Y(**+ff a -l)+3(*»-s0 = 0. I | v. ) 

cu la forma 

x=x+a<x2 + y* —l) + p(x 3 —i/), 

y = y+y (* a + y 2 — D+6 (* 3 — y). 

Elegimos on calidad do valores numoricos convenientes de a, p, y, 6, la 
solucion del sistema do ecuaciones 

1 + 1,6 a +1,92 p = 0, 

1,1 a —p = 0, 

l.C y + 1.92 6 = 0, 

1 + 1,1 v—6=0, 

es decir, suponemos as*—0,3, pss —0,3, y ^-—0,5 y 6^0,4. 

En osto caso, el sistema de ecuaciones 

f x=x —0,3 (x*+y*—1)—0,3 (x 3 —y), 

\ ’J —y —0,5 (**+p a —1) + 0,4 (x 3 — y), 

equivalento al do partida, tiene la forma (7) y cn un entorno suficiente- 
mcnto pequeno del punto (x 0 , y 0 ) se cumplira la condieiiSn (8). 

Por el proccdimienlo de pruebas, separar las ralces 'reales de 
las siguientes ecuaciones y, valiondose do la regia de las partes 
proporcionales, calculnrlas con aproximacion hasta 0,01. 

3138. x 3 —x + 1 = 0. 

3139. x* + 0,5a:—1,55 = 0. 

3140. x 3 ~4x-i = 0. 

Partiendo de las aproximacionos ioiciales oblenidas grafica- 
menle, calcular por ol melodo de Newton, con exactitud hasta 
0,01, las ralces de las ecuaciones: 

3141. x 3 ~2x — 5 = 0. 3143. 2* = 4x. 

3144. lga: = —. 

X 


3142. 2x~ In x — 4 = 0. 
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Utilizando las aproximaciones inicialos encontradas grafica- 
mente, calcular por el metodo de itcracion, con exactitud hasta 
0,01, las raices de las ecnaciones: 

3145. x 3 -5x4-0,1 = 0. 3147. x 5 -x-2 = 0. 

3146. 4x = cosx. 


I-Iallar graficamente las aproximacionos iniciales y calcular, 
con exactitud hasta 0,01, las raiccs reales de las siguienles ecua- 
ciones y sistemas: 


3148. x 3 -3x+ 1 = 0. 

3149. x 3 — 2x 2 4 - 3x — 5 = 0. 

3150. x*4-x 2 -2x-2 = 0. 

3151. x-lnx—14 = 0. 

3152. x 3 4-3x —0,5 = 0. 

3153. Ax — 7senx = 0. 


3154. x v 4-2x —6 = 0. 


3155. e x 4- n~ ax — 4 = 0. 


3156. 

3157. 


X t + y*-l=0, 

x 3 — y — 0. 

X 2 |-y — 4 = 0, 
y — lg x — 1 = 0. 


3158. Calcular, coil exactitud hasta 0,001, la minima raiz. 
positive de la ecuacion tgx = x. 

3159. Calcular, con exactitud hasta 0,0001, la raiz do la ecua- 
cidn x-thx= 1. 


§ 4. Integracio'n numerica de funciones 

1°. Formula de los trapecios. Para calcular aproximadamonle 
la integral 

b 

^ f(x)dx 

a 

tf (x) es una luncion continua cn [a, &]) se divide cl segmenlo do integra- 

cion ]a, 6] oil n partes iguales y se eligo ol interoalo del cdlculo h = —^~ ■ 

Supongamos que xi = x 0 + ih (x 0 = a, x n = b, i = 0, 1, 2,..., n) son las absci- 
sas de los puntos de division y quo yi—j( x i) son los correspondlentes valo- 
res do la funcion subinlegral y = f(x). Entoncos, por la formula de los Ira- 
pecios, tonomos: 

b 

^ f(x)dx*ssh ^ 4-y 1 4-l/2'l-...-h 'Jn-t j (i) 

a 

con un error absolute 

donde Af 2 =max. j /" (i) [ para a < z < 6. 
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Para conseguir la exactitud dada e, al calcular la integral, se detcrmina 
■el intervalo del calculo h partiendo do la desigualdad 


* 2 < 


12s 


(b-a)M 2 


( 2 ) 


■os decir, h dohe ser del orden V 8 - El valor de h as! obtenido, se redondea 
por defeclo do forma, quo 

b — a 


sea uti numero quo nos do el numoro de divisiones n. Dospues de deter- 
minar h y n por la formula (1), so calcula la integral, tomando los valores 
■dc la funcion subintegral con una o dos citras decimates de reserva. 

2°. Formula de Simpson (formula parabolics). Si n es 
un numero par, on las notacioncs 1° es valida la formula de Simpson 
h 

\ H x ) d *^4-H!/Q+y n )+ / i(Vi+y3+----i-v n -i)+ 

a 


+ 2(P2 + !/t+---+Fn-z)l (3) 

•con un error absoiuto 

^ 180 a) ( /j ) 
-dondo Af t = mfix. l/* v (i)| cuando 

Para asegurar la exactitud dada e, al calcular la integral, el intervalo 
del cAlc.ulo h so dotermina partiondo do la desigualdad 

~(6 — a)jl/ 4 <6, • (5) 


■es decir, quo el intorvalo h lendra ol orden ty e. El numoro h se redoudea 
por dofocto de tol forma, que it = —^ soa un numero entoro par. 


Obsorvacidn. Como no cs facil la determinacion del intervalo del 
■calculo h y del numero n relacionado con el, por medio do las desigualdades 
(2)_ y (5), en goneral, en la practica, h se halla grosoramonto a tanteo. Des- 
puos de obtenido el resultado, sc duplica el numero n, es decir, se divide 
por dos el intervalo parcial k. Si el nuevo resultado coincide con el anterior, 
•dontro de las cifras docimales quo so conservaron, se termina ol 'calculo. 
En caso c-ontrario, so repito el procedimicnto y asi sucesivamente. 

Para calcular aproximadamonto el error absoiuto R de la formula de 
cuadratura do Simpson (3) se puede emplear tambidn el prlnctpio de Ilunge, 
segun el cual, , , 



•donde 2 y S, son los rcsultados obtenidos en los calculos con la formula (3), 
para los intervalos h y II = 2h, respectivamento. 

3160. Bajo la accion de una fuerza variable F, dirigida a lo 
largo de} eje OX, un punto material so traslada por cste eje desde 
la posicion x — 0, hasta la posicion x = 4. Palculaj, aproximada- 
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.jnente, el trabajo A de la fuerza F, si se da la tabla de los valo- 
res de su modulo F: 


X 

0,0 

0,5 

1.0 

1.5 

2,0 

2,5 

3.0 

3,5 

4,0 

F 

1,50 

0,75 

0,50 

0,75 

1,50 

2,75 

4,50 

6,75 

10,00 


Efectuar los calculos por la formula de los trapecios y por 
la de Simpson. i 

3161. Calcular, aproximadamente, ^ (3a; 2 —4 x)dx, por la fdr- 

'o 

mula de los trapecios, tomando n = 10. Calcular esta integral exac- 
tamentc y hallar los errores absoluto y relativo del resultado. 
Determinar el limite superior A del error absoluto del calculo 
efectuado para n = 10, aplicando la formula del error que se da 
en el texto. 

i 

3162. Calcular por la formula de Simpson, con exacti- 

tud hasta 10 -4 , tomando n = 10. Determinar el limite superior A 
del error absoluto, aplicando la formula del error que se da en cl 

texto. . . . . , , 

Calcular,- con oxactitud hasta 0,01, las siguientes integrales 

definidas: 


3163. 


dx 

i + x ■ 


3168. 


son x 


dx. 


■ s 


3164 


3165. jj 


dx 

l + i* ' 
dx 

i+?' 


3166. 




x dx. 


3167. { dx. 


3169. 


3170. I 


SOXiX 


dx. 


COS a 
* 


dx. 


n 

2 


3171. 


COS X 


dx. 


l + x 

3172. j e-* 2 dx. 
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3173, Calcular, con exact it ud hasta 0,01, la integral impropia 
jtiTpia’ empleando la sustitucion x = -i. Comprobar el calculo 

i» 

aplicando la formula de Simpson a la integral ^ , dondo /> 

so elige de tal forma, que 


J 


dx 


fio-*. 


3174. La figura plana limitada por una semionda de la sinu- 
soide y == sen r y el eje OX, gira alrededor dc este cje. Calcular 
por la formula de Simpson, con oxactitud hasta 0,01, el volumes 
del cuerpo de revolucion que so engendra. 

3175*. Calcular por la formula de Simpson, con exaclitud 
hasta 0,01, la longitud del arco de la elipse + —■ 
situado en ol primer cuadrante coordonado. 


§ 5. Integraclon numerlca de ecuaclones diferenciales ordlnarlas 

1 °. Metodo do las aproximaciones sucosivas (de 
I icard). Supongamos quo se nos da la ecuacidn difcrencial do l er ordea 

V'=f(x,u) (1> 

con la condicion inicial y = y 0 para x = x 0 . 

bn solucidn y (x) dc la ocuacion ( 1 ) que salisfnce a la condicion inicial 
dada puede exprosarso, goneralmcntc, de la forma 

y( x )= lim in (x), (2) 

<-voo 

dondo las aproximaciones sucesivas de y t (x) se determinan por las formulas 
yo ( x ) = y 0 , 

X 

<Ji (*) = Vq+ ^ /(x, yi-, (x)) dx 
x O 

(•= o, 1, 2, ...). 

Si ol segundo miembro f ( x , y) es una funcion dotorminada y continue 
en el entorno 

*{|*-xol<c. \y— y 0 |<&> 

y satisfacc en el mismo a la condicion de Lipschitz 

l/(*. y 2 )l <i|yi-!/ 2 l 
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{L es una constants), el proccso de las aproximaciones sucesivas (2) es seguro. 
que convergera en el intervalo 


•dondo 


I* — *ol< & i 
k=min (a, ~) 


M = rD&x\f(x, y) |. 
ft 


A1 ocurrir csto, el error 

Rn = I 'J {*) - lfi» (*) I < ML n ■ 

■con tal de que 

I * —*o 


x — x„ 


|n+l 


(/» + !)! 


El metodo de las aproximaciones sucesivas (de Picard ), con pequenas 
inodificationes, se puedo aplicar tambien a los sistemas normalcs dp ecua¬ 
ciones difereuciales. En cuanto a las ecuaciones diferonciaies do ordenes 
superiores, estas so pueden cscribir on forma de sislemas de ecuaciones 
■difereuciales. 

2 °. Metodo de Range y Kutta. Supongamos que en un sogrnento 
dado hay que bailor la solucion y (x) del probleina (1) con una 

■exactitud dada e. 

Para esto, primcramente, elegimos h — ' ■■■■ ^ *° (intervalo del cdlculo), 

-dividlendo el scgmento [xq, X] en n partes iguales do forma que fc 4 <e. Los 
puntos de divisiou se determinan por la formula 

Xt=Zo-\-lh (1=0, 1, 2, n). 

Los correspond!entes valores de yj = y (ars) de la funcidn que so busca, sesun 
■cl metodo de Bunge y Kutta, sc calculan sucosivamento por las formulas 

yt+t=yi+bVi, 


donde 

y 


Ayi -y (*i 4> -+ +“i i> ■+ *1°). 


i = 0, 1, 2. n 

= /(*!. i/i) 

*4° = / (*t + y . + 

4° = / (** + 4- 

*i 4) -/(*» + *. Vi J r^ h - 


(3) 


El metodo dc Rungo y Kutta tieno un orden de exactitud de A 4 . Una 
•acotaeidn grosera del error del metodo de Runge y Kutta en el segmento 
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dado [i„, X) se puede obtener partiendo del principio de Runge: 

ft . I Vvn—ynA _ 

IS 

donde n = 2m, y^ e y m son los resultados de los calculos ofectuados por 
ol usquemn (3) con los intervalos ft y 2ft. 

El metodo de Rungs y Kutta se puede emplear tambion para resolver 
sisteiaas de ecuaciones aifcrencialos 

1/' =/ (*. >J, 2 ), 2 ' =«p (z, y, z) (4> 

con condicionos iniciales dadas: y = yo, z = z 0 para z = z 0 . 

3°. M 6 to do de Milne. Para la resolucion del problems (1) por ol 
metodo de Milne, partiendo de los datos iniciales, y — y 0 para z = z 0 , 80 
ha 1 lan por cualquier procedimiento los valores sucosivos 

yi = ?(^i). V2=y(xi). yz=yi,2. 3 ) 

de la funcidn quo se busca y(z) (por ej., puede omplearso el desarrollo de 
la solucion y (z) on la serio (cap. IX, § 17) o liallar estos valores por el metodo 
de las aproximaciones sucesivas, o empleando el de Runge y Kutta, etc.). 

Las aproximaciones g; e jq para los siguientes valores de yi (i = 4, 5,, «), 

so hallau, sucosivamonto, por las f6rmulas 

— 4ft 

y i = Vi-iH— o- (2/i-3— /l-2 +2//_i), 

, (»> 

yt=yi~2+-j (/i+4/i-i+/i~2). 


h=i{xi,y,) y U—f( x it vt)- 
Para el control, calculamos la magnitud 


“‘“Id' 1 ' 1 " yi !• 


Si 6 j no sobrepasa de una unidad dei dltimo orden decimal 10 -m quo 

so consorva en la respuosta para y(x), en calidad do yi tomamos j/j y pasa- 
mos a calcular el siguieute valor yi +l , ropitiondo para olio el proceso 
indicado. Si, por el contrario, e£>10 _ ’ n , hay que volver a empezar de 
nuevo, disminuyeado el intorvalo del calculo. La magnitud del intervale 
inicial so dotormina, aproximadameute, de la dosigualdad ft 4 < 10 ~ m . 

Para el caso de la solucion dol sistema (4), las formulas de Milne se 
escriben por separado, para las funciones y{x) y z (z). El orden del calculo 
sigue siendo el mismo. 

Ejemplo 1. Dada la ecuacion diferencial y'=:y—x, con la condicion 
inicial y (0) = 1,5, calcular, con exactitud hasta 0,01, ol valor de la solucidn 
de esta'ecuacion para el valor del argumonto z=l,5. Hacer los cdlculos 
combinando los metodos de Runge —Kutta y Milne. 


Solucion. Elcgimos el intervalo inicial del calculo ft, partiendo de 
la condicidn do que ft 4 <0,01. Para evitar complicacionos al escribir ft, 
tomamos ft = 0,25. En este caso, todo el intervalo do integracidn, desde z = 0 
hasta z = i,5, so divide en sois partes iguales do 0,25 dOj longitud, por 
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medio de Ids juntos (i = 0, t, 2, 3, 4, 5, 6 ); los correspondientes vulores 
do y y de la derivada y' los dosignamos con y i o y\. 

Los primeros tros vulorcs de y (sin contar el inicial), los ca'lculnmos 
por cl metodo de Rungo y K.utta (por la formula (3)); los otros tree valores, 
yi, o y 6 , por el metodo de Milne (por la fdrmula (5)). 

El valor y e sera, evidentemcnto, la rcspuesta al problems. 

El cdlculo lo efectuamos con dos cifras de reserva por un esquema 
doterminado, que comprcndc dos tablas, 1 y 2. Al final do la tabla 2 
obtonemos la respuosta. 

Cdlculo del valor de y,. Aqui 

f {x, y) = — * + y, * 0 = 0, j/o = 1.5, A =0,25. 

Tonemes, 

Ay 0 =y(*t o, + 2 + n°>) = 

= (0,3750 + 2-0,3906 + 2-0,3926 + 0,4106) = 0,3920 
k^ = f(xo, y 0 ) A = (—0+1,5000) 0,25 = 0,3750; \ 

*l«-/ (*o + y , y 0 +-^)A = (-0,125 + 1,5000 +0,1875)0,25 = 0,3906; 

(*o+y. ^+-T“) = 125+1,5000 + 0,1953)0,25 = 0,3926; 

(* 0 + /i, j , 0 + fr«»)d = (-0,25 + 1,5000 + 0,3920)0,25 = 0,4106; 

ji, = j/ 0 +Ayo = l,5000 + 0,3920 = 1,8920 (las primoras-tres ciTras de esto ndmero; 
aproxiimado estdn garantizadas). 

Andlogamente so calculan los valoros de y 2 e y 3 . Los resultados do! 
calculo se recogcn en la tabla 1 . 

Cdlculo del valor do y 4 . Tenemos: 

1(x, y)=—x + y, /»= 0,25, * 4 = 1; 
y 0 = 1,5000, y, = 1,8920, y 2 = 2,3243, y 3 = 2,8084; 

^ = 1,5000, yj= 1,0420, yi- 1,8243, ^ = 2,0584. 

Aplicando la formula (5), hallamos: 

— 4 h 

yi = yo+ y (2y( — yi + 2yi) = 

= 1,5000+(2 • 1,6420 -1,8243 + 2-2,0584) = 3,3588; 
yi - / (**, ]T 4 )=-1+ 3,3588 = 2,3588; 

Vi = Mi. + y (Hi 4*4^3 + yi) — 

= 2,3243 +~y~ (2,3588 + 4-2,0584+1,8243) = 3,3590;. 
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Tnbla 1. Calculo de y lt y z e y 3 por el metodo de Runge y Kutta 
/ (x, y) — ~x-\-y\ h = 0,25 


Valor 
de i 

x t 

B 

a 

*<*> 

'(« + T- 

-+T) 


0 

0 

1,5000 

1.5000 

0,3750 

1,5625 

0,3906 

1 

0,25 

1,8920 



1,7223 

0,4300 

2 

0,50 

2,3243 

1,8243 

sBCi > 

1,9273 

0,4818 

3 

0,75 


2,0584 

0,5140 

2,1907 

0,5477 

Valor 
de i 

/(*i + T‘ 

. kp\ 
Ul + 2 ) 


/(*»+/*, 

yi+W) 


A !n 

i/i+i 

0 

1,5703 

0.3920 

1,6420 

0,4106 

0,3920 

1,8920 

1 

1,7323 

0.4331 

1,8251 

0,4502 

0,4323 

2,3243 

2 

1,9402 


2,0593 

0.5148 

0,4841 

2,8084 

3 

2,2073 

0,5518 

2,3602 

0,5900 

0,5506 

3,3590 


Obtenemos 1/4 = !//. = 3,3590 (las primeras tros cifras de esta aproximacidn 
estan garantizadas). 

De' forma analoga efectuaraos ol calculo de los valores de y 5 0 y 6 . Los 
resultados do oste calculo se incluyen cn la tabla 2 . 

De osta forma, finalraonte, tcnomos: 

y (1,5) = 4,74. 

4°. Metodo de Adams. I’ara la rcsoluci 6 n dol prdbloma ( 1 ) por 
cl tnelodo do Adams, partiendo de los datos inieiales y(x 0 ) = y n hallamos, 
por cualquier procodimionto, los sigufentes tros valores do la funcion quo 
se busca y (x): 

'Ji—y (^i)=.v (*o+>0. v 2 =y(*' 2 ,)=y(, x o+ 2h )' V3= m v( x 3)=v (*o+3fc) 

(estos tres valores so pueden obtenor, por cj., por medio del desarrollo de 
y(x) on serie do potencies (cap. IX, § 1C), o hallandolos por el metodo de 
las aproximaciones sucesivas (punto 1°), o emplcando ol de Runge y Kutta 
(punto 2 3 ) etc.). 

Vaiiendose de los mimeros x 0 , x t , x 2 , x 3 e y 0 , y t , y s , y 3 , calculamos las 
magnitudes q { , q 2 , q 3 , dondo 

</o=%i=A/(*o, y 0 ). q\=Wi=hi (*!, pi), 

<l 2 =hyi = hf (x 2l i Jz ), q 3 = hy' t =hf (x 3 , y 3 ). 

Despues, formamos la tabla diagonal de las diferencias finitas de la magnitud q. 
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1 

y 

a y = 

= J/re+l — 
— 1 In 

y' = 

= /(*, y) 

7 = 

= t/h 

A 9 = 

= 9n+l —9n 

A 2 g = 

= Ay n+1 - 
— Ay* 

A 3 y = 

= A 2 y n+1 — 
— A 2 y n 

*0 

Vo 

A l/o 

) (*o. vo) 

9o 

A90 

A 2 y 0 

A 3 9o 

*1 

vi 

Ay i 



A9l 

A 2 yi 

A 3 yj 

Q 

1/2 

A Vz 

i (* 2 . 1/2) 

D 

Ay 2 

A 2 y 2 

A 3 y 2 

*s 

V3 

Ay 3 

f(* 3. 1/3) 

93 

Ays 

A 2 y 3 


*4 

1/4 

Ay 4 

/ (*4- 1/4) 

94 

Ay 4 



*5 


A y 5 

/ (*5.2/5) 

95 




Xq 

Ue 








El melodo dc Adams consisto on continuar la tabla diagonal de difereri- 
cias valicndoso do la formula de Adams 

Ay n D 7n + " 2 " l + A*9 i»- 8+ "g" A 3 y«_ 3 . (7) 

Asi, utilizando los mimeros q 3 , Ay 2 , A 2 ?!, A 3 yo- situados diagonalmentc 
en la tabla de diferencios, valiendonos de la formula (7) y poniondo en 

1 5 3 

ella n = 3, calculamos Ay 3 ~y 3 -f-y Ay 2 -fA_ A 2 y t -+-■§-A 3 yo- Hallado el valor 

Acalculamos y 4 = y 3 -t-Ay 3 . Conociondo * 4 o y 4 , calculamos q i = hf (x 4 , y 4 ), 
incluimos y 4 , Aj/ 3 y y 4 on la tabla de diforencias y la completamos despuds 
con ias diforencias finitas Ay 3 , A 2 y 2 , A 2 yj, situadas, junto con y 4 , on una 
nueva diagonal paralela a la anterior. 

Despues, empleando los numeros de esta nueva diagonal, valiendonos 
de la formula (8) y ponicndo on ella re =4, calculamos Ay 4 , j s y g s y obte- 
nemos la siguiente diagonal: y 5 , Ay 4 , A 2 y 3 , A 3 y 2 . Con aynda de esta diagonal, 
calculamos el valor de y 9 de la soiucion y (x) que so busca y asi sucesiva- 
mente. 

Para calcular Ay, la formula de Adams (7) parte do la suposicion de 
quo las terceras diferencias finitas A 3 ? son constantes. En correspondencia 
con esto, la magnitud It del intervalo inicial del calculo se detormina de 
la desigualdad /t 4 < 10 _m (si se desea obtcner el valor de y (x) con exactitud 
hasta l0 -m ). 

En este sentido, la formula de Adams (7) es cquivalontc a las formulus 
do Milne (5) y de Runge y Kutta (3). 

La acotacidn de los crrores, para ol metodo de Adams, es complicada 
y prficticamente inutil, ya que, en genoral, proporciona resultados exagora- 
dos. En la practica se sigue la marcha de las terceras diferenciales finitas, 
eligiendo ol intervalo h tan pequeno, que las diferencias colindantes A 3 y,- 
y A s q<+i so difercncien entre sf, como maximo, en una o dos unidades del 
orden dado (sin contar las cifras do roscrva). 

Para elevar la exactitud del rosultado, la formula de Adams puode 
completarse con terminos que contengan las diferencias cuartas y mayoros 
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Tabla 2. Caleulo de y 4 , y b e y 6 por el iiu'todo de Milne 

f( x , y)=-x+y\ h = 0,25 
(Los datos inicialea se dan cn curslva) 



























































































Integration numerica de ecuaciones diferenciales ordinarias 


419 


de la magnitud q. A1 hacer esto, crece oi numoro de los pritneros valores 
do la funcion y qne so neccsitan para comonzar a lienor la tabla. Las 
formulas de Adams para obtencr exactitudes olovadas no las vamos a expo- 
ner aqui. 

Ejemplo 2. Calcular, por el metodo combinado de Ruuge y Kutta 
y Adams, para * = 1,5 y con una exactitud hasta 0,01, el valor de la solu- 
cion do la ecuacion diforencial y' = y—x, con la condicidn inicial de que 
y (0) = 4,5 (v6ase ol ej. 1). 

Soluci6n. Empleamos los valores do y t , y 2 . ’J 3 , que obtuvimos al 
resolver el problema 1. Su ciUculo se da en la tabla 1. 

Los valores siguientes do y b , j/ 6 , los calculamos por el metodo de 
Adams (v6anso las lablas 3 y 4). 

Tabla 3. Tabla principal para el calculo de y K , y b o y a 
por el metodo de Adams 

1 (*, y) = —*+y; /»=0,25 
(Los datos inicialos se dan en cursiva) 


ICJ 


!/i 


y\= 

= 1 (*i. Vi) 

?i = 

=v\ h 

A?i 

A*<?( 

A 3 <H 


a 

1,6000 

Will 

1,5000 

0,3750 

0,0355 

0,0101 

0,0028 

1 

0,25 

Dl 

III 

1 

1,6420 

0,4105 


0,0129 

0,0037 

2 

0,50 

EOI 

in 

1 

1,8243 

0,4561 



0,0047 

3 

0,75 

2,8084 

0,5504 

2,0584 

0,5146 

0,0751 



4 


3,3588 

0,6356 

2,3588 

0,5807 


ni 


5 

1,25 

3,9944 

0,7450 

2,7444 

0.6861 




0 

1,50 

4,7394 








Respuesta: 4,74 

El valor y 6 = 4,74 sera la respuesta del problema. 

En los casos de resolucidn de los sistemas (4), la formula do Adams (7) 
y el esquema dc ciilculo quo se mucstra en la tabla 3, so utilizan separa- 
damento para cada una de las funcioncs y (*) y z(x). 

Hallar tres aproximaciones sucesivas de las soluciones de las ecua¬ 
ciones diferenciales y de los sistemas siguientes: 

3176. y' = **+y a ; y(0) = 0. 

3177. y'=x- l r y + z, z' = y — z; y(0) = l, z(0)= — 2. ' 

3178. y" — — y\ y(0) = 0, »'(0) = 1. 
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Tabla 4. Tabla auxiliar para el calculo por el metodo de Adams 

Ai/< = ?i +-^- A9/-i + -j 2 -A 2 gi_ 2 -f A*q,_ 3 


Valor 
da i 

31 

1 . 

Y A «'-t 

12 A 


A3i 

3 

0,5140 

0,0293 

0,0054 

0,0011 

0,5504 

4 

0,5897 

0,0376 

0,0069 

0,0014 

0,6356 

5 

0,6801 




0,7450 


Calcular aproximadamente, por el metodo de Runge y Kutta, 
suponiendo que el intervalo esh= 0,2, las soluciones de las siguien- 
tes ecuaciones diferenciales y sistemas, para los intervalos que 
se indican: 

3179. x' = y-x; p(0) = l,5 (0<*<1). 

3180. y'=JL—yt. t 1 /(i) = i (1<*<2). 

3181. y' =z-f-1, z'=y—x, y(0) — 1, z (0) = 1 (0<x<l). 

Valiendose del metodo combinado de Runge y Kutta y Milne 
o de Runge y Kutta y Adams, calcular, con exactitud hasta 0,01, 
los valores de las soluciones de las ecuaciones diferenciales y sis¬ 
temas que se dan a continuacion, para los valores del argumento 
que so indican: 

3182. 1 / = x + y, y = l para x = 0. Calcular y para 2 := 0,5 

3183. y' = x* + y; y = 1 para x = 0. Calcular y para x=i. 

3184. 1 / = 2y — 3; y = i para x = 0. Calcular y para x = 0,5. 

3185. ( V'--* + 2 y+z, 

1 z' = x+2y + 3z; y = 2, z= —2 para z = 0. 

Calcular y y z para 3 = 0,5. 

3186. [ y ' = ~~ 3 V~ Z ' 

[ 2 ' = y— z; y = 2, z =—1 para x = 0. 

Calcular y y 2 para x = 0,5. 

3187. y" — 2 — y\ y = 2, y' — — 1 para 2 = 0. 
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Calcular y para *=1. 

3188. y*y' +1 = 0; y —1, j/'==0 para x = l. 

Calcular y para 2=1,5. 

3189. +4 cos 2 *=°; *= 0 *P ara 

Hallar a:(ji) y x' (n). 


§ 6. Calculo aproxlmado de los coeflclenles de Fourier 

Esquoma do 12 ordcnadas. Sean «„■==/ (*n) (' ,= = 0 > 1, 12) 

los valores do la funcidn j/ = /(*) en los puntos equidistantes * n = -g~ dei 

scgmento 10 , 2 a], al mismo tiempe quo vo=ya- 
Formamos las talilas: 



</0 Ul Vz t/2 Vi 'JS Vo 
uit yio vo v& vi 

sumas (2) 
diferenc. (A) 

u 0 Ui u 2 u 3 u 4 us u 8 
u, t > 2 v 3 £>* £>3 



«o “1 “2 u 3 

«0 “5 “* 


£>1 £>2 "3 

t>5 Vi 

suinag 

1 *0 S 1 s 2 s 3 

sumas 1 

0 , 0 2 O 3 

diferenc. 

1 t 0 *1 *2 

diferenc. 

Ti t 2 


Los coeficientcs do Fourier b n («=0 1 , 2, 3) de la luncidn !/■=/(*) 
se puoden hallar aproximadamente por las formulas: 


66j = 0 , 50 ) + 0,86602+03, 
Cb 2 =0,866 (t! + T 2 ), 
663 = 01 — 03 , 


(1) 


6a 0 —so+ i i + s 2+ s 3* 

6ai = r o + 0,866 1 1 -f-0,5 

6 a 2 =So— S 3 + 0,5 (Sj — s' 2 ). 

6a 3 = <o — * 2 * 

dondo 0,866 = 1 —■ 30 "- 

Tenemos: 

3 

;/(*)«*- 22-+2 {a n cos m-)- 6 n sen nx). 
n=l 

Se omplean tambidn otros esquemaa. Para facilitar el cdlculo se utilizan 

Pifln E ! /emplo. Hallar el polinomio de Fourior para la funcion !/ = /<*) 
( 0 <z< 12 n), dada por la tabla 
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ft 

ft 

Vi 

ft 

ft . 

ft 

i/6 

ft 

y io 

fti 

38 

38 

12 

4 

14 

a 

-18 

—23 

—27 

-24 

8 



S o 1 u c i 6 n. Formamos las tablas: 



38 

38 

12 

4 

14 

4 

-18 

y 1 


32 

8 

-24 

-27 

-23 


u 

38 

70 

20 

-20 

—13 

—19 

-18 

V 


6 

4 

28 

41 

27 



1 38 

70 

20 

-20 


a 

4 

28 

“ 1 -18 

-19 

-13 


V 

27 

41 


s I 20 

51 

7 

-20 

<j 

33 

45 

28 

t \ n 58 

89 

33 


T 

-21 

-37 



Por la formula (1) tenemos: 

a 0 = 9,7; a, = 24,9; a 2 =10,3; a 3 = 3,8; 

6, = 13,9; 6 2 = —8,4; 6 3 =0,8. 

Por consiguionte, 

/ (*) 4,8 + (24,9 cos x+ 13,9 sou x )+ (10,3 cos 2r- 8,4 sen 2 x) + 

+ (3,8 cos 3x+0,8 sen 3x). 
Valiendose del esquema do 12 ordenadas, hallar los polinomios 
de Fourier para las funciones siguientes, dadas en el segmento 
}0, 2n\ por las tahlas de sus valores, correspondientes a los valo- 
res equidislantcs del argumento (i/ 0 = j/i 2 ); 


3190. y 0 = —7200 

y 3 = 4300 

ft-7400 

ft = 7600 

o 

o 

CO 

ll_ 

1/4 = 0 

1 / 7 = —2250 

fto = 4500 

ft = 700 

y s = -5200 

ft =3850 

fti = 250 

3191. y o — 0 

1/9=9,72 

1/6 = 7.42 

ft = 5,60 

ft = 6,68 

. 1/4 = 8,97 

i/, = 6,81 

fto — 4,88 

1/2 = 9.68 

1/5 = 8.18 

ft- 6,22 

ft i = 3,67 

3192. i / 0 = 2,714 

If*-1.273 

i / 6 = 0,370 

ft = -0,357 

ft = 3,042 

ft = 0,788 

1/7 = 0,540 

fto = —0,437 

ft = 2,134 

i / 5 = 0,495 

ft = 0,191 

fti = 0,767 


3193. Caleular unos cuantos primeros cooficioules de Fourier, 
por el esquema de 12 ordenadas, para las siguientes funciones: 

a ) /( I > = 2 ^r( ;c3 — 3nz z + 2n 2 x) (0<a:<2n), 

b ) f( x ) = -jT (*—»)* (0<a:<2n). 




















SOLUCIONES 


Capitulo I 


1. Solucion. Como a = (a — b) + b, tcndremoa que |«|<|« —H + \&|. De 
donde |« —6] >| a I —|&1 y | a —6 |■= I 6 — a | >16 | —I a | Por conslguieute, 
| «_6 I > If a — |5|l. Ademas, [a — b |= (a +(— &) I -*&. I « 1 +|— & j — l« 1 + 1 H 
3 . a ) _2<x<4; b) x< —3, x > 1; c) — i <x<0; d) x >0. 4. —24; —6; 


0; 0; 0; 0. 5. 1; 1 4 - ; Vl|x|-iyi-fx*; 1/Vl + **- 6. n; 


0 . 


7. /(x)---|x + -|-. 8. f(x) 
11. a) -1 <i< +co,^b) —co 


7 , 13 . , 

- — x 3 —a -j-1. 

C o 


9. 0,4. 


10 . 


tw. --^ 12. (—co, —2), (—3, 2), (2,+co). 

13. a)-co<x<-V2, V2<*<+co; b)x = 0,|x| >V2. 14. 

H o s o 1 u c i 6 a. Dobo ser 2 + x — x* > 0, o x 3 — x — 2<0, es decir, {x + l)X 
x(x —2)<0. Do donde, oi+l>0, x-2<0, o.s decir, — l<x<2;opor 
el contrario x + 1 «-0. x — 2>0, es decir. x<—l, x >2, lo que no es posi- 
ble. Do estft forma, — 1*C*«£2. 15. —2<i<0. 16. — co < x 1, 

<x<l. 17. —2 < x < 2. 18. —1<*<1. 2<x< +co. 19. — 


20. l<x<100. 21. (* = 0, ±1, ±2,...). 22. q>(x)=. 

= 2x4 — 5x2 — 10, q>(x)= — 3x» + 6x. 23. a) Par; b) impar; c) par; d) impar; 
e) impar. 24. Indicacidn. Empldcse la idcntidad f (x) [f (x)-j- 

_f_/ (— a;)]-f--i-— /( — *)]. 26. a) Periodica, = b) poriddicu, T 

= c) poriddica, d) periodica, 2’=n; e) aperiddica. 27. y = 

si 0 < * < e; y=5. si c<x^a; x», si 0<x<c; S = bx— 

~Y, si c<x<a. 28. m = q,x cuando 0 < x < if, m=g 1 / 1 + 92 (x —1,) 
cuando ii<x^i t + Z 2 i ,n= 7i*i ■f-<i8**+tf3( z — *i — cuando ii + i 2 <x^ 
<i,-H 2 +i 3 =J- 29.<p(i|)(x)) = 2 3 *;i|)(ep(x)) = 2 x!1 . 30. x. 31. (x + 2) 2 . 37. —y; 


0 ; . 38. a) y=0 cuando x=— 1 , y >0 cuando x>— 1 , y<0 

cuando *<— 1: b) y = 0 cuando x=—1 y x = 2, y >0 cuando — l<x< 
2, y<0 cuando —oo<x< — 1 y 2<x< +co;_ c) y >0_ cuan¬ 
do—co< x< +co; d) y = 0 cuando x = 0, x=—V3y x= >'3, y>0 
cuando — y3_<x<0 y 1/3 <i<t<», y <0 cuando — co<x< —Y3 
y 0<x< 1/3; e) y = 0 cuando x = l, y>0 cuando — oo<x< — 1 y 1< 
< x <-fco, y < 0 cuando 0< x < 1. 39. a) x^s-*- (!Z — (—co<l!Z +°°)'> 



424 


Soluciones 


1>) x=Vy+f y * = — Vy+4 (— l<y<+oo); c)x-f 1 — y* (—co< y< 
<+co); d) a: = 2-lOV{-co< y<+cc); 0 ) x = -i tgy ( -y<y< IL'j . 
40. X = y cuando — co<y<0; x = \/y cuando 0<|/<+cx>. 41. a) y=u 10 , 
u = 2x— 5; b) y = 2 U , u = cosx; c) y = Jgu, tt=tgi\u = y ; d) y — arcsen a, 

u = 3 u , f=— i 2 . 42. a) y=sen*x; b) y = arctg y'jgx; c) y=2(x 2 — 1), si 
I *|<1, e y = 0, si |x|>l. 43. a) y=- cos**, V 5 < | * | < V^F; b) y = 
= lg (10 —10*), —c»<x<i;c) y = y cuando — co<x<0 e y = x cuando 

0<^<+O3 > . 46. Indicacion. Vease el apondico VI, fig. 1 . 51. Indi¬ 
cacidn. Completaudo cuadrados en el trinomio de segundo grado, 
tendromos y = y 0 -f-o (*-x 0 ) a , dondo x 0 =— bj'Za 'e y 0 = (4ac~ b*)/4a. De 
donde la grafica quo so busca es la parabola y=ax*, desplazada a lo 
largo del eje OX en la magnitud x 0 y a lo largo del eje OY un 
la magnitud y 0 . 53. Indicacion. Vease el apendice VI, dibujo 2. 
58. Indicacion. Veaso el apendice VI, dibujo 3. 61. Indicacion. 


Esta grafica representa de por si la biperbola y=—, desplazada a lo 

laigo del eje OX on la magnitud x 0 y a lo largo del ejo OY en la magni- 
tud^ y°^2. Indicacidn. Separando la parte cutera, tendremos y=- 

“- 3 — 5 -/ (*+y) (comparese con ol Jfe 61 ). 65. Indicacion. 

Vdase el apendice VI, dibujo 4. 67. Indicacion. Vease ol apondico VI, 
dibujo 5. 71. Indicacion. Vease ol apendice VI, dibujo 6 . 72. Indi- 
ca c i 6 n. Vdaso el apdndice VI, dibujo 7. 73. Indicacion. Vdase el 
apendice VI, dibujo 8 . 75. Indicacion. Vease ©1 apendice VI, dibujo 19. 
78. Indicacidn. Veaso el apda dice VI, dibujo 23. 80. Indicacidn. 
Vease el apendice VI, dibujo 9. 81. Indicacion. Veaso el apondico VI, 
dibujo 9. 82. Indicacidn. Vease el apendice VI, dibujo 10. 83. Indi¬ 
cacidn. Veaso el apondice VI, dibujo 10 . 84. Indicacidn. Vease el 
apondico VI, dibujo 11 . 85. Indicacidn. Vease el apdudice VI, dibujo 11. 
87. Indicacidn. El periodo de la funcion 7’ = 2n/n. 89. Indicacidn. 
La grafica quo so busca es la sinusoide y = 5 sen 2x con amplitud 5 y porxo- 
do n, desplazada hacia la derecba a lo largo del ejo OX en la magnitud 
\ 

ly. 90. Indicacidn. Poniendo a = A cos 9 y b = — A sea (p, tendremos 


y = 4 sen(x— 9 ), donde A = y a 2 -hb 2 y 



En nuestro case. 


■4 —10, <p = 0,927. 92. Indicacidn. cos 2 x=y (l-f-cos2*). 93. Indi¬ 
cacidn. La grafica quo se busca es la suma do las graficas y,=x 0 y z ~ 
= senx. 94. Indicacidn. La grafica quo s© busca es el producto do las 
graficas == x e f/ 2 = son x. 99. I n d i c a c i 6 n. La funcioii es par. Para 
x>0 determinamos los puntos para los cuales 1) y = 0; 2) y = l y 3) y = 
=7 —;1- Cuando x > -j-co y —*• 1 . 101. Indicacidn. Vease el apendice VI, 
dibujo 14. 102. Indicacidn. Vease el apendice VI, dibujo 15. 
103. Indicacion. Vease el apondico VI, dibujo 17. 104. Indicacidn. 
Veaso el apendice VI, dibujo 17. 105. Indicacidn. Vease el apendice VI, 
dibujo 18. 107. Indicacidn. Vease el apendice VI, dibujo 18. 118. I n di¬ 
ce c i d n. V 6 ase el apendice VI, dibujo 12. 119. Indicacidn. Veaso el 
apendice VI, dibujo 12. 120. Indicacidn. Vease el apendice VI, dibujo 13. 
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121. Indicacidn. Veaso e! apendice VI, dibujo. 13- 132. Indicacidn. 
Veaso cl apendice VI, dibujo 30. 133. Indicacidn. Vdase el apendice VI, 
dibujo 32. 134. Indicacion. Vease ol apdndice VI, dibujo 31. 138. In¬ 
dicacion. Vease el apendice VI., dibujo 33. 139. Indicacion. Vease 
el apendice VI, dibujo 28. 140. Indicacion. Vdase el apendice VI, 
dibujo 25. 141. Indicacion. Formamos la tabla de los valorcs 



0 

D 

2 

3 

B 

— 1 

m 

Q 


D 

i 

8 

27 

B 

—1 

-8 

-27 

y 

0 

1 

4 

9 


1 

4 

9 


Conslruyendo los puntos (x, y) obtonidos, rosulta la curva buscada (vease 
ol apendice VI, dibujo 7). (E! pardmetro <, al hacer esto. no se inarca gco- 
mdtricamente). 142. Vease el apendice VI, dibujo 19. 143. Vdaso ol apen¬ 
dice VI, dibujo 27. 144. Veaso el apdndice VI. dibujo 29. 145. Viase el 
apendice VI, dibujo 22. 150. Veaso el apdndice VI, dibujo 28. 151. Indi¬ 
es c i 6 n^Resolviendo la ecuactdn con respecto a y, obtenomos y = 
= ±:'\/'25~x i . Despuds de lo cual cs fdcil construir la curva quo se busca 
por puntos. 153. Vdaso el apendice VI, dibujo 21. 156. Vease el apendice VI, 
dibujo 27. Basta construir los (x, y) correspondiontes a las abscisas 

x = 0, ± 4 -, ±a- 157. Indicacidn. Resolviondo la ocuacidn con res- 

pecto a x, tendromos x = 10 Igp— y(*). De donde obtenomos los puntos (x, y) 
de la 'urva quo se busca, dandole a la ordenada y valores arbitrarios (y >0) 
y calculando por la f6rmula (*) la abscisa x. Debe tenerse en cuonta, que 
lg y —— co cuando y —> 0. 159. Indicacidn. Pasando a lps coordenadas 

poiares r — y 2 y tg(p = y , tendremos r = e v (vease ol apendice VI, 

dibujo 32). 160. Indicacidn. Pasando a las coordenadas polaros x = 

= r cos <p o y = rsenq), tendremos r _ 3 sen q> cos y ( v £ ase e j a pg n dice VI, 
T T cos J ■p-t-sew 1 <p 

dibujo 32). 161. F=32 + 1,8C. 162. y = 0,6x (10-x); y mfiJ1 = l5 para x = 5. 

163. y = ^ senx; y |nfix =:y para x = y. 164. a) x,=y, x 2 = 2; b) x = 

= 0,68; c) x^l.37, x 2 = 10; d) x = 0,40; e) x=l,50; f) x = 0,8G. 165. a) x t =2 T 
i/j =5; x 2 = 5, y 2 = 2; b) xj - —3, y\ = —2; x 2 = —2, y 2 = —3; x 3 = 2, i/ 3 = 3; 
x 4 = 3, t/ 4 = 2; c) x, = 2, yj = 2; x 2 as3,1, y 2 «= — 2,5; d) xj^ — 3,6, y,«&•— 3,1; 

x 2 *te—2,7, y 2 «:2,9; x 3 «s2,9, y 3 «;l,8; x 4 as3,4, i/ 4 *s —1,6; e) x,= y, 
y,= V±- x 2 =^, y 2 =—!166. t.>^: a) n >4; b) n>10; c) 77> 

>32. 167. 77 >-^— i—N: a) TV =9; b) N = 99; c) IV = 999. 168. d=y(e< 

<1). a) 0,02; b) 0,002; c) 0,0002. 169. a) lgx<— N cuando 0<x<6(iV); 
b) 2* > N cuando x > X (N); c) | / (x) ] > A” cuando | x | > X (N). 170. a) 0; 

b) l; c) 2; d) J.171. 172. 1. 173. —1 . 174. 1. 175.3. 176. 1. 
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Soluciones 


*> A 

177. 178.—. lndicacion. Emplear la formula l 2 -f2 2 -f-... + « 2 = 

4 o 

=i- n(n + l) (2n + l). 179. 0. 180. 0. 181. 1. 182. 0. 183. co. 184. 0. 185. 72. 
6 

186. 2. 187. 2. 188. co. 189. 0. 190. 1. 191. 0. 192. co. 193 —2. 194. co. 
195. -j. 196. a -=±. 197. 3**. 198. -1. 199. y. 200. 3. 201. j. 202. ~ . 

203. —4- 204. 12. 205. 4 . 206. — 4 • 

56 2 3 

210. —4. 211. 0. 212. 4-' 213. 


. 1 . 

1 

*>/io 1 

inn ^ 

-77T . 

2 V* 

-...__ . 

3 far 2 

1 

2 

. 215. 0. 216. a) 4 sen 2; 

A 

1 

222 . cos a. 

223. — son a. 


224. 

231 


ji. 225. cos a>. 226.-^ 227. a) 0; b) 1. 228. — . 229. 4 230. 0. 

y 2 51 ^ 

. 232. 233. • 234. 1. 235. -| . 236. J- . 237. --i. 

238. 239. 4- • 240. 1. 241. 1. 242. 4 • 243. 0. 244. ~ . 245. 0. 246. e"i. 

4 4 2 

247. <?*. 248. «?-i. 249. <?-■». 250. «*. 251. c. 252. a) 1. Rcsolucion. 

1 

_l_ _1_ ~x 

lim (cosi)* = liml —(1 —cos*))* =lim(l —2sen a 4^ =Hm f ( 1—2 sen 2 X 
*-*•0 x -*0 x ->0 ' “ ' *-*0 L \ 

' * ' rv 



llm 

*-v0 


. Como lim 
x-.0 


(-=£)- 


7 - 1= — 2-l lim t = 0 , tendremos lim (cos x) x = 
4l 1 x -*o 4 a-.o 


x-»0 


4 

= Resolncion. Analogamcnte al anterior (vease a), 

V« 


liin (cos t) 
.x-»0 


JL .in, 

i * 2 e * - ’' 0 ' ** ' 


Como 


lim 

x-»o 


— 2sen a 44 
^ / 


/^V**] 1 

A I / 4z T 2 ' 


J_ __L x 

— —i-, tendremos lim (cos z)* 3 = e 2 =—p 
x -*0 \/e 


— 2 lim x 
x-*0 


253. In 2 


254. 10 Ig e. 255. 1. 256. 1. 257. — . 258. 1. lndicacion. Ponor e* — 

Ce 

— l = a, dondect—> 0. 259. In a- lndicacion. Emplear la idonlidad 


1 


.a - « lna . 260. In a. lndicacion. Ponor —-=a, donde a- 

n 


• 0 (vease el 
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JS 259). 261. a—b. 262. 1. 263. a) 1; b) i-. 264. a) -1; h) 1. 265. a) -1; 

b) 1. 266. a) 1 ; b) 0. 267. a) 0; b) 1 . 268. a) -1; b) 1. 269. a) - 1 ; b) 1 . 
270. a) — co; b) -fco. 271. Resolucion. Si x 4= kn (0 = 0, ±1, ±2, ...), 
COS a *<l e tf = 0; si, por el contrario x=kn, cos 2 x=l o 0 = 1. 272. y — x 

cuando 0 <;*< 1; 0 = -^- cuando x=i; 0 = 0 cuando x>l. 273. 0 = |x|. 

274. 0 =—y cuando x < 0; 0=0 cuando x = 0; 0 = y cuando z > 0. 

275. 0 = 1 cuando 0<x<l; 0 = x cuando 1 <x< + co. 27G. ^ . 277. x,—*■ 

—* — 4- ; * 2 —>co. 278. n. 279. 2 nfl. 280. — ^ . 281. 1 4 • 282. ^ e?Z + 1 . 

o e — 1 3 jt_ 

lb e 2 —1 

284. lim <4C rt = —. 285. . 286. 0 = 1 , 5 = 0; !a recta y = x es asintota dc 

la curva 0 —^ji|. 287. <$ n) = <? 0 (1 , donde li es el coeficieute 
de proporcionaiidad («rogla de intercs c»mpueato»); Q t = Q a e ut . 288. |x|> 
>-i; a) | x 1 > 10; b) | x | > 100; c) |x|>1000. 289. |x-l|<-l cuando 
0<e<l; a) |x-l|<0,05; b) |x-l|<0,005; c) | x-1 |< 0,0005. 
290. |x-2|<~=6; a) 6 = 0,1; b) 6 = 0,01; c) 6 = 0,001. 291. a) seg.mdo; 

b) tercero. -j , ~. 292. a) 1 ; b) 2; c) 3. 293. a) 1 ; b) ; c) A; d) 2; 

e) 3. 295. No. 296. 15. 297. -1. 298. -1. 299. 3. 300. a) 1,03(1.0296); 
b) 0.9 85 (0,9 849); c) 3,167(3,1623). Indies cion. l/l0=V»+l = 

=■3]/ 1 +- 5 -; d) 10,954(10,954). 301. 1) 0,98(0,9804); 2) 1,03(1,0309); 
3) 0.0095(0,00952); 4) 3.875(3,8730); 5) 1,12(1,125); 6 ) 0,72(0,7480); 
7) 0,043(0,04139). 303. a) 2; b) 4; c) -i; d) ~ . 307. Indicacion. Si 

x > 0 , cuando |Ax|<x, tenemos | V*+Ax— V*l = l Ax |/(y x+Ax+V*) < 
<|Ax|/l/x. 309. Indicacion. Utilizer la desigualdad |cos(x-fAx) — 
— cos x | <^ | Ax |. 310. a) x rjfe i-f-A-ji, donde k es un numero entcro; b) x =p 

= 5 ^ kn, donde k es un niimoro entero. 311. Indicacion. Utilizer la de¬ 
sigualdad ||x-|-Ax| — |x||<|Ax|. 313. .4 = 4. 314. /(0)=1. 315. No. 

31G. a) / (0) = n; b) /(0)=yj c) / (0) = 2; d)/(0)=2; e) /(0)=0; f) /(0) = 1. 

317. x = 2, es un punto de disc-ontinuidad de 2 a cspecie. 318. x=—1, os un 
punto de discontinued evitable. 319. x= —2, os un punto de discontinui- 
dad de 2 a especie; x = 2, es un punto de discontinuidad evitable. 320. x = 0, 
es un punto de discontinuidad de l a espocie. 321. a) x = 0, es nn punto de 
discontinuidad do 2 a especie; b) x = 0 , es un punto de discontinuidad evi¬ 
table. 322. x = 0, es un punto de discontinuidad evitable, x=kn (0 = ± 1, 

±2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 323. x = 2n/t + y (fc = 0, 

± 1, ±2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 324. x = frji (fc = 0, 
±1, ±2,...), son puntos do discontinuidad infinita. 325. x = 0, es un 
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punto do discontinuidad de l a especie. 326. x=—i, es un punto de discon- 
tinuidad evitable; ar=1, un punto de discontinuidad de l a especie. 327. x = 
= —1, os un punto de discontinuidad de 2 a especie. 328. x = 0, es un punto 
do discontinuidad evitable. 329. x = l, es un punto de discontinuidad de l a 
ospocio. 330. x = 3, es un punto do discontinuidad de l a especie. 332. x = l, 
os un punto de discontinuidad do l a ospocie. 333. La funcion es continua. 
334. a) x = 0. es un punto de discontinuidad de l a especie; b) la funcion 
es continua; c) x = kn (k, es un numero entero), son puntos do discontinui¬ 
dad do l a especie. 335. a) x = k ( k, es un nuinero entero). son puntos de 
discontinuidad do l a especie; b) x = k {!; ^ 0, es un ntimero entero), son 
puntos de discontinuidad de l a especie. 337. No. porquo Ja funcion y — E(x) 
es discontinua cuando zcl. 338. 1.53. 339. Indicacion. Demostrar, 
quo cuando x 0 os suficientemonte grande, tenemos P (~-x 0 ) P (x a )<,0. 


Gipltulo II 

341. a) 3; b) 0,21; c) 2fe + /i 2 342. a) 0,1; b) -3; c)fa+h-f T. 344. a) 624; 
1560; b) 0,01; 100; c) -1; 0,000011. 345. a) aAx; a; b) 3x 2 Ax + 

+ 3*<4.)*+<A»)>: 3 I .+3,4, + (4 I ). ; C ) - %+<$' ; ~ ’ 

djVSFB-^ y^- x+y7 > •> 

f) ia * + A * ; J_] n (i + *£) . 346. a) -1; b) 0,1; c) —h\ 0. 347. 21. 

348. 15 cm/seg. 349. 7,5. 350. -il f L. 351. /'(*) = 

« lim / , (* _ + A. *)-/(?> , 352 . a) * 2 .. b) lim 4 $-, donde <p, es la 

A*-0 Ax ' At ' At At—0 A t T 

AT dT 

magnitud del ungulo do rotacion en el instante t. 353. a) ; b) -jj- = 

= lim . donde T cs la temperatura on cl instante t. 354. = 

Al—0 At dt 

== lim , donde Q es la cuntidad de substancia en el instante f. 
At-0 At 

355. a) I b) lim -^L. 356. a) -J-^-0,16; b) —^-^—0,238; 

Ax &x-rQ Ax 6 12 


c) 


50 


201 


— 0,249; p ^._2 = —0,25. 357. soc 2 x. Resolucion. y’■■ 


lim 


sen Ax 


= lim sen . Ar X 


Ax-0 Ax 


^ Hm tg(x + Ax)-tgx _ 

Ax— 0 Ax AX— 0 Axcos x cos (x + Ax) 

X lim —-- 1 -.-,-- = —L— = sec 2 x. 358. a) 3x 2 ; b) L ; c) . - 1 — ; 

Ax->0 COS X COS fx-f-Ax) cos 2 x x* 2 yx 

d) 359. JL. Resolacida- /'(8)= lim /<B + A»)-/(8)_ 

sen 2 x _ 12 Ax— 0 Ax 

= lim ¥±±±*-11= lim _ 8 + A *~ 8 _ 

Ax-0 Ax ax- 0 Ax[f(8 + Ax)*-)-f(8+A*)8-}- 1 |r8 2 J 


lim 


Ax-0 ^ r (8+Ax) 2 + 2tf r 8+Ax + 4 12 

361. x,=0; x 2 = 3. indicacion. La i 


= 360. /'(0)=—8, /' (1)=0, f (2)=0. 


ecuacidn f (x) = f (x) para la funcidn 
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dada tiene la forma 3x a = x s . 362. 30 m/scg. 363. 1, 2. 364. —1. 
365. /'(x 0 ) =— r -. 366. —1; 2; tg<p = 3. Indicacion. Empleense los 

Xq 

resultados del e jompl o 3 y del problema 365. 367. R e s o 1 u c i 6 n. 

a) */' (0)= lim f (Aj)8 -= lim —L~. =co; b) f (1) = lim K T±MLzl = 
Ax->0 Ax Ax-*0 ^ Ax Ax-*0 Ax 


(2& + 1 


«== lim 
Ax-*0 


= lim 
Ax-. —o 




n + Ax j 


I s en Ax 
Ax 


0 Ai 

sen Ax | 


1. 368. 5x 4 — 


AX-.+0 AX 

— 12x2 + 2. 369. —4- + 2a: — 2l3 - 37 °- 2aa: + 6 ' 371 - ~• 372 - maim_1 + 

u Cl 


-\-b(m+n)t m+n ~i. 373. 


5 

376, Indicacion. p=*x a x 8 = x 3 


. 374. —. 375. 2x 

VV + fr 2 ** 

2 8 

377. 46 


378. b \ ad . 379. ■ 380. 

(c + rfx) 2 (x 2 — 5x-t-5)2 

4 

382. 5cosx—3scnx. 383. .... ■ 384. 


1 —4x 
x 2 (2x— l) 2 
— 2 


3x 2 ]/ x 


3 

-5x 2 -3x-4 

2a 

3x f 3 


. 381. 


VT(i-Vi)* 
385. « 2 sonl 


sen a 2x ‘ (sen x — cos x) 2 

386. p'=0. 387. ctg x- %— . 388. arcsenxH- X 389. xarctgx 

sen 2 x y i _ j;3 

390. s B e*(x + 7). 391. *«*. 392. e x . 393. 394. e* (cos x - sen x) 

395. x 2 e*. 396. ( arc sen xH- 1 ) . 397. i n .* ~ 1> . 398 . 3x 2 In x 

V Vl — x 2 / !n a * 


399. 

402. 


In x 


x n x 2 x 2 ' 
2x ch x—x 2 sh x 


V 

400. 


2 In x 
x In 10 


1 


ch 2 x 


401. shx + xchx 
— 3 (x lnx + sh xch x) 
x In 2 xsh 2 x 


403. — th 2 x. 404. 

... —2x z ... 1 , 1 1 x—y*x 2 — 1 Arcbx 

405. --j. 406. — - Arsh x-^- - are son x. 407.-^- , - 

i-x* VI—x* Vl + x 2 *8V* B — 1 


408. 


V 

1 + 2x Arcth x 


(1—X 2 ) 2 

412. 16x (3 + 2x 2 ) 3 . 413. ■ 

416. -l/jVli-l. 418. 


Vl+x 2 
3o ^ ax + 6 

x 2 —1 


410. 


414. 


yi-x 2 

l^tglx + tg«x . 419 


411. 

415. 


V 

12nt + 18t 2 p 
bxi 


f<a+tx»)‘ 2 


■1 


cos 2 x 


420. 2 —15 cos 2 x sen x. 421. — AA ^ ?A • Indicacion, x = sen _2 i+cos _2 r 


sen 3 2< 


422. 

425. 


sen x 


423. 


(1 —3cosx) a ‘ cos 4 1 

2 cos x , 3 son x 


-. 424. 


2sen 2 x yctg x 
= sen- 2 i+c 
3 cos x + 2 sen x 


3f 


sen x 


cos 4 x 


426. 


2 V 15 sen x — 10 cos x 


2 y 1 — x 2 yi + arc sen x 
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427. 


_1_ 3 (arcsen x) 2 /00 _ — 1_ 

2(1+*2) (/ai'Ctg x Vl—** ' * ' (1 + x2 ) (arctg x) 2 ' 

2e*—2* In 2 , 5 In 4 s 


429. ** + ”*+ 1 430. 

2 l/x«* + x 

X cos (x 2 — 5x +1)-- 


(2c*—2*+1)2 


. 432. (2x—5) X 


x 2 cos 2 — 


. 433. — a sen (ax + p). 434. sen(2£ + <p). 


435. —2 


440. 


sen 2 x 

— 1 


436. 


441. 


-— . 437. x cos 2*2 son 3*2. 439. - — , 

sen 3 — xV^-1 

a 


— 1 
1 + x 2 


442. 


— 1 


443. — lOxe 


-*a 


2\/x—xi 1+x= - 1+x 2 

444. —2*5“** In 5. 445. 2xl0 2 * (1 +x In 10). 446. sen 2' +2< £ cos 2< In 2. 

447. —■ 448. 5-4—. 449. ctg x\ge. 450. - 451. 21n * — 

yi_ e 2* 2x + 7 b * 1 —x 2 x 

1 452. _ fri+? eo » x > VTEElli 453. -_ -l _4- 


x In x 


(c*+ 5 sen x—4 arcsen x) l/l— * 2 
. 454. 1 • 1 


(1 + 111 2 x) x ‘ 

...... . . -=-. 455. Rosolucion. 

(1 +x 2 ) arctg x 2x l/lnx + 1 2( Vx + x) 

y' ■= (sen 3 5x)’ cos 2 y + sen 3 5x ^cos 2 yj *= 3 sen 2 5x cos 5x-5cos 2 y + 
+ son 3 5x-2cosg ( — sony j — = 15 sen 2 5x cos 5x cos 2 y —— sen 3 5x cos X 


x T sen T • 456 - 


4*+ 3 
(x-2) 3 


457. 


459. 


462. 


* —1 


x 2 \ 2x 2 — 2x + l 

( 1 +y *) 3 


460. 


x 2 +4x — 6 
(x-3)» • 

1 


V («*+**)* 


458. 

461. 


(1— x 2 ) 4 ' 
x 2 

1/(1 + * J )» 


. 403. x»f(l + x 3 ) 2 . 


464. 


j/(x-l)»(* + 2)S 


465. 4*(.-a*)(.+5«*). 466. ■ “ 7 ' 

3x 2 +2(a + 5 + c)x + a 6 + 6 c + ac 


468. 

470. 

473. 


a —3x 


2V«-« 


469. 


2 (/(x + fl)(x + fc)(x + c) 


1+2 Vy 


!/ — “ 


■ 471. 2(7t+4)f 3£+2. 472. _ 

6 V y > (y + y y) 2 k (2ay - y 2 ) 3 

1 


> c*+l 


. 474. sen 3 x cos 2 x. 475. 


sen 4 x cos 4 x 


. 476. 10tg5xsec 2 5x 
cos 2x 


477. xcos x 2 . 478. 3£ 2 sen2£ 3 . 479. 3cosxcos2x. 480. tg 4 x. 481. - - 

sen 4 

4g2 (a — ft) sen 2x 4gg g ^ 1 arcsen x (2 arccos x —arcsen x) 


Yl-** 


485 . 


2 (/'a son 2 x + ft cos 2 x 

—vi_ . 480. * . 478. .^cco^- yT^g. . 4gg 

X l/2x 2 -1 1+* 2 (1—x 2 ) /2 y«- 6 x* 
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489 

493. 

496. 


. l/-*(o>0). 490. 2 ~[/'a 2 — x~ (a>0), 
F ”4” 


491 


. 494. 


. 492. arcsen V^- 
seu a 


y'\ — 25x 2 arcsen 5s x y i —ln 2 x i—2xeosa+x 2 

1 — sen2 * 

K 6—3 


■. 497 . 4x 


•. 498. j—- 5 - . 

-a: l-|-cos 2 x 


499. 


T V? 


5+4 son x 

500. sen 2xe senZ x . 501. 2m^p(2ma mx +by>- 1 a mx In a. 502. e al (acos Pl-flscn P0- 
503. e“*senpx. 504. e~ x cos 3x. 505. 2x 2 lna),. 

ctgi 

50G. — \ry tg x(l + y'cosx In o). 507. 3 * n3 

b 


509. 


1 


5(0. 


\/~2 


(* sei 4) 


1 \2 ' 


508. 


2 ax + & 


51X 


514. 


i+V* ' 

2 x + ll 


511. 


5J2. 


ax 2 -|-iix-|-c ' 
— 2 


— 3 In (x + 1 ). 515. 
518. 


i* — x — 2 
3 * 2 —16x-j-19 


V2a*+** ' *ln 3 * 

I n cl i c a c i <5 n. p=51n(x —2) — 

. 516. „ 1 ... - • 517. Vx2 -a*. 

2 


(x—l) (x—2) (x —3) ‘ ‘ sen 3 xcos x 

„ 15a In 2 (ax+ 6) 

(3- 2x 3 ) In (3—2x 3 y ' ax + b ’ U ' 

1 


521. ■ 522. V2 son In x. 523. 

X*' — 


-__. 524. ^ i + xi . 525. s 

sen 3 x x x 3 — 1 


l' 
x + 1 


526. 


sen nx 

t<x I 


(2 . r0 ,en 3x , n 2+2 (l—arccos 3x)J. 527. (3 eos ** In X 


a cos ax cos 6 x + b sen ax sen hx 
* cos 8 bx ‘ ' ’ 

1 


1 -(-2 sen x 

1 


.. 529. - 


1 


530. - -- -|- — + ■ . 531. 

1/1 — x 2 arcsen x x x y 1 — In 2 x 

532. „ • 533. - 2 _ 534. x2 ~ 31 


x (1 + ln 2 x) ’ 
1 

x(l + ln*x) - 
1 


x* + x a —2 
arcsen x 


cos x y sen x 
536. . 537. 6 sh z 2x-ch 2x. 

(1—S*) 8/ * 

539 . 0 th 2 2x (1 -— th a 2x). 540. 2cth2x. 541. 
1 -1 2 


535. 


543. 


544. 


545. 


I /a* + x* 

546. x Arth x. 


7 *= T* T+i»- 

c“ x (a ch Px -j- P sh Px). 
542. 


1 


x yin 2 x —l 
547. x Arsh *. 


cos 2 x ' “ sen x ’ 1 — x 2 ‘ 

548. a) y' = l cuando x>0; y’—~ 1 cuando x < 0; j/' (0) no existe; 


b) y’=|2x|. 549. y’ =—. 550. /'{x) = 


— 1 para x ■< 0 , 

e para x > 0 . 


-X.552. 


. VJ* 

X • ’ ’ l “ e ' P nra r /> u ' *5 3 ■ 

553. 8x. 554. a) /1(0) = -1, f’+( 0) = 1; b) /I (0) = . /; (0) = ~ ; 

c) /;(0) = i, /;(0) = 0; d) /l(0) = /;(0) = 0; e)/l(0) y /; (0) no existen. 
555. 1 — x. 556. 2+ X ~T 3 • 557. —1. 558. 0. 561. Resolucion. Tenomos 
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y' = e-x(1 — x). Como e~* = -- , se tiene = (1—a) o bien xy‘ = y{ 1 —x). 

566. (1 + 2a:) (1 -f 3a) + 2(1 + x) (1 + 3a:) + 3(x + 1)(1 + 2a). 
(*+ 2) (5x a +19x + 20) KC0 x a-4x + 2 KRQ 3x*+5 

567, <x+l)«(x + 3)S ' ' 2y*(t-l)M)“' ‘ 3(x a -f-l) X 

3/-^- (x-2)8 (x2-7x + l) 

X K** + 1- ' (x — 1) (s — 3) V(x - l) 6 (X - 3)4 ' 

571.- 5x2 + x-24 - 572. 573 . ***+1 x 

3(x —l) l/ *<*+2) s/s (*+3)‘ / * t 

X (1+2 lux). 574. ^/x 575. x 2 ^ 1. j n x j . 575 . ***** x 

x (l+lnx + ln^x) . 577. x senar (i2|i- + cosx In x) . 578. (cosx) 8enx X 

X (cosX In cos X — sonxIgx). 579. ( 1 + ^ - ) [ ln ( 4 "*"?)“ 14 .* J ■ 

580. (arctg x) x [in arctg x + (1 + ^ arctg j ] • 581. »> 3 (l + i 2 )' ; 


10 


b > **= 2=^17 ; *i' 

1+5? 2 

585- -*£=£• 586. T | T . 587. 


■ 5 82 - |« 2 - 583 . 


584. 


- 2 1 
1 — t* ' 


Wif 588 ‘ **■ m -T- 


590. 591. tg3/. 592. y;={ 593. -*•«. 


594. tg (. 596. 1. 597. 00 . 599. No. 600. Si, ya quo osta igualdad os una 
idontidad. 601. 4- 602 - —•S- 603 - —-y - • 604. — - ■ ■ 




605 

608. 


r~ 3 /~ 2 i/ a 1 — jr 

5. — ]/—• 6 06. —y —• 607. 3 (*a— y*)-\-2xy l + 3xy2+4y 3 1 


10 


10—3 cos y 


. 609. —1. 610. 


y cos 2 y .... y 1— x2—y2 

1—XCOS 2 if ’ ' x l+x2 + ^2 • 


612. (* + *)*. 613. *r'--ir4i = 7T7^T- 61< - ^+ e *- 615 - T=T. 

616. ±±L. 617. . fil8 . .iL. 620. a) 0; b) ± 5 

x — y cx-y’/x- s+y 2 ylnx-x x 2 ’ 

c) 0. 622. 45°; arctg 2 «s C3°26'. 623. 45°. 624. arctg i.^86°2r. 625. (0; 20); 
(1: 15); (-2; -12). 626. (1; -3). 627. y = x*-x+l. 628. * = -=^. 
629. (i; . 631. if-5 = 0; x + 2 = 0. 632. x-i = 0; |f=0. 

633. a) if — 2x; y = 1--*; •») a—2jf — 1— 0; 2x+y-2 = 0; c) 6x+2jr —Jt =0; 

2x —6y+ 3 3i = 0; d) y— a— 1; !fi=l —a;.e) 2x+y —3 = 0; x —2y + l==0 para 
el punto ( 1 ; 1); 2x —y + 3=0; x-\-2y —1 = 0 para ol punto ( — 1; 1). 
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634. lx —10y-f-6 = 0, 10x + 7y—34 = 0. 635. y = 0; (n-f-4) x-\-(n — 4) y — 
— n - ^ = 0. 636. 5x-f6i/ — 43 = 0, Gx—5y + 21 =0. 637. x + y—2 = 0. 

1 _ _ «r 

038. En ol punto (1; 0): y=2x— 2; p — —^ — ; en el punto (2; 0): ij= — x-f-2; 

y = x —2; en el punto (3; 0): y = 2x— 6 ; y = . 639. 14x —I3p + 12 = 0; 

13x+14ji — 41 =0. 640. Jndicacion. La ccuacion de la tangent© es 

_f_-|__X-. =S 5 l. por consiguiente, esta tangente corta al oje OX en el punto 
~ x o t-U o 

4(2x 0 , 0) y al eje OY en ol punto D {0, 2y 0 ). Buscando ol punto medio del 
segmento AD, hallamos el punto {x 0 , j/o). 643. 40°36'. 644. En el punto (0, 0) 
las parabolas son tangontes entre s!; en el punto ( 1 , 1 ) se cortan bajo el 

angulo de arctg as 8 '' 8 '. 647. S t = S n = 2; t — n = 2~\, / 2. 648. 1 . 

652. r = 2a sontg y; /V = 2asen ~ ; S t = 2a sen* -j tg y; S n — a sen t. 

653. arctg-^-. 654. y-|-2'p. 655. 5, = 4ji*a; S n = a; t — 2.*i« ~f \ +■ 4ji 2 ; 


n=a V* tgp=2n. 


S/ = a; 


t=Vai + pg; 


n = -y- V° 2 +Pi i t g) l = —<Po- 657. 3cm/seg; 0; —9 cra/seg. 658. 15 cm/seg. 
659. — ym/seg. 660. La ecuacion de la trayectoria es y = xtga— 
-fc’i »• i»"»i - sen ve loci dad 


^co^" ^ Kl alcanC0 CS ^ a&l 8 ~g 


l/oj —2 u 0 gt son a+g 2 ( 2 ; el coeficiente angular del vector de la velocidad 

i '° se “ a ——. Indicacidn. Para determinar la trayectoria hay que 
Vq COS Cl 

eliminar el parametro t del sistoma dado. El alcanco es la abscisa del 
punto A (dibujo 17). Las proyecciones de l a velocidad sobr e los ojos: 

^ y La magnitud do la velocidad j/"+(-^-) 2 ; el vector 

de la velocidad usta dirigido por la tangente a la trayectoria. 

661. Decrece con una velocidad de 0,4. 662. j • 663. La diagonal 

crcce con una velocidad de — 3.8 cm/seg, el area, con uaa velocidad de 
40 cm 2 /scg. 664. El area do la superficie crece con una velocidad do 

0,2ji m 2 /seg, el volumen, ton una velocidad de 0,05n m 3 /sog. 665. -2- cm/seg. 

<0 

666 . La masa total de la barra es de 360 g, la densidad en cl punto M 
es igual a 5x g/cm, la densidad en el punto A es igual a cero, la densidad 
en el punto B es de 60 g/cm. 667. 56x®-)-210x*. 668 . c x2 (4x 2 + 2). 

669. 2 cos 2x. 670. ^ f . 1 ~ ^ .671. - . 672. 2 arctg x+-j-2£_ . 

3(1+x*)» y ( „ 2 +z 2 )3 b ^1-j -* 2 

673. — + Ji2I£2£^JL. 674. —ch —. 679. p» = 6 . 680. /- (3) = 4320. 
1 — x 2 (i_a;2) J /2 a a 

681. y v = - 682. y VI = — 64 son 2x. 684. 0; 1; 2; 2. 685. La veioci- 


28-1016 
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dad u = 5; 4,997; 4,7. La aceleracidn a=0; —0,006; —0,06; — 686 . La loy del 
movimionto del punto M, cs z = a cos co£; la volocidad on el memento t es 
igual a—iico son oi£; la aceleracidn on el momonto l: —a® 2 cos<»£. La 
velocidad inicial es igual a 0 ; la acoleracidn inicial: —oco 2 ; la velocidad 
cuando * = 0; ± oco; la acelcracion cuando z = 0: 0. El valor maxitno do la 
mngnitud alisoluta de la velocidad: aco. El valor mnxirno de la magnitud 
absoluta do la aceleracion: aco 2 . 687. yl n) = nJa n . 688 . a) n! (1— 
b) (-l)n + 1 l±^gp 3 ) 

2 


. 689. a) sen ^z + n-^-b) 2 n cos ^2z-|-n j ; 


2 n -x 

c) <-3)*r** ; d) <0 - ( iTx) ,^ 

( —l)"-i (n —l)U n 


(-!)««„! _ f) _ 2 n! 


{1 —z) ,l +i ’ 
. 690. a) z-e x + ne x ; 


g) 2 n ~ l sen f 2 z + (»-l) -=-] ; h) - - (ax + b) n~ 

b) 2 tl ~ 1 e~ 2 * 2(—l) n z 2 4-2n(—l) n ~ 1 z-{- (—1)»~2 j ; c) <l-z 2 )X 


Xcos — 2nzcos 


(n—l)n 
2 


) — n(n — l)cos { x + ^-~ 2 ^~) ; 


d) 




x n ~'J 


2 n x 


—1 


691. i,c">( 0 )=*(n — 1 )] 692. a) 9£ 3 ; b) 2 £ 2 + 2 ; n) — Vl — t*. 693. a) —— ; 

1 


b> 


3a cos ' 1 £ son £ 


c) 


d) 


4a sen 4 - 


at sen 
— 2 «-< 


yj-. 694. a) 0; b) 2e*“. 


«9»..)(l + 0(l + 3.S;b)^j^-C 8 C. (C „„ + 2 ^„1 .697. ■ 

699. 700. 4g2 | (2 3 , en 1 C °l 0 ■ 701. — 6 e 3< (1-(-3£+ * 2 ) 1 702. m”t™. 

sen £ (sen £ +cos £) 6 


703. 

706. 


d 2 * —/* (z) d»x _ 

tfl / 2 [/'(z)l s ’ dy* 

* 707. ~S!±* 

«/■ 


r >2 


31 / 1 wi*-/'(x>r(x) 

l/' (*)l s 

d 2 y _ y 

dz 2 <i — y) s ’ 

709. ^ES • 710. —nr- 7ii. a>4-S b) ~T- 712. Ay = 0,009001; di£ = 


708. 


705. —Ar . 

y 3 

d2x _ 1 
<fy 2 “ y* ‘ 




= 0,009. 713. d(l —z 3 ) = l cuando z = 1 n Az=-g— . 714. dS = 2zAz, 

A5' = 2zAz + (Az ) 2 717. Cuando z = 0. 718. No. 719. dy = ^—0,0436 . 


720. 

723. 


rfg = ‘otTTT ^ 0,0°03 7 . 721. dy = 4r^ 0,0698. 722. 

27 uu 


45 


dx 


( 1 -z)- ‘ 
727. In z dx. 728. 


724. 


dx 


Vfl 2 —z- 

720. 


725. 


a dx 


1 


z 2 +a 2 ■ 
1 -f-cos <p 
sen 2 ip 


726. 
dcp. 730. 


l0x ± 8 «.dx. 733. ~’ Je VdX 


732. - V/g -fa 733. ---— =—~ dx. 

tx-\r$y x — y 


734. 


—mdx 

z m+1 

— 2 xe~**dx. 
e * <f£ 

— l+e » 7 ‘ 
*+y 


x — y 


dx. 
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735. jjdx. 737. a) 0,485; b) 0,965; c) 1, 2; d) -0,045; e) -4+0,025 = 0,81. 

738. 565 cm 3 . 739. 1 / 5 = 2 , 25 ; _j/l7 = 4,13; 1/70 = 8,38; V640= 25,3. 

740. fi0 = 2,16; f70=4,13; f200 = 5.85. 741. a) 5; b) 1, 1; c) 0,93; d) 0,9. 

ir.n a r\<\AC\ m'.o n K-7 nr.r. OM ir.o (dx)* _ x ( J ) 


742. 1,0019. 743. 0,57. 744 . 2,03. 748. . 749. . 

I , , 2 cos i sens \ ... 2 lux—3 . 

750. ( — sen x In s 1-1 (ds) 2 . 751. -p-(dx) 2 . 

752. —« -x (s 2 — 6x+6) (dx)». 753.. 754. 3-2" sen (2x+o+^) (dx)« 
755. e x cos “son (xsen a + na) (dx) n . 757. No, ya que /’(2) no oxisto. 
758. No. El punto x = ~ es un punto de discontinuidad do la funcidn. 

762. |=0. 763. (2, 4). 765. a) £ = b) £ = -J- 768. lns = (x-l)- 
_■*■ («-!)»+, donde | = 1+0(X-1), 0< 0< 1. 769. sens = 
= X—|j-+-|^-cos l v dondo 5 i = 0 t x, O<0 1 <1; sens = x—-|j- + -|j- 


—-4-cosg 2 , donde g 2 =0 2 s, O<0 2 < 1. 770. e*= 1+s +-|p+-|j-+ ... 

. . .+ 7 *’ t ~ > TT-+ f T donde |=0x, O<0< 1. 772. El error: 

(n— 1)1 n! 

a ) 4r - ^ s, < b ) 4-~- a>r : en ambo3 casos l = O<0<1. 

lb (1 + |)V 2 81 (l+g) s /3 

773. El error es monor de -|j- = -4j-. 775. Resolucidn. Tonemos 

_i_ _2. 

■» 2 2 

— ^1 + -4 j (l — i) . Desarrollandoambosfactoroson poten- 

_i_ _ 1 _ 

cias de x, obtenemos: j = 1 + y ~ j = 1 + 

+ 4-4-+-|-/L-. Mu^'P^andolos, tendremos: "j/= 1 + -j- + . 

Luogo, dcsarrollando e*^ a on potencias de , obtenemos el mismo poli- 

nomio e T = l+-^-+-^-. 777. — . 778. co. 779. 1. 780. 3. 781. -j- 

782. 5. 783. co. 784. 0. 785. . 786. 1 . 788. -. 789.1. 790. 0.1 91. n. 792. co 

para »>1; a para n = 1 ; 0 para n<l. 793. 0. 795. 4-. 796.4., 

O lu 

797. —1. 799. 1. 800. e*. 801. 1. 802. 1. 803. 1. 804. —. 805. —. 

e e 

806. —, go?. 1 . 808. 1 . 810. Indicacidn. Hallar el Iim-Tr-— 


28 * 
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R 2 

dondo £ = — 2 “ («—sen a) es la expresion exacta del area del segmento 
(R, es el radio de la circunferencia correspondiente). 

Capi'tulo III 

811. (—co, —2), e-rece; ( —2, co), decrece. 812. (—co, 2), decrece; (2, co)' 
croce. 813. (—co, co), croce. 814. (—co, 0) y (2, co), crece; (0, 2), decrece- 
815. (—co, 2) y {2, co), decrece 816. ( —co, 1), crece; (1, co), decrece. 
817. (—co, —2), (—2, co) y (8, co), decrece. 818. (0, 4), decrece; (1, co). 
crece. 819. (—co, —1) y (1, co), crece; ( — 1, 1) decrece. 820. ( —co, cc). 

crece. 821. (o, , decrece; co ), crece. 822 . ( — 2, 0), croce. 

823. (—co,2), decrece; (2, co), crece. 824. (—co, a) y (a, co), decrece. 

825. (—co, 0) y (0, 1), decrece; (1, oo), crece. 827. y mi 5 X = - 7 - cuando z = 

1 

= y ■ 828 - No hay extremo. 830. j' mln — 0 cuando x = 0; y lIlJn = 0 cuando 
* = 12; i/ m4x = 1290 cuando x = 6. 831. y mia =* — 0,70 cuando x =s*0,23; J/ m4x = 0 
cuando * = 1; p m , n as —0,05 cuando x as 1,43. Cuando x = 2 no hay extremo. 832. 

No hay extremo. 833. y mfix = -2 cuando x=t> i/ lllIn =2cuaudox=2. 834. Ii mflx =^. 

cuando z=3,2. 835. y m4x =—3 1/3 cuando x=-y H ,i n =3 V 3 cuando x = 

2 - V3 
= ^=. 836 - y, Q 4 jr= V2 cuando z=0. 837. =— l/3 cuando z = 

= — 2'V/3; y raIn =V3 cuando z=2l/3. 838. y mln = 0 cuando z = ±l; 

cuando x — °- 839. J'mln= —•§- cuando x= (le — ji; 

1/3 cuando z=(fc+yjij k= 0, ±1, ±2,...). 840. . y IllSx = 5 


y,u6x = y Y 3 cuando *=(fc+yJi) * = 0, ±1, ±2,...). 840. . y t[ 

cuando x=12Ain; y rnax = 5 cos cuando z = l2 ± y jn; j mIn «. —5 

cos — cuando z= 12 y m in“' 1 cuando z=6(2fc+l) .-i(fc = 0, 

±1. ±2,...). 841. y m[n = 0 cuando z =0.842. !/„,(„= — ~ cuando z = —. 
4 1 

843. l'm 4 x = — cuando x = -p-; V m t„=0 cuando x=l. 844. y mln = l cuando 

z = 0. 845, y mln — —y cuando *=— 1. 846. y mIn = 0 cuando z = 0; 

!'ra«x=lJ cuaildo z = 2 - 847. P min =« cuando x = l. 848. No hay extremo. 

849. El valor minimo es m — —cuando z=—1; el valor maximo 

M — y cuando z = 1. 850. m = 0 cuando z = 0 y x = 10; M =5 cuando 

x = 5. 851. m =-i- cuando z = (2fe + l) ; M = 1 cuando x = -^p- (fc = 0, ±1, 
±2,...). 852. m=0 cuando z = l; M = n cuando z =—1. 853. m=—\ 
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cuando *=—1; M — 27 cuando x='i 854. a) m==— 6 cuando i = l; M = 22(5 
cuando z = 5; b) 7^=—1579 cuando *=—10; Af=3745 cuando z = 12. 

856. p— — 2. <7 = 4 . 861. Cada uno de los sumandos debo scr igual ay. 

862. El rectangulodebc ser un cuadrado cuyo lado cs igual a y. 863. Isds- 

ccles. 864. El lado de la superficie, quo estii junto a la pared, debo ser 
dos veces mayor que ol otro lado. 865. El lado del cuadrado quo sc recorta 

dobe sor igual ay. 866. La altura debe ser dos veces meuor que el lado 

de la base. 867. Aquel, cuya altura as igual al diametro de la base. 


2 R 


a, R 


donde R 


868. La altura del cilindro, y|-, el radio do su base, 
os el radio de la esfera dada. 869. La altura del cilindro es R ~\/2, donde R 
es el radio do la esfora dada. 870. La altura del cono es -J- R, donde R es el 

radio de la esfera dada. 871. La altura del cono es R, donde R es cl radio’ 

de la esfera dada. 872. El radio do la base del cono es y r, donde r es el 

radio de la base del cilindro dado. 873. Aqu61, cuya altura es dos veces 

mayor que el diametro de la esfera. 874. <p=Ji, es_ decir, la seccion del 
cnnaldn tiene forma do semicircunforencia. 875. El angulo central del sec¬ 
tor os 2n ■ 876. La altura de la parte cilindrica debo ser igual 

a cero, es decir, el recipientc debo tenor forma do semiesfera. 877. ft = 

2 2 2 

— 878. — 4-JLasl. 879. Los lados del Tectdngulo son o'j/2 

2i 0 2j/o 

& b V2, donde a y b son los correspondientes semlejos de la clipse. 

0. Las ooordenadas de los vertices del roctdngulo, situados on la para¬ 
bola ( a, ± 2 ]X-y-) • 881. -~lj , y). 882. El angulo cs igual 

a la mayor de las magnitudes arccos y y arctg •— . 883. AM —a . 

884. 885. a) b, —fel 1-“ /|- <»■ - 

/•m.-VKR. 887. \'Mm. 1 n d i c a c i <5 n. Cuando el choquc 

do las dos esferas os completamonte clastico, la velocidad quo adquiere la 
bola inmbvil, do masa m„ despuds de producirse el cheque con la de 

masa 7n 2 , que so movfa con velocidad v, aerd igual a m ^ j^ ni2 • n ~ 

= j/ (si este numero no os entero o no os divisor del mimoro N, se 

toma el mimoro entero mas proximo al valor obtenido, quo sea divisor 
do N). Como la resistencia interna de la baterfa es igual a -y , el sentido 
fisico do la solucion oncoutrada es: quo la resistencia interna do la bate- 



438 


Soluciones 


rfa debera ser lo mas prdxima posible a la resistencia exterior. 889. y = 
=Y k - 89,< (— 00 . 2 ), cdncava hacia abajo; ( 2 , oo), concava hacia arriba; 

M (2; 12) punto de inflexion. 892. ( —co, co), concava hacia arriba. 
893. (—co. —3), cdncava bacia abajo; (—3, co), cdncava hacia arriba; no 
hay puntosde inflexion. 894. ( —co, — 6 ) y (0, G), concavi(lades hacia 
arriba; ( — 6 , 0 ) y ( 6 , co), concavidados hacia abajo; son puntos de infle¬ 
xion: 6 ; ~!), 0 ( 0 ; 0 ), M z ( 6 ; -|) . 895. (-co, - ]/S) y 

(0, 1/3). concavidades hacia arriba; 0) y ('1/3, oc), concavidades 

hacia abajo; son puntos de inflexidn: A/,, 2 (rfc 1/3; 0) y O (0; 0). 

896. ^(4* + l)-5-, (4/c-f-3) , concavidad hacia arriba. ((4/c-f3) , 

(4/c+5) -y) , concavidad hacia abajo (fc = 0, ±1, ±2, ...); puntos de infle¬ 
xion: — ((2/c-f-l) -4j-; oj . 897. (2An, (2*-fl)n), concavidad hacia arriba; 
<(2A — l)n, 2hn), concavidad hacia abajo (A-= 0 , ±1, ±2, ...); las abs- 
cisas do los puntos do inflexidn son x = kn. 898. ( 0. —concavidad 

V y c *) 

hacia abajo; ^ ^ co j , concavidad hacia arriba; M (^ 7 =; ~ 2 ^) ’ 

punto de inflexidn. 899. (—co, 0), concavidad hacia arriba; (0, 00 ), conca¬ 
vidad hacia abajo; 0(0,0), punto de inflexidn. 900. {—co, — 6 ) y ( —l,oo), 
concavidad bacia arriba; (—3, — 1 ) concavidad hacia abajo; puntos de infle¬ 
xion son A/, (-3; yAf 2 (—1; . 901. * = 2; y = 0. 902. * = 1 , 

a«=3; y = 0- 903. i = ±2; y = 1. 904. y — x. 905. y——x (izquierda), y = x 
(dorecha). 906. y= — 1 (izquierda), y = l (derecha). 907. x<= ±1, y=—x (iz- 
quiorda),y = a: (derecha). 908. y= — 2 (izquierda), y=2*—2 (derecha), 909. y=2. 
910. 2 = 0, y — i (izquierda), y = 0(derecha). 911. z = 0, y = 1. 912. y — 0. 913. a: = 
= —1. 914. jr = z —rt (izquierda; y = x-f-rt (derecha). 915. y=a. 916. P ma3t =0 
cuando i = 0; y nlIn = —4 cuando 2 = 2; el punto de inflexidn es M { (1, —2). 
917* y m 6x — *- cuan d° *= ± V3; y m [ n =0 cuando 2 = 0; ol punto de infle¬ 
xidn es M t , 2 (± 1; -g-j. 918. y max = 4 cuando x=— 1; y mtn =0 cuando 
1; ol punto de inflexion es Afj (0; 2). 919. y mSx =8 cuando z = —2; y„ l(n = 0 
cuando 2 = 2; el punto de inflexidn es M (0; 4). 920. ^ m [ n =—1 cuando * = 0; 

los puntos de inflexidn son J/j, 2 ( dr V5; 0) y A/ 3l 4 ( ± 1; —^) ■ 
921. y mix —— 2 cuando 2 = 0; y mfn = 2 cuando z = 2; las asintotas son z = l, 
Sf = *—1. 922. Los puntos de inflexion son M t , 2 ( dr 1, dr 2); la asintota es 
2 = 0. 923. — 4 cuando x=— 1; y m[n = 4 cuando x = l; la asintota 

os x = 0. 924. y lnln = 3 cuando 2 = 1 ; el punto do inflexion es A/(-^’5; 0); 
la asintota es 2 = 0. 925. P n , 4 X =^- cuando 2 = 0; los puntos de inflexion 

son Af|, a ^±l; ; la asintota es y = 0. 926. p ra a s = — 2 cuando z=0; las 

asintotas son z = dr 2 e y = 0. 927. y in(n = — 1 cuando x=—2; P mSx = l 
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cuando x = 2; los puntos de inflexion son 0(0; 0) y My, 2 2 V 3 : ^ -y") ; 

la asfntota es y=0. 928. y mSx = l cuando i = 4; el punto de inflexion es 

A l[ 5; JU 1 > as asintotas son x = 2 e y=0. 929. El punto de inflexion es 
\ * I 27 8 

0(0; 0); las asintotas x=±2 e p=0. 930. ? mSx =—cuando * = - 3 -'’ las 

aslntotas son x = 0, x=4 e y=0. 931. = —4 cuando x=— 1; !/ m tn = / ‘ 

cuando *=1; las aslntotas son x = 0 © j/ = 3x. 932. ^4 (0; 2) y B (4; 2) son 
los puntos oxtremos; y, n 4 x = ^ V? cuaudo x=2. 933. /I ( 8 ; 4) y ( 8 , 4) 

son los puntos de los extremos. El punto de inflexidn es 0 (0; 0). 934. El 
punto del extremo os A ( — 3; 0); !/ m i n =— ^ cuando x— 2. J3a. Los pun¬ 
tos de los extremos son A (— ~^3; 0), 0(0; 0) y B (~\Zh\ 0); i/ m4x = V 2 

cuando x = — 1; el punto de inflexion es M | V* + 2 V§, 


do inflexidn 


^/ r 6 j/" l+-^j. 936. !/ inAx = f cuando x = 0; los puntos 

son M, »(±l; 0). 937. Los puntos de inflexion son M.y (0; 1) y AMI; 0); 
la asintota es y=-x. 938. y mftI = 0 cuando x=-l; (cuando 

a- = 0). 939. y mix = 2 cuando x=0; los puntos de inflexion son M u 2 (± 1; f 2); 
la asintota es y = 0. 940. y IllIn =- 4 cuando *=—4; l/ mSl =4 cuundo x<=4 
el punto de inflexion es 0(0; 0); la asfntota es y= 0. 941. y mln = V^ cuando 
x=2; y m[n = 1^4 cuando x = 4; y, n&x = 2 cuando x = 3. 942. y mIn = 2 cuando 
x = 0; las aslntotas son x = ±2. 943. Las asintotas son * = ±2 e y = 0. 

944. y mIn =-^| cuando x=V§; =-cuando x=-V3; los 


n 


puntos do inflexi6n son My ( — 3; — ®) y ^2 (3: 2 ) ’ las as * n ~ 


tolas, x=±l. 945. y mln = ^| cuando x = 6; ol punto do inflexion os 

M (12; 5 la asintota es x = 2. 946. y m&x = -j cuando x=l; ol punto 

V y 100 > 

de inflexion es jl/(2; 5 la asintota, y = 0. 947. Los puntos do inflexi6n 

son My (-3a; -“r) y T“) : la asiutota 03 y = 0 - y max = eS 

( g | g ""1/ 2 8 \ 

-- ; e 8,s j; la asin¬ 
tota, y= 0. 949. y m4x = 2 cuando x = 0; los puntos de inflexidn son 
M ll2 (±l; 4) • 950 ‘ y n. 4 x =1 cuando x=±l; y in! „ = 0 cuando x = 0. 
951. y m4x =(f,74 cuando x = «°-^7,39; cl punto de inflexion os M (e 8/3 ~ 
as 14,39; 0,70); las aslntotas, x=0 e y = 0. 952. y mtn = —Jf cuando x = 



440 


Soluciones 


= rj^-; el punto de inflexion es M [~=i — . 953. y II)fn = e cuando 

z = f: el punto do inflexion cs M (e*; y ) ; la asfntota es z- 1 ; p-i-0 cuando 


954. i/ m4x =-^-=KO,54 cuando x =~— 1 ^-0,86; V m£n = 0 cuando 
a: —0; el punto de inflexion es M ^— 1 —0,G3; — =5=0,37 j ; y-+-0 


cuando *-■*- —4+0 (punto limito extreme). 055. J/ m f n = l cuando x = ;±: "| /2; 
los puntos do inflexion son M lt 2 (±1,89; 1,33); las asfntotas, x = ±l. 
956. La asintota es xy =0. 957. Las asfntotas son y=0 (cuando x —►+ co) 

e y=—x (cuando x->-— cxi). 958. Las asfntotas son x =—; x = 0 e 


y — 0; la funcion no csta determinada on el segracnto £——, 0 J . 
959. Es una funcion periodica de perfodo 2.x. — —]/2 cuando 

V mte “ 1/2 cuando *—J-+2An (k-0, ± 1 , ±2,...); los 
puntos de inflexion son M h {-|-n+ftn; 0 j . 960. Es una funcion periodica 
de perfodo 2*. —jV3 cuando x = .x + 2kn; W = f V 5 

cuando x<=~-\-Zkn (A = 0, ± 1, ± 2,...); los puntos de inflexidn son 
Mh(kn; 0) y N h (arccos ( — i-) +2*n; ^ l/H>) . 961. Es una funcido 

periodica do perfodo2.x. En el segmento[ — .x. n|y m £ X = cuando x —±-^- ; 

J, mln e= ~"2 cuando x = sfcn; J/ nlfn = 0 cuando x = 0; los puntos de inflexion 
son M t , 2 (±0,57; 0,13) y A/ 3>4 (± 2,20;—0,95). 962. Es una funcion perio¬ 
dica impar do perfodo 2 ji. Enel segmento [0,2n]: y m4x = l cuando x = 0; y mln — 

= 0,71 cuando x=-5.; y inix = i cuando x = y‘> Pinin— — 1 cuando * = jt, 

5 9 

Vm&z = ~ 0.71 cuando x = ~n; y m , n =—1 cuando x = y.x; y m fix = 1 cuando 
x = 2.x; los puntos do inflexidu son A/, (0,36; 0.86); A/ 2 (i,21; 0,86); 
M 3 (2,36; 0); (3,51; —0,86); Af s (4, 35; -0,86)_y Af„(5,50; 0). 903. Es una 

funcion periodica do perfodo 2n. y nitn = cuando x= -2- -f 2 /cjx; 

V 2 , 3 

y irwix - 2~ cuan, ‘ 0 x ~ —y n + 2kn (ft = 0, ±1, ±2,...); las asfnto- 

3 

tas son x= — n + kn. 964. Es una funcion periddica de perfodo n; los pun¬ 
tos de inflexion son M h +kn:~} (A = 0, ±1, ±2,...); las asfn- 
totas sou *= _ jt + A-it. 965. Es una funcion periodica par de perfodo 2n 
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Ed el segmcnto [0, ji]: 

4 


cuando x = arccos —y IlliSx = 0 cuando 
3 y3 V'i 


x = n ’ v min = 


3 ]/3 


cuando 


= arccos 


Vmfn = 0 cuan<1<> 

/ 7i \ ! T/2 4 V 7 \ 

x=0; los puntos de inflexidn son A/, I 01 ; M 2 ^arcsen ,^- J 

y 1H 3 (n—arcsen • S6C. Es una funcidn periodica par de 

perfodo 2n. En ol sogmento [0, «]: y, nST =1 cuando x = 0; y |||fi]i = — 

1 _ 
1/8 ’ 


cuando x = arccos 


(-*») = 


A'm r n" 


3 V 6 


cuando x —arccos 


j/ mIn =—1 cuando x = n; los puntos do inflexion son Afi(*||-;0^; M z 

(arccos j/g; y }/g) V «. (arccos (-j/g) ; ]/g .) 

967. Es una funcion irapar. Los puntos de inflexion son A/* (kn: kn) 
(fc = 0, ±1, ±2, ...). 968. Es una funcion par. Los puntos de los extremos 
son vl,, 2 (± 2,83; —1,57); y, nSl =s 1,57 cuando x = 0 (punto do retroccso); los 
puntos do inflexion son M it 2 (±1,54; —0,34). 969. Es una funcion impar. 
Su campo de oxistoncia es —l<x<l. El punto de inflexidn 0(0, 0); la 

asintota x = ;±l. 970. Es una funcion impar. y in3x =-^—l + 2fcrc cuando 
+ p m j n ==-^-n + l-|. cuando x = -jrJi+Avt; los puntos do in- 

flexidn son Mh (kn, 2kn)\ las asfntotas x = — ^ n (* = 0, =fc 1, ±2,.. )■ 
971. Es una funcidn par; y mtn =0 cuando x = 0; las asiritotas sou y = 
= — 1 (cuando x -»—co) e y = -£-r—1 (cuando x—»--|-co). 972. y , =0 

cuando x = 0 (punto anguloso); la asintota es Jf = l. 973. K mID *=l+y cuando 

x = i; 1 cuando x=—i; cl punto de inflexion (contro de 

simetria) es (0, n)\ las asfntotas, y—x-\-2n (izquierda) o y = x (dorecha). 
974. Es una funcion impar. y mIn % 1,285 cuando x = l; p ir|4x as 1,856 cuando 

x=—1; el punto de inflexion os M (o, yj ; las asfntotas, J/=Tj—(-■*» 

(cuando x—>- — co) o y = (cuando x— ►-(-co). 975. Las asintotas son x = 0 
e y = x— In 2. 976. J/ m i n ^l,32 cuando x = l; la asintota es x = 0. 
977. Es una funcion periodica do perfodo 2rt. y, n f n =y cuando x = 

= -^-n; + 2^jt; '/ m « x = c cuando x = 4j— \-2kn. (k — 0, ±1, ±2,...); los pun- 
z z 

- y-s-i. 

— Mh (arcson —i 2 j 


tos de inflexion 


son 
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/- ^+1 

y Nk ( — arcsen — ^ ^ +(2fc-f-l)n; e 2 978. Los puntos do los 

oxtremos son .4(0; 1) y B (1; 4,81). El punto de inflexion es M Ifi, 28; 1,74). 
979. El punto de inflexion es M (0,5; 1,59); las asintotas, y«*0,21 (cuando 
x —*—oo) e ps&4,81 (cuando x-*--(-co). 980. El campo de detcrminacion 
de la funcion es ol conjunto de los intervalos (2/cn, 2 /cji- f-jx), donde k = 0, 
±1, ± 2, ... La funcion es periodica de poriodo 2n: P m5x = 0 cuando 


x = -2--)-2fcn(fc = 0, ±1, ±2 ...); las asintotas son x = kn. 981. El campo 
do determinacidn es ol conjunto de los intervalos (( 2fc — 2 ") n ’ 
^2/c+-|-j nj , donde It es un ndmero entcro. La funcion es periodica 
do perfodo 2 ji. Los puntos de inflcxion son Mk (2&n; 0) (/c = 0, ± 1, ±2, ...); las 
asintotas, x = ±2 kn. 982. El campo de doterminaciou es x>0; la 
funcidn es monotona crecionte; la asfntota es x = 0. 983. El campo de deter- 
rainacidn os / x — 2/cn | < (A =0, ±1, ±2, ...). La funcidn os periddica 
de ponodo^2a; y m i n =l cuando x = 2Ajt (A = 0, ±1, ±2,...); las asintotas 

son x = -^- + Aji. 984. La asfntota es p«sl,57; y —*- -cuando x—»-0 

(punto limito del extremo). 985. Los puntos de los extremos son A it 2 X 

X (±1,31; 1,57); y mIn = 0 cuando * = 0. 986. y raIn =( —) ~0,69 cuando 

x = i«»0,37; y->l cuando x-»-+0. 987. El punto limite del oxtremo 
€ 

t 

e S A( +0; 0); y m6x =e 0 =» 1,44 cuando x = e=»2,72; la asintota es y — 1; 
los puntos do inflexion, A/j(0,58; 0,12) y 3/2(4,35; 1,40). 988. * m ( n = 1 

cuando t = l (y = 3); V min = — 1 cuando t=— l(x = 3). 989. Para obtener la 
grdfica basta con variar t ontre los lfmites de 0 a 2n; * m t n = ~ a cuando 
e = ji(y = 0); * m4x = a cuando t = 0 (y=0); y mtn =—a (P«nto de rotroceso) 

cuando t= +-^-(* = 0); y m4x =+a (punto do rotroceso) cuando !=-j-X 
X(* = 0); los puntos de inflexion cuando £ = 300 


( z=± ii71’ * = 

A 

'■Imix ~— cuando l = 1 (x — e); los puntos di 


cuando 

inflexion 


*=-!(!/ = —*); 
( i/2 

son- -T^r- , 


-V2« /2 j cuando £=—1/2 y (V2e V2 ; ) cuando £ = V2; las 

asintotas, * = 0 e (, = 0. 991. * mln =l e y mIn = l cuando £ = 0 (punto de re- 
trocoso); la asintota es y = 2x cuando £—►-f' 00 - 992. y m j n = 0 cuando t — 0. 
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993. ds — — dx\ cosa=—; sen a = — —. 904. ds=— 1/ -f - dx; 

p a a a r a 2 —a; 2 

cos rt— " ' ' //<T X — ; sena=—-— - bx — , don do c = "l/a 2 —i 2 . 993. ds = 
Va 4 -A 2 ”|/ a 2 —c 2 x 2 

. 99G. d* = y^JL 
1 


y 


=—T /p 2 — y i dx-, cos a-- - , 

y Vp s —y* 

if— 3/ — 

cos 


sen 06 = 


3 - 3 - VP*+V* 

sena= — ]/y- 997. d« =- ch is; 


cos a 


ch- 


sen a = th —. 998. dx = 2a son-^dt: cosa = sen4-; sena = cos4-. 999. ds = 
a & & e. _ 

= 3a sen t cos t dt\ cosa = — cost; sena = Sont. 1000. ds = n 1/l-ftp 3 dtp; 

cos 6 =—- - . 1001. T/l-t-q> 2 rf®: cos B==- - * - — ■ 1002 . ds = 

1 Vl_«pa <P 3 v * H yi+tp* 

a 


cos 3 -y- 


p; sen p =»cos . 1003. ds = acos-jdtp; sen p = cos-5-. 1004. ds — 


■ r Vl 4 ~ (l n a ) 2 dtp; son p = 7 


1 a 2 

- 1005. ds ~— dtp; son p 

l/l -f-(ln a ) 2 r 


1006. K = 36. 1007. K-- 


3 V2' 


1008. K a = 






cos 2<p. 
1009. K = 


= %=■ . 1010 . IC = —en ambos vertices. 1011 . (- 5 -; 3 ) y —3). 

131/13 0 V 2 V8 / l 8 ) 

,0, 2 . (-112; J£).i0,3. «=|<i±^|. ,0 14 . 


(y 2 +i ) 2 

4i 1 


1016. /? = -jr a sen 2t 


1017. /f = |at|. 1018. ri¬ 


ms. R = - 

Hy 

= |r VT+F|. 1019. R= |-acos^.|. 1020 . * mIn = |/>l- 1922. ( 2 ; 2 ). 

1023. (-ya; ya). 1024. (x-3) 3 + (y-|-) a = ~-. 1025. (* + 2) 2 + 

_2_ 

+ (y —3 ) 2 = 8 . 1026. — (-X—P ) 3 (parabola semicubica). 1027. (aX) 3 + 

2 4 

-j-(&V ) 3 = c 3 , donde c 2 = a 2 — b 2 . 

Capitulo IV 

En las soluciones de esto apartado, para simplificar, se omite la cons¬ 
tants arbitraria adicional C. 

yflV. 1032. 2x 3 -f 4i 2 -(-3z. 1033. ^- + (a+ 3 &) ^ 


1031. 


.. 1034. a 2 x-f- 


+- 


abx 4 , b^x 1 


n -1 

n 


1035. ^-'\ r 2px. 1036. ——— 7 

U ft 1 


2 ' 7 

_£«V + ±«V-4. 1039 . ^!V£ +I . 

^ 7 o O 


1040 . 


1037. y r nx. 1038. (fix— 
3x* Y~x 3x 2 yi 


13 
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Soluciones 


-^•<«'- 2 Sr-S^V+ i Sr- 

U-Vio' 


-\-4r~\/ ax — 2a: 2 4 


-^=. 1043. -4= arclg -4= • 1044. —1== In , 

5V«* 1/7 1/7 2 1/10 |*+1/10 

x .... x 


1045. In(x4- V4 4 **)• 1046. arcscn-1047. arcsen -~y=— In (z4 V x 3 + 2 ) 

1048*. a) tgx — x. Indicacion. Poner tg 2 x = sec 2 x — 1; b) x—lhx. 
1 n d i ca c i on. Poner th 2 x = l- L l> - ■ 1040. a) — ctgx — x; b) x—cthx. 


1050. 


(3*) a 


eh 2 x 


1051. a In 


C 

n — x 


In 341 

— n S ~ —®^ n l B —* 14 5 l' 1 C — a l n | ~ 


Resolucion ^ - 4 ~' dx — 
I. 1052. *4 In 12x411- 


Resolucion. Dividiendo el nmnerador por el denominador obtenemos 
2*4-3__ 2 n „ f?^±3 rfl= ^ d;8+ J «* 


2x41 


= 14 


2x41' 


De donde 


s 


2 x 41 


J 


2x41 


■ = x + 


1054. T - 


4S ri L 2 yi 1) - a+lTl|2z 4 1 l- 1053 - — f *4-^-In 1342x| 

—jPIn|•+&*!. 1055. -l*4 6 -2Z^in|a*4|5|. 1056. -y-4*+2In|*-11. 
1057. ^42x41n|x43[. 1058. -^-4^4* 9 42*43 In I x-11. 1059. a 2 * 4 
+ 2ab In | ar — .z | — —. 1060. In | x 1-1|4-^py • Indicacion. 

f xdx P (*41)-1 dx=I [ J£ [ , dx —. 1061. -251/W. 

J (*4l) a . J (x41) 2 J x +1 J (x 
1062 


x dx 


_JL V(n_6x)3. 1063. l/J^Ti. Resolucion. jj 

'. 1064. 2 '/x 4 —• 1065. arctg (* J/^f ) 


= M d J£H> =V ^ 

2 j 


1066. 


1 

*y7-2y2 

1 

i 1 r . 

y«4b4*V ^ 

4 yi4 

* 1/742 y§ 

2 l/aa —&* 

/ -O _ <7 

ys+t—x y a—b 


1068. x— "l/2arctg ——=. 
5 

—— ln(* 2 44)4arctg 


1069. 


1072 


1071. —i— ln(2y2x4V748x 2 )- 
2 ' 1/2 _ 

:. -^= arcsen (x j/J) . 1073. 1 ln|3x 2 -2|-—^lu| 3 ~ - 


1074. ^-£=aictg —g-ln(5x 2 47). 


"2 ye I *ys4V2 
1075. -|-y 5^414 


1076. y®*— 443 In I x- 


4-p=- lu (x V54 VSSH 1 !). 

1077. -i-ln|**-5|. 1078. In (2**43). 1079. ~ ln(a 2 x 2 4 l> 2 ) 4 ^arctg j-. 
1080. | arcscn ^. 1081. |arctg x 2 . 1082.1]n | * 2 4 V |. 1083. %V (arcsen i) 2 . 
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1084 


. ( aiCt ”.0 ■. 1085.i In(1+4**) . VWy? 8 )* _ 1086> 2 V.In(x+V l+x 2 ). 
4 p ^ 

2 x 

1087. — —e~ mx . 1088. — g-L -7 4 2_s *. 1089. e l +e~‘. 1090. -L e “ +2*- 

m o In 4 * 

2 x 3 1 

. 1092. * (U’Vn. 

In a — In 6 \ 5 1 a* 7 In a V 3 / 


--^-g ". 1091 

<£ 


1093. 


2r x2+1 ' 


1094. 


1095. 


1090. 


In 5 


: V~x 


1097. In | e* — 1 |. 1098. -—-/(a-be*?. 1099. -^-(e a +l) 3 . 1100. ■— 


1101 . arctg (««). 
1104. -—1- cos (a + bx). 


In d icacion. 

1102. In | 

1105. 1/2 son 


2 X 

l+g-t- 1 


1 1 l, 2 X \ 

+ 3" 3 l 1 2*+ 3/ 


1 — e-* x 
x 


HOG. * 


1103. arcsone'. 
1 


2a 


cos 2 ax. 


1/2 

1107. 2 scnV*. 1108. — In 10-cos(lgx). 1109. — ~ s0 . 1 V 2 - r _ . Ind icacion. 

Poner sen 2 x = ~-(1—cos 2x). 1110. ~—|- — ~ — . Indicacidn. Vdase la 


indicacidn al probloma 1109. 1111. — tg(ax-fd). 1112 


1113. a In 


ctg ax 


a 

ax -|-6 


x. 




•»e|- ,,, 4 -f 6 1 "h(f-+T)|' ““■•vH 1 * 

1116. |tg(x 2 ). 1117. ^cos (1 —x 2 ). 1118. x—^|Ctgx V2 —V2 In 
1119. — ln|cos*l. 1120. ln|senx|. 1121. (a — 6 )In j son ■ 1*22. 5 In 

1123. — 2 In I cos "l/x I. 1124. | In | sen (x 2 +l) |. 1125. In 1 tg x |. 1126. ^sen 2 ^ . 

L. u A 


1127. 


sen 4 6 x 
24 


1128. 


1 

4a sen 4 ax 


1129. —In(3-|-cos3x). 


1130. —i-l/cos 2 *. 1131. —y (1 -f3cos 2 x) s . 1132. 


1134. 


^ ^4-(*«>•+«)• 

. -L^lnltg-^- -f-2sena*j. 1137. Li n |6 — actg3x|. 1138. ~ch5x— 


1133. 4 yt g 3 *. 


—jj-sh5x. 1139. _4 + 4 -sI»2x. 1140. In th-L 


1141. 2 arctg e x . 


1142. ln|thx|. 1143. Inch*. 1144. ln|shx|. 1145. — ^ —22 ) 6 ' 
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Soluciones 


1146. hi lx*-4* + 11. 1147. —l—arclg-^i 1148. —~ e~ xt . 

4 _ 1 4 V 5 V5 * 

1149. j/-|-arclg (x --L In(i V3 +V2+3^). 1150. ~- 

—A- + i— 2 In | ar —(- 1 |. 1151. —- f _ 1152. In | x + cos x |. 

z y e x 

1153. -i-(lnlsec32 + tg3zl+-^~^ . 1154. —^. 1155. ln|tgx+ 


+ Vtg* i — 2 |, 1156, 1/2 arctg (x 1/ 2) - 


1 


1158. 


{'(**+l) s 


4(2x 2 + l) ' 


1157. 


1159. -A arcsen (x 2 ). 1160. — tgax — x. 1161. 0 
Ct a z 


n a 
x sen x 


1162. arcson^. 1163. a ln | l g + x) | ’ 1164 - -|-^ <1+ln x) *’ 

1165. -— 2 In l cos l/x — 1 |. 1166. -A In I tg 1. 1167. . In 3 (l+x 2 ) + 


+ arctg x. 


1168. 


—1/2 cos-^=. 1170. i-|-A~ In 

1/2 . 1/2 


— In | sen 2 +cos x |. 1169. ~[/2 In j tg —| — 2x — 

x-1/2 ' 


r+V2 


1171. In | * | + 2 arctg x. 


1172. « sona *. 


1173. arcsenii^+l/4-3x3. 1174. x-ln (1 + «*). 


1175. 


a — b 
a + b 


1 


. 1176. ln(** + y?M-2). 1177. i In (tg ax |. 


<78 ‘ -/-< )9 (^ +q , 0 ). il79.|ln||^||. 1180. -A 


arccos 


t)' 


1181. — e -te *. 1182. i arcsen • H83. -2ctg2x. 1184. 

-y—'. 1185. In(sec 2 +l/scc 2 x+'l). 1186.—A= In I V 5 +s c n22 

k 4 1/5 I y5 — sen 2x 

1187. -A. arctg (1 . Indicacion. ? A* - - ? --—-— = 

~]/2 b \~/2J J 1 + co s*x J sen 2 x + 2 cos 2 x 

dx 

= \ t ^fy 2 - 1188 - T V [ln (x+yi+^l 3 - 1189. i-sh(x3 +3 ). 

1190. I * ,, ■ 3 th *. 1191. a) — 7 =arccos A-^ cuando * > 1/2. b) — ln(l + e -x ); 
in o [/2 x 

c) jA(5x 2 -3)8; d) -|-l/( 2 -f l) 3 -2 1/J+T; c) In (sen x + l/i + sen 2 x) 
1192. ' ] • »93. 2(A^_| + 2l/5-21n|l+l/i|) . 


1194. In 


I/2F41-1 


V 22 + 14-1 


. 1195. 2arctg 1/e* — 1. 1196. In x— ln21n|ln x421n2|. 
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1197. 
1200. In 


(arcsen x) 3 

3 _ 

I n d i c a c i 6 n. Ponerx = -^-. 1201. —Vl — x 2 y 


1198. 2) V«* + l. H99. (cos 3 x— 5) Vcosx. 


+ g arcsen 


1 + Vx 2 -H 

x. 1202. —y- y2—* a —g 1/2 — a®. 1203. y'x 2 —a 2 —a arccos^ 
1204. arccos-^-, si x>0, y arccos ( — y ) ■ si I <0*)- Indicacldn 
Poner x = ~. 1205. y^a+I-ln I i±V£!±i I . 12 Q6. 


V4- 


-Ar~ 

Obsorvacion. En lugar de la sustitucion trigonometrica so puedo 
utilizar la sustitucidn x = —. 1207. — ~l/l —x 2 +-^- arcsen x 

1208. 2 arcsen Vi. 1210. ~ '/x 2 —a £ +-^- In |x-|~ "j/x 2 —a 2 |. 1211. xlnx —x 
6 - 

1212. x arctg x — -i- In (1 + x 2 ). 1213. x arcsen x+ Vl ~x 2 . 1214. sen x — xcosx 


1215. 


x sen 3x cos 3x 


1218. (9x 2 —6x-f 2). Resolucion. En lugar do integrar repetida 

monte por partes, se puodo omplear el siguiente procedimiento de coeficien 
tes indetorminados 

^ x*e 3X dx = (Ax‘ + Bx + C)e* x 

o, dcspues de derivar, 

X 2 e ax - (Ax 2 + Bz + C) 3e 3X +(2Ax + B) e 3X . 

Simplificando por e 3X o igualando entre si los coeficientes qua figuran con 
las mismas potencias de x, obtenemos: 

1 =34; 0 = 3/7 + 24; 0 = 3C + tf, 

de donde 4 = -|-*, B =—; C = ^ . En la forma general ^ (x) c’* x dx = 

= Q n (x) e ax , donde P„(x) es el polinomio dado de grado n y Q n (x) un 
polinomio de grado n con los coeficientes indcterminados. 1219. — e-*(x 2 + 5). 

X 

Indicacidn. Vease el problems 1218*. 1220. —3e ^(x 3 +9x 2 + 54x + 162). 
Indicacidn. Vease ol problems 1218*. 1221. — - c ?Afe .+ SQI ^ 2a: . . 

1222. 2 - ~ +11 sen 2x + ^ 5 cos2x I n d i ca c i d n. Tambien so reco- 

4 4 

mienda utilizar el metodo dc los coeficientes indetorminados en la forma 
? P n (x) cos Px dx = Q n (x)cospx+/? n (x) sen px, 


9 


1216. 


* + l 


1217. 


x ln2 + l 
2 X In 2 2 


*) En lo sucosivo, en casos an&logos, se indicard a vccos una rospuesta 
ue corresponda solaraente a una parte cualquiora del campo de existencia 
e la funcion subintegral. 
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Soluciones 


dorido P n (*) os el polinomio dado de grado n y Q„(x) y R n (*) son unos 
polinomios de grado n con coeficientes indeterminados (vease el problema 

1218*). 1223. -y-lnx—-y-. 1224. x ln 2 x—2xlnx-l-2x. 1225. — 

1226. 2'y'xlnx—4 ~\/x. 1227. ■ arctg x — . 1228. arcson x — 


1 x ———— 

—arcsen x +TV1—■ 

1230. — xclg x-f In | sen x j. 1231. 
..»■. 3* (sen * + cos x In 3) 

- 1 + 0 ^ 3 ^-■ 


1229. 

x 


Hu 


senx 
1234. 


x hi (x-J- l/l+x 2 ) —l/l -f-x*. 
1232. e x {senx—eosx) 


tg^ 


2 


e‘ lx (a sen bx — b cos dx) 

a 2 + 6 2 

1235. y|sen (Inx) —cos (lnx)]. 1236. —^-(x 2 + l). 1237. 2e^* 


1238 


138. —x*+3x) lnx—y-t-4;-3x. 


1239. x * 2 . 1 In 


1 —x 


1 + x 


— X. 


1240. 1241. (In (In x) — 1) - In x. 1242. -^-arctg3x- 

XXX o 

“Tr + lk lD(te9+1) - 1243 ‘ ■ 1 ( arct B *)*—* arctg X 4- y In (1 + x 2 ). 


1244. 


x (arcson i) a + 2yi-t 2 arcson x—2x. 


1245. 


arcsen x 


+ 


+ ln 

+ 


i+yi—** 

In | cos 2x | ; 

- z - 


. 1246. -2 yi-xarcsen yj + 2yi. 1247. + 


2 • 


1249. T + 


x cos (2 In x) + 2x sen (2 In x) 

To- 


e - * /cos2x — 2 sen 2x 
• ~2~\ 5 1 j • 

1250. ~ 2 (x* + 1)~ + T arCtg X ' Resolu ' 


cion. Poniendo u = x y ohtenemos du — dx yv-- ^ 

,, , , f x a dx x , <{ dx x 

De J (x 2 +l) 2 2(x 2 + l) + \ 2(x 2 + l)“ 2(x 2 +l) + 

+ y arctg x-fC. 1251. ^arctgy + - x 2 ± a a )• Indicacion. Em- 

pleese la idcntidad 1 s |(x 2 -(-a 2 ) — x 2 J. 1252. y y« 2 —x 2 +y arcsen —. 

Resolucidn. Ponemos u = yii 2 ^! 2 v dr —dx; de donde du= —— X ^ X 

v 3 ya«-x2 

y y = x; tenemos \ ya 2 —x 2 dx = x ya 2 —x 2 — \ —== === =-=x ya 2 —x 2 - 


ya 2 —x 2 


~S S y« 2 x 2 dx -(- a 2 5 -0= 


Por 


y a z- X 2 — - r - j ' " ■ o ya 2 —x 2 

consiguiente, 2^ ya 2 —x 2 dx = x '(/ a 2 — x 2 -|- a 2 arcsen -i-. 1253. ~yA+x 2 -\- 

+-^-lnJx+V^ + x 2 |. Jndicacidn. Vease el problema 1252*. 


1254. -|y9-i a + arcsen y. Indicacion. Vease el problema 1252*. 

L, 4 O 
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1255. -i-arctg—^. 1256. In 


_£j . 1257. —L^-arctg^J-. 1258. 

* + 21 yii b Vli 2 


Xln (z a —7i+13)+ r ^parctg - X -J ■ 1259. In (* 2 —4x+5) + 4 arctg (x —2). 

Y 3 y o 


1260. *_.|-ln(* 2 +3x + 4)+4=arctg 


+8 arctg (x —3). 1262. 


V7 

1 

V2 


arcsen 


2 

2*+ 3 

V7 

4x—3 


. 1261. x + 3 In (x 2 —6x + 10) + 
1263. arcsen (2x—1). 


1264 

1266. 


i. In |x+-|-+ y* 2 +pi + 9 j. 

,_ 2x +1 

— 2 yi—x — x 2 —9 arcsen——. 

1/5 

' m (*V5-^r+VS3=S+i). 


1265. 


3 y* 2 — 4x + 5. 


1267. -i.y5x 2 -2x + l + 


1268. 


5 

In 


i+y!—x 2 


TyS v" r “ y§ 

1269. -arcsen 1270. arcsen — 2 ~ --^ (*> V^). 1271. -arcsen—. 

x y 5 (1 — V' ^ 

1272. y* 2 + 2x + 5 + 2 In (x + 1 + y* 2 +2x + 5). 1273 . yjZT^+ 

+1 arcsen (2*-l). 1274. ?1±± y2-x-x"- + ^ arcsen 


1275. -j In 


* 2 —3 
* 2 —1 


1276. _-i= arctg 1277. In (^+-|- + 


y § ““" 6 1/3 _ 

+ yi+ e * + ,.i*j . 1278. — In |cos* + 2 + ycos** + 4cos* + 11. 

1279. -yi-4 ln*-ln 2 *-2arcson^i~ . 1280. ln | | (“ * b '>‘ 


1281. 


x + 31n|x-3f-3]n|x-2|. 


**■ 




1 U1 

l (*—1)* (x—4) 6 1 

1 fir _1_ 1 

x 2 (x—4) 6 

1 (*+3) T 1 

1^04. •!* 



+ ln 

1288. — 
1290. 


-4-7 .1286. i-* + 4l“ 

x + 1 4 lb 


Z I6 


2 (x—3) 2 (x+1) 
1 


(2*—l) T (2*+lj 8 
. 1289. 


|.1287. 
27 


• 1285 -t+t + 


11 


"(x—2) a x—2' 


30 


49 (x-5) 49 (*+2) ~ 343 


In 


1 


— — arctg*. 


2 (x 2 — 3*+2) 2 - 
1293 


1291. * + !n 


y*a+i 


1292. *+4 In 


* —5 


1+2 
x—I I 
x+l| 


^ In | x—3 |-^ In | x-1 j + ^ In (* 2 + 4* + 5) + 


7 1 (x + l> 2 

+ I | g arc t g ( x+2 ) . 1294. - In i2 _^- 


+ tt=~ arctg 


V3 


65 

2x— 1 

ys 


. 1295. 


4 1/2 


r= X 


29-1016 
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•SoIuClOTlfS 


, z*+xV 2 + l_j /2 . x/2 

X In K ,,- ■’+-%- arctg 


x 2 -x ' 1 / 2 + 1 

1 , x*-l 

~ arctg 


1296. 4- Jn 4+ a +i 

4 x 2 —x + 1 


2 V§ 


1/3 ‘ 


1297. s- 


arctg a 


1298. 


2x— 1 


2 ( 1 +**) 1 2 ' 2 (x a + 2 x+ 2 ) 

+arctg (x+i>. 1299. In | *+l l + 3 arctg ^±L 

—y ln(x*+x + l). 1300. ^Ji_lI-^+yln(x* —4* + 5) + .y-arctg(i-2). 
-x 2 + x_ 

2 


1301. 


/,(* + !) (**+l) 


+ 4 - In | *.+ 11 — 4 - In (*s + l) + 4 - arctg *. 


I3 „ 2 . -|arctgx-— 


3 


In 


x — 1 

* + l 


4 ndo 15* 6 + 40* 3 + 33* , 
48(1+**)3 + 


16 

+^-arctgx. 1304. x— ^ZzJ+2 + 21n(x 2 — 2x + 2) + arctg(x — 1). 
1305. i-(81n|* 3 + 8|—ln|*3 + l|). 1306. y ln|x»—1|-| In j x8 + x*-l | - 


1 


■ In 


2 V 5 
1308. y ( 2 ln 


2x«+l — V5 
2*4 + i + V5 


1307. 


13 


2(*—4)* ‘ x—4 


-2 In 


x-4 

x—2 


x« + l 

1 1- ^ 1309 * 1 ln 

x —2 

X3 

x3 x3 + l )■ UUJ - x —1 1 ln 

X —1 


. 1310. ]n|x|— 


—4-ln|x 7 +l|. Indicacion. Panel l = (x 7 + l) —x 7 . 1311. ln | x | —— x 

1312. —arctg (a= + l)—i-arctg x ~^~ . 


1314. 
+ x 


1 


xm|xa+ i i+^- s _. 

1313, — 9(x—1)9 — 4 (X — 1)8 — 7(x—l ) 7 ■ 

-arctg x. 1315. 2 ~\/~\ [ 1} * + 3( *~ 1)8 

x[2v"(«+^-56y r (^i + 6j2]. 1317. 2 arctg V^+T 1318. 6 $/*+ 

+ 3^+2 V*-61n(l + ?/*). 1319. y xV 7 *—g- V* 5 -y>/^+2 V*- 


5x» ^ 3x3 x 
3 


1316. 


10«2 


—3 >/*—6 V*—31n |l + f r i|+6aTCtgy / 'i. 1320. ln 


(V^H-l) 2 


2 2 1/x+l + l 

- 7 =- arctg 


x + 2 + l/i+l|_ 

y 3 - y 3 • 1321. 2 Vi -2 V 2 arctg j/-J. 

1322. —2arctg yT—*• 1323. (x-2) + y In \ x +y*=i\. 

-rg- 


donde z- 


i - 2 + z j_i 2 2 z + l 2 : 

1324. — lu -7 - 7 + -\ - y= arctg — 7 =- -\ -q— r , 

3 ( 2 —l ) 2 +'3 1/3 2 3 — 1 

1325. - l/ 2 *~t 3 . 1326. Vx a-x+l—i ln (2*—1+2 y^-x + l). 
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1327. 
5 


8 + 4x 2 -3* 4 y { 
15 


E - ‘ 3 28- (-fiT*—H-** + T**) Vl-M s - 

1329 ’ (^ + 8 ^) 4 arcscn ± . 

l/* 2 +2i-~ arc sen ■ 1331. a + ln | x |-|-y In— 

(t-y+fl) , de donde R = y**-*+l. 1332. y 

1333. | ,a^-{ arctg 1334. • 


—jg-ln (ar+VT+l 5 )- 
1330. 2(z + i) 5 


, Iz — IV* . 1/3 . 2s + l 

1335. ^ in ,^ - 4- r + -V- arctB “yT 


1337 

_2 
3 


. _.ra 


i 4+te» 

133 • “8 *(2+*3)*'»‘ i 

— i- sen 3 x. 1339. — cos x -+- y cos 3 x —g- cos® x. 


d oudc « C* y 1 -(- X 6 . 

1338. 


Se,l6a: 1341. y COS* y - J COS 8 y 


(X 4 + l) 2 - 

1340. 
sen 2 x 


5 


—2 In | sen x |. 


1343. -g— 


sen 2x 




1342. 

s en 4x 
32 


2 


sonx- 

sen !S x 
3 

1 

2 sen 2 x 


* sen Ax 
1344 - ¥-32“ 


1345. 


16 


son Ax ^ sen 3 2x 


64 


48 


1346. 


-^4 sen*6x. 

1347. 

— Ctgx - 

.«£i. ,348. t,« + | 

ctff® X 

i»f A O 

CtR 3 * 

i 3^0 

t i»x4-—■—2 cte 2x. 

1349. 3 

5 

■ 4 •J'J'J • 


+ 3 ln| tg x | — 

3 

1 

<352 '_U2 In 1 tc 

2 tg 2 x 

4 tg 4 x 

cos 2 y 1 


y- 1 + -jj SCn 62 +4r S6n i2x ~ 

. .1 . . 


£ 

X jjnltgy +ln]tg(y+y)|] • I354 ‘ 


—cosx 


y| 

3 cos x 


. 1353. y)C 


+ |ln tg| 


1356. -~-tg5x—x. 
+ ctgx+x. 


sen 4x 


oc.. 1* I __ 

1355# 16 cos* Tx + 32 cos 2 4x _r 32 

1357. 


4 sen 4 x 
3 sen 4x . 3 


+ 


1360. 


x 2 sen 2x 2 


8 sen 2 x 

ln|tg (2*+y)| • 

SlEll _ i n j sen x ]. 1358. — yctg 3 x-|- 

1359. -|tg 2 y +tg 3 y- 3 tgy+31n|oosy| +x. 
ctg 3 x ,„„ n 3 a> 


8 


1361. 


-4^ cosl# *■ 


1363. 2ytgx. 


1364. 


• In 


1 —arctg y 4j -’ dondc 2 = y l 8 x. 


21/2 

1365. 


V2 


z*+zV 2+1 
z 2 —zys+i 
cosSx , cos 2* 
TB h 4 


29*’ 
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Soluciones 


1366. 


sen 25x . sen 5x 


50 


10 


13C7. 45- sen -4^--{-3sen-^-. 1368. X 

0 l> D £ 


x 1 . son 2ax . x cos 26 . t cos <i> sen ( 2 o>/ -f rp) 

Xcos -5 -~cosx. 1369. —7— 4--s--1370. -^--- 7 - 7 -- ^ • 


1371. 


3 2 

sen x 


sen 5x 


4a 
sen 7 x 


1373. - 7 - In 
4 


1 20 

2 + tgy 


2-tg| 


18 


1374. 


4 co 

1372. -^j-cosGx—jg-cos4x—-^-cos2x. 


W’-Mt+t)!- ,375 - ‘-*«T 


1376. — x-|-tgx-f-sec x. 1377. In 


‘g-T- 5 


tgy-3 


1378 


; . arctg (l— tg-j) • 


1379. -|~-x—^-ln|2sonx-{-3cosx|. 


Solucion. Ponemos 3senx + 


-)-2cosx s a (2sen x-f-3 cosx) + P (2sen x + 3 cos x)'. De donde 2a —30 = 3, 

12 5 

3a+20 —2 y, por consiguienle, a = -^p P=° —j<j-- Tenemos 


3sonx-f2cosx 


-Si *-453 


(2senx-f3cosx)' 


dn 


12 5 , 

53*~l3 X 


j2senx+3cosx 13 J 13 J 2senx + 3cosx 
X In 12son x+3 cosz 1380. —In | cos x—son x |. 1381. -i- aretg (“%“) • 
Indicacidn. Dividir el numerador y el denominador por cos 2 x. 

V3 tg 
V5 


1382. arctg ^ -^/g * ) • 1 n d i cac i On. Vease ol probleina 1381. 


1383. 


1/13 


— In 


2tg x + 3- 


1/13 


1381. 1384. y In 


2tgx + 3 + 
tgx—5 


/lS 


tgx 


1 n d i c a c i 6 n. Vcaso cl problema 


Indicacion. Vdase cl problema 1381. 


1385. 


— - -r, . 1386. In (14-son 2 x). 1387. -i— In 

2(1-C03x) 3 21/2 1/2— 


sen 2 x 


1388 . 'in 

4 1 —sonx 


1389. ■ —arctg 
1/3 


2 tg±-l 


1 


1/3 1/2‘ 


- arctg ■ 


sen 2 x 
x 
2 


3 tg — 1 


Indication. Utilizar la identidad 


21/2 

1 


3—sen x 


. 1390. —x + 21n 


tg. 


tgy + ! 


1 — senx-fcosx __^_ 

1 -f-sonx—cosx — "^l-J-senx—cosz' 


(2 —sen x) (3—sen x) ” 2—senx 
. Indicacidn. Utilizar la 
2 ,ch 3 x 


— ch x. 


identidad 


1391. 
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1392. 

1395. In 
1398. : 


3x , sh 2x 

T + 4 


sh 4x 
32 


sh 4 x 
4 


, „ i , sh4i 
139-1. —-g- + 32 


th f r 

— cth x- 


1 


chx 
cth 3 z 


1393. 

1396. —2cth2x. 1397. In (chx) — 

1399. arctg (thx). 1400. 


x arctg ( 3 ys + ~) ( 6_ yr arctg (<? * V§) )' 


th 2 x 
2 
2 

1/5 


X 


1401. 


sh 2 x sh 2x _x 

" “ 2 


IndicacitSn. Utilizar la 


1402. In (l/2 ch x-f lAh 2x). 1403. — ^ V 3 —2x—x 2 -|-2 
y 2 


idontidad 

'+ 

2 


— 1 
sh x—ch x 


2 4 

sh x + ch x. 


arcsen 


*+i 


1405. 4V8+P—y la (*+ 


1404. y y2+^+!n(x + y2+x 2 ). «*». y y 

+ 1/9+P). 1406. yx 2 - 2 x + 2 +yln(x-l + l/x 2 -2x+2). 

1407. ± y^l4-2 In |* + yS!=3|. 1408. ^ y^+^-y l»|2x+l + 
+ 2yiM^|. 1409. y*»-te-7-» ln I x-3 + yx 2 -6x-~7 1- 

1410. i(2x+l)(8x 2 +8x+l7)yx 2 + x+l+^ ln (2x+l+2 Vx^+x+i ). 

4 4 IX ~l /2 

_• r ~ 1 — . 1413. —7=-arctg • 

4 yxi-2xT5 1/2 V 1 - 13 


1411 

1414 


• 2 l/|=T ' _ 

1 ln 1 V 1 +*=*+* 1/2 I 1415. i!l (x 4 —2x 3 +5x 2 —5x + y) . 

'• 2 -i /5 yr+F»-*y 5 r 2 V 


1416. 


, -i(x3+^-scn6x+|.cos6x—i-sen6x) . 1417. 


sen 3x 


+ 


x* 
— 
i 

X COS X 


x cos 3x 
6 


sen x 
2 


___ 14 ( 8 . Z_ (2—sen 2x—cos 2x). 1419. -s-X 

• 18 " r 2 2 8 x 
/ 2 sen 2x+cos2x 4 son 4x + cos 4x \ 1420 . * [ x ( sen x + cosx)— 

X ^ - 3 ~ 17 / ' 2 

—sen *]. 1421. —|-+yln|e a —1 |-fy In(e x +2)- 1422. x~ln(2+<* + 
+ 2 y « 2 X +x-t- T ) . 1423. ^[x 3 lnl±i+ln(l-x 2 ) + x 2 ].1424. xln 2 X 
xCx+l/TR 2 )- 2 yTT ^ 5 In (x+yi + ^) + 2x. 1425. (3 ioo) * 

c_ , C _ . . senXchX—cosxshx 

Xarccos(5x-2)-^±V20x-25x 2 -3. 1426. -2 

I427 ‘ / » = 2 (»-TW [ (x 2 ye2)n - + < 2/, - 3)/n -0 1 + 

,1 t , _1 [~ x (3x 2 -f 5n 2 ) . J_ arftt 1428. /»=■ 

+ _ arc tg-j . / s —gr [ 2 a 2 (x 2 + a 2 ) 2 1 2n 3 b n J 
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Soluciones 


cos x soa n ~ 1 x 


n—1 


r _3x 


cos x sen 3 x 3 sen 2x 


16 


, cos x sen 4 x 4 ,8 ami x 

h= -g-TV cos X sen* x— cos x. 1429. /„=-- , „ , 

15 15 n (ra-1) cos n "ix 


n —2 
— 1 




seux . 2 . 

3 cos 3 x '•* ® x ' 


1430. J n = —x x e-* + / 10 = — c-*(xi0-(-i0i» + 10-9x8+... +10-9-8... 


...2x + 10-9... 1). 1431. 


- arctg 


V2(x-1) 


1432. In ~\/x'L — 2x+2- 


yii “‘“' 6 -yf 

—4arctg(*—-!). 1433. + i-In (x2 + x + l) +-*-arctg (2x + l). 


1434. 


T*“/S- ,435 - 2I ” SI - 


+ 2| x+2 

1 / X i 

T 1^+2 + ITT arctg 




1436. i-x 


1/2 

2x — 1 




2 , 2x—1 

75 arct G 


. ,440 *< 3 + 2V*) __ 

3 1/3 ° 1/3 1—2 1/x ' * * 3xl/x 

1442. ln(x+-^+yx*+x+l) . 1443. yS-lypj*. 1444. - 


1 


1 

6 X 2 —X+l 

4 1 


+ 


2x2 

3 


1445. 


2x—1 


>/*- 


y 4 x 2 - 2 *+i 

1447. ln|x + yirri|- 


1440. 


—2 (|/ 5 — x—l) 2 —4 In (l + y5 — x) 


. 1448 


X 


* 2+1 

1/2 


1450. 


X arcsen 
x 


2 (* + 1 ) 
x + 4 


y^r 

X —1 

ys^+T ‘ 

Indicacitfn. 


_1 t /~* 

2 V T+I5- 


1 


-f_ . 1449. -, 5 - arcsen X 

1 -far 2 


1451. -i- In 

o 


t/yz^2_2 

X 


* a +4x 


y 


sy3 

i 


- X 


x + 4 


)■ 


1452 


• Y V* 2 — 9—y In I x+ y* a —9|. 


1453. — (8x-l)X 


x y^ 
1455. 


-4x 2 +— arcsen (8x— 1 ). 


1454. In I 


_ . 2x+2+2yx 2 +x + l . 

(x2+2x + 2) y x2 + 2x + 2 (*+D./ ..... . .. 1 . 

3 - 2 yx 2 +2x+2—g-In (x + 1 + 


+ ySH-2x + 2). 1456. V* 2 - 1 _VL x 2--1)3 _l 

- 3x3 


1457. ~ In 
o 


l/1 X 3 — 1 


, yi-*3+, 

1458. —y In | x —1| + y In (z 2 +z + l)— —arctg — y. 1 . donde z 


yi + x 3 


1459. -v-ln{x2+yi + x 4 ). 1460. 


3x 


sen 2x sen 4a: 

/. i 


32 


Soluciones 


1 

1461. ln|tga| —ctg a «—jctg*a. 


2 V(ctgx)3 


1463. — (cos 2 x - 6) ycos 2 *• 


cos 5z 


3 COS 02 


20 son 4 5.-5 40 sen 2 5z " r 40 


X In tg- 


tg 3 2 . tg 6 a 1466> 1 sen 2x. 1467. tg 2 ^Y + 


-i) + 2 l tt | W s(f+f}|. 


4 4tg|—1 

1468 . -^arctg- 


L'Ctg (?. tg ^) ■ 1470. arctg (2 tg *-(-!)■ *W1. ~ In | tga^-h 


+ sec a |—i. cosec*. !«*• arctg \ 1/3 j V2 afUtg V V* / ’ 

1473. ln|tg* + 2 + ytg** + 4tg*+i|. 1474. 1 In (son «+V«« +seli^S) - 

*2 a son 2z cos 2z . 

1475. a tg3a + -1 Ini cos 3* |. 1476 ‘ 1 4 8 

1477. 4«* S - 1478 - --7- (2a — !)• ,479 - If 1,1 "V^l * o* ln I * 1 ' — 

O ’ j 

x 3 a a _ x_ i480 . i/r+aaarotga— In (* + Vl + * 5 )- 1481 * T 8 ° n T~ 
“ 18 12 6 1 

1 5 * 1 cot> x 1482 —. i- 1483. ln|l + ctgx| — ctga. 

—io 9011 T”T sen T • 1+tg* 

1484 . - sll lf- , 1485. —2ch 'j/l-—a. I486, i-Inch 2a. 1487. -actha + 
+ ln|sha,. 1488. +>|--2,. J 489 - | •»* ^ • 

1400. 1 - -j ,49 ‘- ln ' 1/l92 ' ~ ^m ioT x 

x( , '- i +Tr¥ + iw) ■ ,493 - aV?TI y ' 

,494 ml *- -1-^^- * 495 - T (a 4 arcseni-l-^±i y*»-l) ■ 

I yi+a 2 I * 2 

* , . . 14<j7, y(—22 CO s5a+-F-xscn5a + 

1496. y (cos In a + son In a). 5\ 5 

2 r 3 e \ (498 —I (a 2 —2) arctg (2a + 3) + 

+ 3 a cos 5a+ -^-cos 5a—g-sen 5a j . 14»». 2 ' 

3 , a 1 1/.QQ J_ -i/a — a 2 4- fa—-Trl arcsen l/s. 

+ 2iln(2z 2 + 6z + 5)—j-J • 1499. ^ P * ^ V *1 


1500. 
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Soluciones 


Capltulo V 

1501. b-a. 1502. v 0 T-gll. 1503. 3. 1504. . 1505. 156. Indi. 

cacidn. Dividimos el segmento del ejo OX, desde * = l hasta x = 5, on 
partes tales, quo las abscisas do los puntos do division formen una pro- 

grosion goometrica: x 0 = l, x,=x o9 , ...,x n = x oq *. 1506. In A. 

Indicacion. Vease cl problema 1505. 1507. 1-cosx. Indication. 

Utilizer la fdrmula sen a + sen 2a+... -fsen «a=— l -—f cos-2--cos X 

2 son L 2 

x (" + t) 4 1508 - ‘>r-E;i 2 >§=i h- ,509 - **■ two. 

-Vl + «*. 1511. 2 *.^—-*. 1512. |2£^ + J_ C0S J_. 1513 . z = 

= nn(n = 1 , 2 ,3,...). 1514. In2.1515. —A. 1516. e“— f -* = 2sh x. 1517. son*. 
1518. A. Resolucidn. La suraa j—A. j_ ... _i_ (JL i 

2 n z n 2 ' ' n V n 

+ T + -"+^V') puede considerate como suma integral para la funcidu 

1 

Hx) = x en el sogmento [0, 1J. Por esto, lim s„= f xdx=-L- 1519. In 2. 

n-*°o J 2 

Resoluci 6n. La suma s n =*—--1- - 1 i , 1 _ 1 / 1 

1 - V + ^ 

1 1 \ 

| Su puode considerar como suma integral para la 
n *^”7T/ 

funcidn f(x)=,~— en el segmento (0,1], donde los puntos do division 
tienen la forma * K = 1 + A (*«i, 2 „). Por esto, lim f = 


= !n 2 . 1520. -jA-.. 1521. 1. 1522. 122=33 A. 1523. 1524. «!. 

1525. 1526. A ln|.. , 537 . In A . 1528.35 A_ 32 l n 3 . 1529. arctg3- 

arctg 2 = arctg A. , 530 . In A. 153 ,. « 1532 . j- 1 1533 " . 1534. 

6 15 1/3-4 

T- 1535, -3 ln ALiAi. 1536. -A+A. 1537. A. 1538. In 2. 1539. 1-cosl. 
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1540. 0. 1541. —~+^- - 1542. arctge—2L. 1543. sh 1 = 4" ' 

1544. th (In 3)~th (In 2) =-g-. 1545. —J-+-J- sh2n. 1546. 2. 1547. Es diver- 
gcnte. 1548. y~ p ' si P< 1; es divergente, si P> i - 15i9 - Es divergente. 
1550. 1551. Es divergente. 1552. 1. 1553. “[ ’ si P> i < 09 divergente, 


si p<l. 1554. n. 1555. 1556. Es divergente. 1557. Es divergente. 

v5 

1558. ~L. 1559. Es divorgcnte 1560. ^. 1561. Es divergente. 1562. —. 

1563. — . 1564. — +4- In 3. 1565. -~z:. 1566. Es divergente. 1567. Es 
8 3 4 3 y3 

convergente. 1568. Es divorgente. 1569. Es convorgente. 1570. Es convor- 
gente. 1571. Es convergente. 1572. Es divorgonto. 1573. Es convergente. 

1 

a l 

1574, Indicacion. B (p, <j) = jj / (x)dx+ / (*) dx, donde f(x) = x»- l X 

2 

X{1— como lim / (x) * 1- P = 1 y lim (1 —i) 1 "’/ (i) = l, ambas integra- 

x-*G *-*l 

les son convergentes cuando 1 —p<l y 1— g<l, es decir, cuando p>0 

1 00 

y 5 > 0. 1575. Indicacion. T (p)= / (x)dx + ^ / (*) dr, donde /(*) = 

0 l 

c^zP-ie-*. La primera integral es convergente cuando p>0, La sogunda, 

n_ 

2 2 

para cualquier p. 1576. No. 1577. 2 ~\/l jt l/tdt. 1578. 


yl + sen 2 t ’ 


InS 


1579. jj dt. 1580. jj 1581. x = (b-a) 1-fa. 1582. 4-21n3. 


In 2 


1583. 8- ~n. 15,84.2-^-. 1585. JL. 1586. |== . 1587. 1— 

21/3 2 1/5 2 1/l+a 2 4 

1588. 1/3—2-. 1589. 4-n. 1590.-i-In 112. 1591. ln 7+ g^ . 1592. 

1593. 1594. 1599. -J—1. 1600. 1. 1601. . 1602. i.( e ’ t +t). 
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Soluciones 


1603.1.1604. 1605. — b — . 1606. Resolucion. r(p + l) = 

-o- 

co 

=j ^ x^e~ x dx. Utilizando la formula do intcgracion por partes, ponemos 

o 

x p = u, e~ x dx = do. Do donde du = px p ~ l dx, v= — e~ x y 

CO 

r(p+i)=[-*'v-*]S , +P ^xp-ie-*dx= P r(p). (*) 

o 

Si p es un numoro natural, utilizando la formula (*) p vecos y teniendo 
on cuenta, quo 


obtenemos 


’(1) = ^ e~ x dx = 1, 
0 

r (p+i)-pi 


1607. I2) t = 1 3 2 5 4. 6 <2 ^ T ’ 8 ‘ B==2i es un n “ mBro P ar » ^2ft+i = 


2-4-6 ...2k 
+ -3-5 ... (2A-+1) 


, si n = 2k + l cs un nuraero impar. 


128 _ 63n 

'9 = 315’ y io— 512 - 


1608. i f ——ill. 1609. i- B f 2±i , 2+1) . I a d i c a c i 6 n. Ponor 
(p+?-l)l 2 V 2 l ) 

sen* t. 1610. a) mas; b) menos; c) rods. Indicacidn. Dibujar la 
grdfica do la funcion subintegral para los valores del argumento en el 
segmonto do intcgracion. 1611. a) el primero; b) el sogundo; c) ol primero. 

1612. y. 1613. a. 1614. y. 1615. y. 1616. 2 arcsen y. 1617. 2</<l/5. 
1618. -|</<y. 1619. ^n</<y.i. 1620. 0</<-^-. Indicacidn. 

1 ”|/2 

La funcion subintegral crece mondtonamente. 1621. y < / < -y ■ 
32 1 

1623. s =— . 1624. 1. 1625. —Indicacidn. Toner en cuenta ol signo de 

O fa 

la funcion. 1626. 4 4-- 1627. 2. 1628. In 2. 1629. to* In 3. 1630. aa J . 1631. 12. 
1632. yp* 1633. 4y. 1634. 10y. 1635. 4. 1636. y. 1637. y~i . 
1638. e+y—2 = 2 (ch 1-1). 1639. ab (2 l/3-ln (2 + 1/3)]. 1640. y na*. 
I ndicacidn. Veaso el apdndice VI, dibujo 27. 1641. 20 V 1 . 1642. ya ! , 
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1643. 15ji. 1644. A In 3. 1645. 1. 1646. 3noS. Indicacion. Vlase el ap6n- 

dicc VI, dibujo 23. 1647. a 2 ^2 + -^-J • Indicacion. Vease el apdndice VI, 

dibujo 24. 1648. 2rt+A y 4- ‘649. ^ n— ^Vi y ^ n+ 4 V 3 . 1650. 

d O 0 3^3 

-g-na&. 1651. 3na 2 . 1652. ji(5 2 + 2ai). 1653. 6na*. 1654. A Q 2 . Indicacion. 

Para cl lazo, cl parametro l varia entre los limites 0<<C+co. Vlase el 

apendico VI, dibujo 22. 1655. -A ”“*■ I n d i c a c i 6 n. Vease el apendico VI, 

dibujo 28. 1656. 8n 3 a 2 . Indicacion. Vcasc ol a pin dice VI, dibujo 30. 

1657. . 1658. a 2 . 1659. . Indicacidn. Vlase ol apendico VI, 

dibujo 33. 1660. A„. 1061. 14 V 2 a 2 , 1662. —. 1663. a 2 (-£-+ 
_ 2 3 (1 —e 2 ) /4 U T 

+ -^-j • 1664. a 1/2. Indicacion. Pasar a las coordenadas polarcs. 

1665. A(loVlO—•!)■ 1666. lA a — a*. Indicacldn. Utilizar la fdrmula 

cA s a—sh 2 a= 1. 1667. V2 + ln (l + VI). 1668. yT+*-V$ + 

+ ln ( . k! < + **-0(1/2 +1) . 1669 1+ |.i n |_. 1G70 . i n (, + 1 /jd). ,1671. 

In (2+1/3). 1672. + 1673. olai. 1674. 2a VS. 1675. ]njL^i + 

+ a —6=ln^J|-~. 1676. A aJ ' 2 - Indicacion. Vlase el. apendice VI, 

dibujo 29. 1677. 4 ( “ 3 ~ &3) . 1678. 16a. 1679. Jta Vl + 4n 2 + |-In (2n + 

+ Vl+4n 2 ). 1080. 8a. 1681. 2a 1 V2 + ln (V2+l)]. 1682. 3^+l n H^. 

1683. “ V 1 + to2 . 1684. l.(4 + ln3|. 1685. Aft . 1686. 1687. 

m £ oU o 

f!i (e 2+4_ e -2). 1688. J-n 2 . 1689. **=-5-. 1690. 1691. i> x = 

— v v = 2n - 1692 ‘ 1693. gna 3 . 1694. ^ np\ 1695. A„. 1696. 

(15 — 16 In 2). 1697. 2n 2 a 3 . 1698. 1699. jjrjiASa. 1701. a) 5n*a s ; 

b) 6n 3 a 3 ; c)^A-<9a 2 --16). 1702. ^na 3 . 1703. A***. 1704. Ana 3 . 1705. 

i ± - a fl + oft) . 1706.2^. 1707. a 3 . 1708. na*b. 1709. 

yna 2 A. 1710. jul 1711. 7ia z '/pq. 1712. n«6/t (1 + AA ^ . 1713. -A- na& C - 
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1714. ^(ViT?-!); ~ na 2 (5 1/5—8). 1715. 2* ll/2+ln (1/2+1)]. 1716. 
n (V5- VS) + nln 2 U^T 1 ) , 1717. n [1/2+ln (l+1/2)]. 1718. ^ (e 2 + 

+ e -2+4)=-^-(2 + sh2). 1719. ~nu*. 1720. -J- (e~ 1) ( e 2 + e + 4). i72l . 

4n a ab. Indicacidn. Aqui, y — b ± 1/a 2 —i®. Tomando ei signo rads, 
obtenemos la superficie exterior del toro, mientras que con el signo menos, 

p_ l 

se obtiene la superficie interior del mismo. 1722. 1) 2nl> 2 -j- : -arcsene; 

2) 2ita 2 + —- In ^ ; dondo e = ^ G ^ —— (excentricidad de la elipse). 1773. 
a) 6 W. b) 16n2(i2 . 1724. ^rw 2 . 1725. 2 ji a 2 (2-1/2). 1726. ^ no 2 . 

1727. M X = | V3+JI; £ l/P+P. 1728. A/ a = . 

1729. M£ — My — —; x = y = -y. 1730. — H/y = y a 2 ; x — y = a. 

1731. 2na 2 . 1732. * = 0; y=,-i. 2 tj 2 . . 1733 . a sen a - = q 

4 sh 1 a 

1734. r=jia; y—|-a. 1735. * = 7= 1736. z = 7= 2.. 

1737. z = na; y = -jr-a. 1738. ^0; 0; . Resolucion. Dividimos 

el hemisforio en zonas esfericas elementales, do area da, por modio 
de pianos horizontales. Tenemos do = 2na dz, dondo dz os la altura do la 


a 

2 n $ a; dz 

zona. De dondo z =——= ■— . Por simetria, x'=y = 0. 1739. A la distan- 
3 

cia de — de la altura, a partir del vdrtice del cono. Solucion. Divi¬ 


dimos el cono on elementos, por modio de pianos paralclos a la base. La 
masa de cada capa olomental sera dmi = ynp 2 dz, donde y, es la densidad, s, 

la distancia desde ol piano secante hasta ol vertice del cono, p=~z. 

h 


De donde z = • 


2,3 dz 


4 - nrVi 

Ct 


-=-y-h. 1740. ^0; 0; + -|- . Rosolucion. 


Por simetria x = y = Q. Para detorminar z, dividimos ol bemisferio en capas 
elementales, por medio do pianos paralelos al piano horizontal. La masa 
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de una de estas capas eiementales serd dm = ynr 2 dz, dondo y es la densi- 
dad, z, la distancia ontre el piano sccanto y la base del hemisferio y 


r = y , n 2 —z 2 , el radio de la seccion. Tenemos: 


n l (« a -**)*<** 
o 



_3 

8 


a. 


1741. I = na 3 . 1742. / a = i-ad*; / b = y a 3fc. 1743./ = ^ hb 3 . 1744. / a = i-jta6 3 ; 

/{, = -~jta 3 6. 1745./=-^-rt —/?})• Resolucion. Dividimos el anillo 
on anillos elementalos concdntricos. La masa de uno de estos ole- 

montos sera dm — y2nrdr y el momento de inorcia, / = 2n^ r 3 dr = 

Ri 

■1 1 

= y n: (if|—fl{); (y = 1). 1746. J=j^nR*Hy. Resolucion. Dividimos 

el cono on una serio de tubos cilindricos eiementales, paralelos al eje dol 
cono. El volumon de uno de estos tubos eiementales serd dV = 2nrh dr, don- 
de r es el radio del tubo (es decir, la distancia hasta ol eje del cono), 

h = H (l— la altura del tubo; en cste caso, el momento do inorcia 


R 

/ = vjj2 n.//^l—j r 3 draa Y — ^ — , donde y os la dcnsidad del cono. 

2 * 

1747. I =-jr- Ma 2 . Resolucidn. Dividimos la esfera en una serio do tubos 

eiementales, cuyos ejos sean el didmetro dado. El volumon elemental sera 

dV = 2nrhdr, donde r es el radio del tubo y h = 2a y/ 1—~ , su altura. 

a _____ 

En este caso, el momento de inercia sera: J = 4naY^ yfr 3 dr = 

g 

= 'tt rta B Y, dondo y es 1® densidad dc la esfera, y como la masa M = 
lO 
/ 

= yjia 3 Y, se tendrd que / = -g-Afa*. 1748. V = 2n*a 2 6; S=4n 2 ab. 1749. 


_ w , _ 2 9 * | ._ / 

a) x~y = — a; b) j = y = —-p. 1750. a) x = 0, y= — — . Indicacion. 
o 1U o n 

Los ojes de coordcnadas se han elegido de tal forma, quo OX coincide con 
el didmetro y el origen de coordenadas con el contro del circulo, b) x = 

= y. Resolucion. El volumon del cuerpo, que cs un doble cono 

engendrado por ol giro de un tridngulo alrododor de su base, cs igual 
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a >’ = y nbh 2 , dondo b os la base y h la altura del tridngulo. Por el teo- 
o 

rema do Culdin este inismo volumon P —2n* — W», donde x es la distan- 
cia desde el centro de grnvedad a la base. Do donde r = -^-, 1751. v 0 t — 
1752. -^-ln (1H—^ 5 -) • 1753. i = -^scncot; n e p = -^-»o- l 754 - s = 
= 101 m. 1755. A = p-[fc« 1 -(a-^ ) ) In J . 1756. 


A = R 2 11 2 . Indicacldn. La fuerza elemental (la gravedad) es igual al 

peso del agua on ol volumen de la capa de espesor dx, es deeir, dF = ynR 2 dx, 
donde y os el peso de la unidad de volumen del agua. Por consiguiente, 
ol trabajo elemental de la fuorza es dA = ynR i (H —i) 2x, donde a; es el nivel 

del agua. 1757. A = ~ ylt 2 Ii 2 - 1758. R*TM ss 0.79-104 =0,79-10’ kgfm. 

1750. A=ynR*If. 17G0. A = — Sh . ~ ; ^co = mj;«. Rosolucidn. La fuerza 

‘Hr 


que aclua sobre ol cuorpo de masa m, es igual a F = k—^~ , donde r os la 

distancia hasta ol contro do la Tierra. Como para r<=R, tonemos que F = mg, 
resulta kM = gR 2 . El trabajo que se busca tendra la forma A = 

K+A 

= £ k dr = kmM (— 7 ' ■ y - • Cuando !t = co, tenemos que 
B 1+ T 


Aco = mgR. 1761. 1,8-10-* orgios. Resolucidn. La fuerza de accidn 
mutua de las cargas serd P = -^L dinas. Por consiguiente, el trabajo nece- 
sario para trasladar la carga r, desdo el punto x t al punto x 2 serd: A = 


*2 

= eo e, ^ ii.=e 0 e, -= 1 , 8 - 10 * org. 1762. 4=800* In 2 kglm. Roso- 


Xl 

lucidn. Para el proceso isotermico pi> = p 0 p 0 . El trabajo realizado on la 
expansion del gas desde el volumen i'o hasta el volumen v t es igual a 

-4 = ^ p dv ■■ 

V2 

proceso adiaMtico es viilida la ley do Poisson pv' ! =p 0 rA, donde A l,4. 


Po"o 


lu . 1763. A m 15.000 kgf m. R e s o 1 u c i d n. Para el 

v o 


Do donde A = J [i _ ( ] . 1764. A=-j irfrPa. R e s 0 - 

«2 

lucidn. Si a es el radio de la base del drbol, la presidn sobre la unidad 
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tie superficie de apoyo sera P = —£ ■ La fuerza de frotainiento de un anillo 

do anchura dr, quo so oncucntro a una distancia r del Centro, serd igual a 
2ixP , 

r dr. El trabajo de la fuerza dc frotamionto, sobre esto anillo, durante 

una vuelta completa es dA = r 2 dr. Por lo cual, el trabajo total A = 
a 

~~$T~ r 2 dr = -^np.Pa. 1765. —-MR 2 ® 2 . Rcsolucidn. La energia 
cinetica de un olomonto del disco dK ~ b) - da, dondo da = 2nr dr, 

Li Li 

es el clemento do superficie; r, su distancia al ojo do giro; p, la densidad 
superfical, p = . De esta forma, dK — r 2 da. De dondc, K = 

R 


Me> 2 
: n* 


r* dr = . M ****"'■ . 17GG. A' = MR 2 a> 2 . 1767. K = ^jp- A 2 a) 2 = 


2,3 -10 8 kgf m. Indicacion. La cantidad de trabajo necosario es igual 


a la resorva dc energia cinetica. 1768. p= . 1769. P — ^ 

b o 

•fr Ft 2 FT 

«s 11,3-10 3 T. 1770. P = ahynh. 1771. P =—^— (coraponente vertical diri- 

gida de abajo hacia arriba). 1772. 533-5- g. 1773. 99,8 cal. 1774. M — 

o 

g fci »- 1775 - 03 ,a constante gravitatorid). 1776. . 

Resolucion. <? = L-2nr ^ = \ r dr^L 


2b 


7ipa‘ 

"”8jir 


1777. Q= \ va dy — ^ p Indicacion. Dirigir ol ojo dc 


abscisas por el lado mayor, inferior, del recUngulo, el dc ordenadas, por- 
pondicularmento a 6ste, en su punto medio. 1778. Rosolucidn. S = 
V2 

5 ~a dv ' P or otra P 31,10 ’ ~Ji' =2 °' de donde dt-^dv, y por consigniente, 


®i 


el tiompo necosario para ol embalamiento i = 


dv 


=S. 1779. M x 




—54- «-•>*+*■- -4[-4E+4« $ M) • 


1780. 
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x 

M x = — ^ (x — t)ktdt-\-Ax — ^- (I 2 —x s ). 1781. Q = 0,127W(j cal. I n (1 i c a- 
0 

cion. Utilicese la ley de Joule-Lenz. 


Gapitulo VI 


1782. F = -|(y2_ I 2)i. 


1783. «? = -!(*+y> V4*a+3(a:-y)2. 


1784 




1785. 


_2 
3 

g 2 -* 3 

2x{/ 


* 3 -y 2 

2xy 


1 / 2 —: 


2xy 


• 1786. f(x, z*)=i+x-z*. 1787. ==~^- 1768. /(*)- | 


1 ud icacion. Representar la funciondadacn la forma/+1 
y sustituir porx. 1789. /(x, v)— X . Solucion. Dcsignamos 


x-)-y = u, x —= En esto caso x = 


U J-I> u — y 

:_L— U —-* 


If — 




; /(», »>. 


u + y u — v 


2 


2 


No queda mas que cambiar la denominacion dc los 

argumentos u y v por x o y. 1790. / (u) = u 3 +2u; z = x — 1+Vy. Ind icacidn, 
En la idcnlidadx = 1 + / (Vx — l) ponemos V* — 1 = u; entonces, i = (« + l) a y. 
por consiguiento, /(u) = n a + 2 u. 1791. /(!/) = V 1+^*1 * =-j“y V 1 ® + S'®- 

Resolucion. Cuando x = l tenemos la identidad Vl"+y 2 = l-/ (“f - ) ’ 
es decir, f(y) = Yl+p*. En este c 8550 - / 1 + 


y z = x 1/^1 +(-“)” = V x ®+ S' 3 - 1792. a) Circulo unidad, con ol centro en 

el origen de coordonadas, iricluida la circunferencia (x 2 4 -y 2 < 1 ); b) labisoctriz 
y = x, del 1 y 111 Angulos coordenados; c) semipiano, situado sobre la recta 
z -j-y = 0 (x-f-y> 0 ); 3 ) faja, comprendida entre las rectas y — ± 1 , incluidas 
estas en ( — l<y<l)’> 0 ) cuadrado, formado por los segmentos de las rectas 
i = ±l e y = ± 1 , incluidos sus lados {—l<x«Jl. — i<!p<l); f) parte 
del piano, adyacente al eje OX y comprendida entre las rectas y = ±x, 
incluyendo estas rectas y excluyendo el origen do coordenadas (—£<>/< x, 
cuando x> 0 , x<y<—x cuando x< 0 ); g) dos fajas x> 2 , — 2 <y <2 
y x<— 2 . —2 4 i.y< 2 ; h) anillo, comprendido entre las circunterencias 
£2 4 -i /2 = <j .2 y x 2 '-\-y 2 = 2a 2 , incluida la frontera; i) las fajas 2 nn •< x < 
<( 2 n+i)n, y> 0 y ( 2 n + l) n < x < ( 2 a+ 2 ) n, y< 0 , donde n cs un numero 
entero; j) la parte del piano situada porencima de la parabola y=—x 2 (x a +y> 0 ); 
k) todo el piano XOY ; 1) todo ol piano XOY, a oxcepcion del origen de 
coordonadas; m) la parte do! piano situada por encima de la pardbola y 2 — x 
y a la derecha del eje OY, incluyendo los puntos del eje OY y excluyendo 
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los de la parabola (x>0, y>Vx); n ) todo ol P lan0 - a excepcion dc los 
puntos de las rectas x = l c p = 0 ; o) la familia de anillos concentricos 
2;itA<x 2 -{-i/ 2 < n(2A-|-l) (* = 0- 1. 2, ...). 1793. a) 1 octanto (incluyendo la 
frontera); b) I, 111, VI y VIII octantes (excluyondo la frontera); c) un cubo, 
limilado por los pianos i=±l, y = ± 1 y z=± 1 , incluidas sus caras; 
d) una esfera de radio 1 con ccntro en el origen de coordenadas, incluida 
su superficie. 1794. a) Uu piano; las Hneas de nivol son roctas, paralelas 
a la recta s-|-y= 0 ; b) un paraboloide do rovolucidn; las lineas de nivel son 
circulos concentricos cuyo centra esta situado cn el origen de coordenadas; 



las Hneas de nivel son rectas paralolas; f) superficie lateral do una piramide 
cuadrangular; las Hneas do nivol son contornos do cuadrados; g) las Hneas 
de nivol son parabolas y = Cx 2 \ h) las Hneas de nivol son parabolas y—C ]/x; 
i) las Hneas do nivel son circunferencias C (x 2 + y !! ) = 2x. 1795. a) Parabolas 
p=C—z 2 (C>0); b) hip6rbolas xy=C ( 1 C | < 1); c)circunfaronciasx 2 -t-!/ 2 =C 2 ; 
d) rectas y = ax + C; c) rectas y = Cx(x ^ 0). 1796. a) Pianos paralelos al 
piano x + y-\-z — 0; b) esferas concentricas cuyo centra so oncuentra en el 
origen do coordenadas; c) cuando u>0, hiperboloides do revolucion de una 
hoja alredcdor del oje OZ; cuando u< 0. hiperboloides do revolucion de dos 
hojas, alrededor del mismo ejc; ambas familias de curvas estiin divididas 
por el cono x 2 + p 2 - 2 2 = (> (u = 0). 1797. a) 0; b) 0; c) 2; d) e) no existe 
el limitc; f) no existe el limitc. I n d i c a c i 6 u. En cl punto b) pasar n las 
coordenadas polares. En los puntos e) y f) examinar las variacionos dc a 
e y a lo largo de las rectas y = kx y demostrar, que la expresion dada pnode 
tender a Hmites diferentes, que deponden del valor del k elegido. 1798. Con- 
tinua. 1799. a) Punto de discontinuidad cuando x = 0 e y = 0; b) todos los 
puntos do la recta x=y (linea de discontinuidad); c) la Hnca dc disconti¬ 
nuidad cs la circunfcrencia x 2 -j- 0 2 = l; d) las Hneas de discontinuidad son 
los ejes do coordenadas. 1800. Indicacidn. Poniondo y = y t = const, 

obtenemos la funcion <p t {*) = • • *I U0 03 continua en lodas partes, ya 

que cuando p, =£ 0 ol denominator x 2 -f y\ =h 0, mientras quo cuando 

2xm 


p,=0<pi (x) = 0. Analogamonte, cuando x = x,= const, la funcion 

es continua en todas partes. Por el conjunto de las variables x e y, la fun- 
cion 2 tiene una discontinuidad on el punto ( 0 , 0 ), ya que no existe ol 
lim 2 . Efectivamente, pasando a las coordenadas polares (x = rcosq>, y = r senqi), 


a »-0 

y -»0 


obtenemos z = sen 2 cp, de donde se aprecia quo, si x —>-0 o y —>-0 do manera 
que cp = const (0 tp < 2n), z sen 2cp. Como estos valoros extremos do la fun- 
cion 2 dependen do la direccidn do 9 , z no tiene limits cuando x —>-0 0 y — 0 . 


1803. 


dz 


0z 

„ , , . > 0z 

Q /11 

icno 

2 y Oz 

2x 

— a*„ dy - 

-o(y 

ax 1 . 10 U-. - 

' dx 

"(*+ff ) 2 ’ dy 

(x + U) 2 

dz 

y dz 

1 

|Rft4 dz X 

dz ^ 

V 

dx 

~ x 2 ’ dy 

X 

,H0 '- dx -y x 2 . 

~yi' Oy 

Vx 2 -y 2 

dz 

V* 

Oz 

*y 

\ Por, ,7z — 

1 

dx 

(**+»■) V * ’ 

oy 


18W - Ox 

Vx 2 +y 2 


y 


1807. -£-■- 

y dz 

X 

0 1 ..0 ’ 


V*+P(*+V&+in 

30-101G 
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dz 1 


1808. -r-=yx 

ox 


dz ii i 
——=:XV In x. 

dy 


a. i. sen— ,, 

1809 - ~i e * cos ^ 


dz _ 1 s 
dy ~ x e 


r y toin dz xy8V2»»-2y» dz yg»V 2 x»- 2 y» 

cos x . 1810. 9x | y\(x*-y*) ' dy UK* 4 -}' 4 ) 


. 1 ... 1 . *4-0 32 

18 "- “yf tg vT u=-2Tiu tl8 VP 


dx 


X + ° ctgi+£. 1812. ^ 


££.-** (**)*-», -g- = (*!/> J In (*!/)■ 1813. |~=pz*Vlnz, -|j- = *** tf l«i * 

1814. lx (2, 1) = 4- i /p(2, 1) = 0. 1813. /* (1; 2; 0) = 1 

02 * 


/,(1; 2; 0)=-i-, /«(l;2;0)—J- 


1820. 


1821. r 


(* 2 + »*+**)* /2 

1826. z = arctg-^-+9(*)- 1827. r = In i + sen y —-g-. 1828. l)tga = 4 

tgp = co, tgv—y s 2) tga = co, tgp = 4, tg Y = j- 1829 -|J = T A 

i£—JL/,. ^Lo=i-(«4-b). 1830. I n d i c a c i 6 n. Goraprobar, que la fun- 
db <2 2 ' 

ci(5n es igual a cero cn todo ol eje OX y on todo ol cjo OY y valerso <le la 
dofinicidn do las dorivadas parciales. Corciorarse deque f'x (0, 0)~M0,0) = 0 
1831. A/ = 4A* + Ap + 2A* s -t-2A* Ap + Ax2Ap; df = /tdx + dy; a) A/-d/ = 8; 
b) a/— d/ —0,062. 1833. dz =3 (* 2 —y) dx + 3 (p 3 —x) dy. 1834. d: = 2xp 3 dx+ 

+ 3i2p2dp. 1835. d: = dx—xdy). 1836. dz = son 2xdx — sen 2pdp. 

2 

1837. dz = y i x'J~' 1 dx-f x^ (1p lnx) dy. 1838. dz = -~ TJ -^ [ (xdx-\-y dy). 

1839. df=4-i dx -T d A ■ 1840 ■ dz = 0 ■ 184 ‘- *-- y x dx )' 

x + y\ V ' xson — 

X 


1842. df (1, l) = da: —2dp. 
1844. du-- 


1843. du = yzdx + zxdy-)~xy dz. 


{x dx + y dy -\-z dz). 1845. du= ^xp-f—~ j 


V* a + P 2 + s 2 

x [(‘ f + T) 1<te + ( 1 " _ 7 r ) **‘** + (*» + t) ,n (*«' + f') <b ] • 

1846. du=* --^^ (pdx + x dy-~dz} . 1847. df (3, 4, 5) = 

= JL (5 dz—3dx —4dp). 1848 . d/ = 0,062 cm; Al = 0,065 cm. 1849. 75 cm» 

(conrolacion a las dimonsiones intoriores). 1850. -g- cm. Indicacidn. 

Suponor que la difcrcncial de suporficie del sector cs igua! a cero y do 
aqui hallar la diforoncial del radio. 18ol. a) 1,00; b) 4,998; c) 0,2/3. 

1853. Con oxactitud kasta 4 m (mis exactamenCo 4.25 m). 1854. n • 
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1855. rfct = — (tfycosa-dxsena). 1856. (t !V~ 1} . 

p at t la 2 1 

«"■ TT~V, ae Vi^)- 

4- ^ cog2 f ° * • 1 ® 59, ^r = ®' 1860 ‘ y^ = ( sen a:) cos * (COS * ctg a: — senzlnsenx). 

1861 - TOI ; £-PF3I* 

1863. ~=s22/y(tt| oj + iw**/# (b, f); -|^- = — 2yf' u (u, v) + xe x v l' u (u, t>). 

1864. i*=o, 4i 

d« of 


rl. 


1865. 

l^‘ = ( a:+ 4') ^ ( iy_l "r) • 1867 • *)+«p'<*)/y .(*.», *)+ 

+ /*(*. d. *)M>i(*> d)4-^(*. y)«p'(*)!■ 1873. El perlmetro crece con una 
velocidad de 2 m/seg., el area aumenta con la velocidad de 70 m 2 /seg. 

1874. 1875. 201^5-2 V'2km/hora. 1876. -2^?. 


1877. 1. 


1878. 


1870 


• -¥■ 


1880. 

lo 


1881 cos ci -\- cos P+cos y 

3 


1882. a) (2; 0); b) (0; 0) y (1; 1); c) (7; 2; 1). 1884. 91— 3J. 1885. (5t — 3j). 


1880. 61 + 3^-j- 2k. 1887. | grad u | 
3 


2 2 1 
;6; cosa=y, cos0 = —j , cosy = y 


1888. cos q> = • . 

yis 

_ abcy 2 m d*z 
~ (fil x Z-) ra 2 y 2 ) 4 /i ’ dz dy~ 
2 (y —z 2 ) . d*z 


d*z 

dx 2 ' 


1889. tg <p 8.944; <p^83°37\ 1891. 

abcxy _ d 2 z _ abcx* d 2 z 

(b 2 X * + a 2 y 2 f' 2 ’ 0d a ~(6 2 X 2 4-a*y*) 3/ * * * dx*~ 


2x 


- (*M -y) 2 
xy 

(2zy+y 2 )' J/: ' 

d 2 u d 2 u 

’ dz*~ ’ dx dy 


Ox dy 
1894. 
d 2 a 


(* a +y) a 

-SL-o. 

dx dy 
d 2 u 


d*z 
dy * 


1895. 


(l 2 + y )a 
d 2 r r 2 — x 2 


dy dz dz dx 


= 1 . 


dz* 

1897. - 


1898. 


d 3 z 
dx dy- 


w = —x 2 y cos(xy) — 2zsen (xy). 


. 1893. = 

dz dy 

4R(|fi a2u _ 32, ‘_ 
r- ‘ dz* dy* 

3^^yz«-V-V-<. 

1899. fxx (0, 0) = m (m —1); 


fxy (0, 0) = mn\ fyy(0, 0) = n(re — 1). 1902. Indicacion. Comprobar, utl- 
lizando las roglas de derivacion y la definicion de derivada parcial, que 

lx (z, y) = y + fc,- + „, )a - j (cuando z 2 4-y 2 ^0), f x (0, 0) =0 y. por 

consiguiente, /x(0,y)=—y cuando z = 0 y para cualquier y. De donde 
fxy(S>,y)= -1, en particular, fxy(0, 0)=— 1. Anfilogamento, hallamos quo 
fxy (0, 0) = 1. 


30 * 
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*903. —2/u(b, v) + 4x-fuu(u, d)-\-Axyfa 0 (u, (*/»»(«, i>); 

0 h ft n 

■faajj = f »(»• f) + 4a:y/uu(tt. ^) + 2 (i 2 + 5,2) /„„(«, p)+*y/w(«, w); 

■^ = 2fu(u, v)-\-4y 2 f uu {u, p) + 4xy/uo(u, 'O + sVeu <«.")- 

1904. = txx+2fxz <px +fU (<p*)®+ /= <p*». 

1905. i-l = /u U (<pi) 2 + 2/uo -f- /"« (tj>.x) 2 f'u <fxx + 1'» if**; 


t5i dy = ^ u “ T* fi/+/>■'’ (<p* ’J’v ■+■ ’t’-f'P;/) -f- /i’r\p.v'iV + /«'fxy + fityxtfi 


d 2 z 


w - -t /:,u < < pj,) 2 +(%) 2 +/;<Pw+ n% r 


1914. u (*. !/) = (p(i) + t(y>- 1915. u{x, y) = x<p(y)+t|>(y). 

1916. d 2 z=e*V [(jf dx + xdy) 2 -\-2dx dy J. 1917. d*u = 2 (z dy dz -f y dx dz-\-zdxdy). 
1918. d#s=4<p''(t)(zd*-i-jj dy)*+2y' (<)(«/** +tfy 2 ). 1919. d*~(~)* V X 

x(»Ia-y.rf«+xln^-d|f) ; <*** = (-f-)" [ ( V*™^- + -jr) *** + 

+ 2(*if 1, i-^-ln-^-+lny)<f*<iV+(**ln a -^-—. 1920. d 2 z = 

= a 2 /”i U (tt, i<) dx i -\-2abl"uc («, f) dx dy+ b 2 j“ oe (“. v) rfj/ 3 . 1921. d 2 z = 

= (y«*/i + «*»£« +2ye*+Vfut+ y*« 2I /vi>) +2 (ft'/u + «*/* + w^/uu + «* +1 ' X 

X(1 + xy)fu V + ye ix fvv) dx dy -f- (zeV/w + x 2 e 2v luu + 2xe x+ Vfuv+e 2X fvv) dy 2 . 
1922. rf3j = e ;t (cos y dx 9 -— 3 sen y dx 2 dy — 3 cos y dx dj/ a -f-sen y dy 3 ). 1923. d 9 z = 
= — ycosxdx 9 — 3scnxdx 2 dy— 3 cos .y dz dy 2 -f z sen >J dy 3 . 1924. dj (1; 2)=0; 
rf*/( 1; 2) = 6dz 2 -{-2riz dy + 4,5 dy 2 . 1925. d 2 / (0, 0, 0) = 2dz*+4dya-f bds 2 — 

1/3 

— 4dxdy-i-Hdxdz-\-ildydz. 1926. xy-\-C. 1927. z 3 y-g—|-sen x-j-C. 

1928. —j~—+ln (x+y)+C. 1929. -i- In (z 2 + y 2 )-f-2 arctg iL+<?. 

1930. —+C. 1931. '[/x* + y* + C. 1932. «=—1, b=— 1 , * = -*~^ +C. 

1933. z 2 4-y*+z»+zy+xz+yz + C. 1934. z3+2zy*+3*z+y*—yz —2z+C. 

1935. x 2 yz — 3zy 2 z + 4zV + 2z + y + 3z-fC. 1936. —-f—- + — + C. 

y z x 

1937. V* 2 +^ 2 + 22 + C.. 1938. X=—1. Indioaciori. Escribir las condi- 
clones de diferencial exacts para la expresion X dx + Y dy. 1939. fx — fl. 


1940. 

1942. 


xy 

u ~\ ) S ( z ) dz-\-C> 

a 


1941. 


dy^__& 2 x_ d 2 y_ b* _ d*y_ 3& 6 z 

dz a 2 y ’ dx 2 a 2 y 3 ’ dz* a 4 y e ’ 


La ecuaciou quo dotermiua a y, cs la ecuacion de un par de roctas. 
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1943. 


dy 


V* In y 


dx 


_ ,<,44 _iL.. &V- - y - 1945 (■&} =3 

——r - iy«. - y _,. dx2 *>• v «/* /x—i 

d*y («»+l)(*«+y») 

dx 2 (ax— y) 3 

dz 6y*—3xz—2 


4 -*■ (SL ,- 8 6 - 8 - 

• dx - x ' dx 2 X 2 


= y-l ’ dx 2 ' 

, 9 46. ■3U*±2' 
dx ax — y 

1.948. 4l = ^=4; 
dx xy — z 2 


dy 3 (xy — **) 


4040 

dz 

s son x — 

cos y 

dz 

x sen y 

_C0SZ 1950 

dz _ 

dz 1 


dx 

COS x —y 

sen z 

’ dy - 

cos X — 

■ y sen z ’ 

dx 

15 dy - 2 ' 

1951. 

ds 

c 2 x 

dz 

c 2 y . 

d 2 z 

«* (**—»■) . 

d 2 z 

c'xy 

XX 


dy 

6% ’ 

dx 2_ 

a 2 6 2 z 3 

dx dy 

a 2 d 2 z 3 ’ 






9* ‘Pa 




d 2 z 

c* 

a' 

t£ 

i 

H 


dz _ 

Ipy 



J/ fin' W2? —— 

dy 2 


fl 2 i. 2 z 3 • 

ll)0o ■ 

dx 


— . iyjT< o s — — 

z 

•* (icy, u u —-* 
2 

_ 

—a 2 

dx-z-l^L 

• dx dy 

+ l4 “ 

— dy 2 

1955. dz = 0; 

4 

d 2 z = -4 

(dx 2 + dy 2 ). 


z 3 

u* - o 

X 3 

1 z 3 


15 


1956. d 2 = ^i-^(dx + dy); d 2 z = (1 i_ z)a (dx 2 +2dx dy + dy 2 ). 1961. ^- = co; 
dz 1 d 2 z 4 .— , y(z-x),_. *(*-y) 

d7=T : 215=25' 19tf2 - ^ 7(7=7)' 

= -JT^~j3 [(*-»)• + (»-*)•+(«-*)■]<**»• 
d 2 « d 2 u dv _ , da. d 2 a 2 . <? 2 a 

— dx dy — dy 2 = ’ dx ’ dy'^*' dx 2 ’ dx dy 

^ dx-(-r-^—dy; da = —dx—r^— 

l+y i+y i-fy 


dx; dz =—" 7 “—dx; d 2 y = — d 2 * = 
x(y—z) 

1963 ‘ d2“dy ’ dP“ 


d*a 
’ dyi 


l + y 

2a 

(i + y) a 

1966. a) 


dy, dhi = — d 2 u = 


= 0. 1904. du ; 
2 


(l + y) 2 


dx dy — 


dy 2 . 

1 Of. r. 

J., 

<dx- 

—*pl.dy. 

j.. —ip„dx + <p^dy 


ClU 

|<Pu 


» 

< 

9u 

•p;. 





]H>u 

4-; 






dz 

c son i; 

dz__ 

c cos a 

; b)£ 

' dx 

=4(a+u). 

dz _ 

T (y- “ ); 

dx “ 

u ' 

3y “ 

u 

dy - 


c ) dzm,-^[e v ^ v (u+u)dx+e ,l +' , (v—u)dy]. 1967. -^ r == A'r ( r > <P) cosip — 


2e 


— F'<f( r < <P)~- 2 ; % = F ’r ( ' r - <P) se »<P + *’i( r . q>)££L2.. 

D 

dt 2 


1968. -f--- 
dx 


= —i-coa<pctg->ti;|l = — y son <pctg<|>. 1960 -^|+^-+^ = 0 - ,<J7 °- ttI = 0 - 


'dy 

,971. a) p„-2y ** 
' dy 2 dy 


= 0: 


d«x 
b) dy 3 


= 0 . 


1972. tg|i = p-. 


d( 2 
1973. a: = 


_ a . o ( d JLV-r^L 

=-r-1974. ^- = 0. 1975. »~-* = 0. 1976. S+4 X 

„ , / dr \ a l5/8 dn as dr 2 r 2 

L* + V*p) J 


d^1 d« 

X >»« = r dr u ' 


1977. *5--* g. 1978.^ = 0. 

du dv 2m da da 


1979. 


d 2 ia 

da 2 


= 0 . 
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d 2 w 1 


1980 ' W=T- 198L a > 2a:—4y— 3 — 5 = 0; 


x—l__j/+2 z —5 . 


-4 —1 


: = 0 ; 


-4 y—3 z—4 
4 ~ — 6 : 
y—R sena a—7? 


sen a 


1982. 


c) x cos ct + y sen a—7? = 
a 2 


= 0. 
± 


; b) 3x+4y- 

z—7? cos a _ 
cos a 
6= 


y« a +6 2 + c 2 ' Va 2 -fb 2 + c 2 ' 

+ - c ~ - . 1983. 2x + 4y + 12z —169 = 0 1985. x+4y +6z = ± 21. 

Va 2 -(-6 2 + c 2 

1986. x ± y ± z = ± y'a 2 +6 2 + c 2 . 1987. En los puntos (1; ± 1; 0) los pianos 
tangentcs son paralelos al piano XOZ y en los puntos (0; 0; 0) y (2; 0; 0) 
al piano YOZ. La superficie carcco do puntos en los cuales el piano tan¬ 
gents sea paralelo al XOY. 1991. -2- . 1994. La proyeccion sobre el 

piano XOY: _o La proyeccidn sobro el piano YOZ: 


z — 0, 
3 i/ 2 


t. 4 


+ Z 2 —1 = 0. 


La proyeccion sobre el piano XOZ: 


y= o, 

¥ + --!■ 


■ 0. 


Indicacion. La linea de contacto de la superficie con el cilindro, que 
proyecta esta superficie sobro algun piano, ruprosonta de por si el lugar 
geometrico do los puntos, en los que el piano tangente a la superficie dada 
es perpendicular al piano do proyeccion. 1996. /(x + fc, y + k) = ax 2 + 2bxy + 
+ cy 2 + 2(ax+&y)/t + 2(6x + cy)A + aA 2 +2&Mc + cA 2 . 1997. f (x, f/) = l —(x + 
+ 2) 2 +2<x + 2)(y—l) + 3(y—l) 2 1998. A/(x, y)^2h-\-k+h 2 +2hk+h 2 k. 

1999. /{*, y, z) = (x-l) 2 + (y-l) 2 + (z-l) 2 + 2(x-l)({/-l)-(j/-l)(z-l). 

2000. /(x+A, y+A, z + i) = /(z, y, z)+2|A(x — y — i)+k (y—x—z) + 


+ i(z —a— 5 l)|+/(A, A, 1). 2001. y+xy + 
, x« + 6s 2 y 2 + y4 
4! 


3x 2 y 


— 1/3 


3! 


■. 2002 . 1 - 


* 2 + l/ a , 

“2T~ + 


2003. l + (y — l) + (x-l)(y — 1). 2004. l + ((a—1) + 

+ (y + 1)]+ ^-i)y + ^)]%^- ^ + iV + l)) 3 , 20Q 5. a) arctgl±|«= 

^^+Y(« + P)-T(« a -P 4 ); *»}/ < 1 -t" , a > T " + < 1 +P ) " = l+i- (m« + np)+ 

+^l(3m2-4m)a 2 -3mnaP + (3n 2 —4n)P 2 j. 2006. a) 1,0081; c) 0,902. I n d i- 
cacion. Utilizer la fdrmula de Taylor para las funcioncs: a) / (a, y) = 
^l/x^y on un ontorno del punto (1; 1); b) / (x, = y x on un ontorno del 

punto (2; 1). 2007. z = l+2(x-l)-(y — l)—8(x~l) 2 +10(x-l)(y-l) — 
—3(y—l) a +... 2008. z mln =0 cuando x=l, y = 0. 2009. No hay extremes. 
2010. s mln = — 1 cuando x = l c y — 0. 2011. z mfiI = 108 cuando x = 3 e y = 2. 
2012. z m [ n =*-8 cuando z = l/2, y = —1/2 y cuando x= — V2 e y = V 2. 
Cuando x = y = 0 no hay extremos. 2013. z mSx = 


ab 


a _ b _ ci _ b 

“yi’^yl yx ~~W i '~~yI : ’ mIn 

^ a y b _ a _ b 


3 VS 
ab 


= en los puntos a = 


— en los puntos 


3 "1/3 

, y = -^. 2114. z a =l cuando x = y = 0. 
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2015. z mln =0 cuando x = y — 0; 


un maximo amplio z 


— en los 
e 


puntos de 


)a circunleroncia x 2 +y a =l. 2016. z m &x == ~V'3 cuando x= 1, y — —1. 
2016. 1. z mSn = 6 cuando x—A, y= 2. 2016. 2. z mSx = 8«- a cuando x=—4, 

1 1 = —2; no hay extremo cuando x = 0, y = 0. 2017. —g- cuando x = 


2 1 1 
= —-jj-, y = —y y z = l. 2018. u mfn =4 cuando x=-j . If =-l. * = <• 

2019. Esta ccuaci6n dotermina dos fund ones, do las cualcs, una tiene 
maximo (z m fi X = 8) cuando x=l, y = —2, y la otra, un minimo (z ra ( n =—2) 
cuando s=l, y = —2; en los puntos de la circunferoncia (*—l) a + (y + 2) a ==2_5 
cada una de estas funcioaes ueno un extremo en la frontera, z = 3. In di- 
cacidn. Las fund ones que se mcncionan en la rospuesta se d eterminan 
explicitamontc por las igualdades z = 3±'l/25—(*—l) a —{y + 2) a y existen, 
por consiguiente, solamentc dentro y en la frontera do la circunferencia 
(a:—i) a -f-(y-(-2) 2 = 25, en cuyos puntos ambas funciones toman el valor 
z = 3. Este valor os el menor para la primera funcion y el mayor para la 
segunda. 2020. Una de las funciones dcterminada por la funcidn tieno 
mfiximo (z m6x = —2) cuando x= — 1, y = 2; la otra tiene minimo ( z m f n = 1 ) 
cuando x =—1, y = 2; ambas fundones tienen extremo en la frontera on 
los puntos de la curva 4z 3 —4y 2 —12x-f-16y—33 = 0. 2021. cuan do 


x = y • 2022. z [n4l =5 cuando x = i, y= 2; z mln = —5 cuando *=—1, 

on 18 12 9l 1/2 

y = —2. 2023. 2 uiin = i 3 cuando x = \l' ^ = T3' 2024 • z mSx = — 2 — cua,1 do 

7n . . 9n 2—1/2 , 3rc . , 5jt , , 

x*=-g--|-lcit, y = —+ /cn; z, n[n =-5- cuando x = -g- + kn, y=--g-+*n. 

2025. u mln = — 9 cuando x= —1, y=»2, z=— 2; u mlSj . = 9 cuando x = l, 
I / = —2. z =2. 2026. = a cuando x=dr a, y=z = 0; u nl [ n = c cuando 

x = y=0, z = ±c. 2027. u |u4x =2-4 2 -6® cuando x = 2, y = 4, z = 6. 

4 / 4 4 7 \ / 4 7 4 \ / 7 

2028 - ‘w = 4 57 cn los puatos It ; - 3 ; t) : (t ; t ; t) ; It ; 


y; t) : M m[n = ^ en los puntos (2; 2; 1 ) (2; i; 2) ( 1 ; 2; 2). 2030. a) El valor 

dol mdximo absoluto es r=3 cuando x = 0, y = l, b) ol valor dol maximo 
absoluto es z = 2 cuando x = l, y = 0. 2031. a) El valor del m&ximo absoluto 

esz = —cuando x= ±1/ - 77 - . y = 1 / 4 - ; el valor dol minimo absoluto 
3 y 3 r d r 3 

es z = — — cuando x = ± j/", y= —"j/"; b) el valor del mdxjmo 

absoluto es z = l cuando x = ±l, y = 0 ; el valor del minimo absoluto es 
z— — 1 cuando x = 0, y = ±l. 2032. El valor del m 6 ximo absoluto es 

z = —cuando x = y = -^- (mdximo interno); el valor del minimo abso- 


472 


Soluciones 


luto cs s=0 cuando x = y = 0 (minimo de frontera). 2033. El valor del 
maximo absoluto es 3 = 13 cuando x = 2, y= — 1 (mdximo de frontera); el 
valor del minimo absoluto es z=—1 cuando x = y = l (minimo interno) 
y cuando x = 0, y = —1 (minimo de frontera). 2034. Cubo, 2035. f'2V, f^2V, 

y fIF. 2036. Triangulo equil4tero. 2037. Cubo. 2033. a = Ya-Y*-Y<i-Y~«- 

2030. M ^—y-, . 2040. Los Iados del triangulo son: jp, — p y y . 

2041. J - m t a: i + n, 2 j: *+ w 3 g 3 niyx+m&z + msys 2 042 -A-— ' —= 3 
m l+ m 2+ m 3 ’ " a " 1_ 6 " r c 

2043. Las dimonsiones del paralelepipedo son , - : ^r, dondo a. ft 

1/3 V3 1/3 


y c son los somiojes del olipsoide. 2044. x=y = 26+^ r 2F 1 z=. 

L* 

2045. x = ±-^- = , y = ±-^=. 2046. El eje mayor cs 2a=6, el ejo rnenor, 

yz 1/2 

26 = 2. Indicacidn. El cuadrado de la distancia del punto (x, y) de la 
olipso a sn centro {origon de coordenadas) es igual a * 2 -+-p 2 . El probleraa 
so reduce a buscar el extremo de la funcion x 2 -(-jf 2 , con la condicidn de quo 

5x 2 -f-8xy-f-5y 2 = 'J. 2047. El radio de la base del cilindro es-^-l/^ 21 —, 

* r 1/5 

la altura, 1/ 2-y, donde R es cl radio de la esfera. 2048. El canal 

1/5 

dobe unir el punto (y;-i-j do la parabola con el punlo — yj 

do la recta: su longitud es igual a • 2049. ^1/2730. 2050. ^ — 

— Indicacidn. Es evidonte, <|ue el punto M, en quc el rayo pasa 


de un medio a otro, debora oncontrarse entre A t y B it siendo AM = 


cos a 


BM = c03 g , A i M = a tg a, B l M = 6 tgp. La duracion del movimionto del rayo 

cs igual a —— -1--—n-. El probloma sc reduce a buscar ol minimo 

° v { cos a u 2 cos P 

do la funcion /(a, B)=---)-■-s- con la condicidn de que o tg« + 

cos a v 2 cos p n 61 

-f6tgP = c. 2051. a = p. 2052. J, : /, : / 3 =-i- : -i- : -i- , Indicacidn. 

-t>i "3 


Hallar el minimo do la funcion f (/,, I 2 , I 3 ) = flRi-\-I%R 2 +J%R 3 , con la 
condicion de que Ii-\-I 2 +I 3 = I. 2053. Un punto aislado (0; 0). 2054. Punto 
do rotroceso de 2 a especie (0; 0). 2055. Punto lacnodo (0; 0). 2056. Punto 
aislado (0; 0). 2057. Punto crunodal (0: 0). 2058. Punto dc rctroceso 
de l a especie (0; 0). 2059. Punto crunodal (0; 0). 2060. Punto crunodal 
(0; 0). 2061. El origen de coordenadas es un punto aislado, si a >6, un 
punto de retroccso de l a especie, si a=b y un punto crunodal, si a<6. 
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2062. Si ontre las magnitudes a, b y c no hay igualcs entre si, la curva 
no tiene puntos singulares. Si a = b<^c, A (a, 0) es un punto aislado; si 
a<'6 = c, B (b, 0) es un punto crunodal; si a=b=c, A (a, 0) es uu punto de 
retroceso de l a cspecie. 2063. y~±x. 2064. y 2 — 2px. 2065. y = ± R. 

2066. x t/3 + y V3 — l t/3 . 2067. xy = ~ S. 2068. Par de hiporbolas oquilateras 

conjugadas, cuyas ccuaciones, si los ejes de simetria de las elipsos sc toman 

como ejes de coordcnada, tienen la forma xy = ±^. 2069. a) La curva dis- 

criminanto y = 0 es el lugar geometrico do los puntos do inflexion y )a 
envolvento de la familia dada; b) la curva discriminante y=0 es el lugar 
geometrico de los puntos cuspidales y la envolvonte do la familia; c) la 
curva discriminante y = 0 es cl lugar geometrico de los puntos cuspidales 
pero no es la envolvento; d) la curva discriminante so descompone en las 
rectas: x = 0 (lugar geometrico do los puntos crunodales) y x=a (envolvento). 

2070. y = 2071. 7-^ 2072. V9-j-4ji s . 2073. V^(e‘ — 1). 2074. 42. 

2075. 5. 2076. x 0 + z 0 . 2077. 11-f^ • 2079. a) recta; b) parabola; c) elipsc; 
d) hiperbola. 2080. 1)-^- «°; 2) a ; 3) ^ a."-fa -jj- . 2081. (abc) = 


= (5T 6c ) + (“dT c ) + ( rtft f)- 2082 ' 4,(,2+1) - 

y = 4sent (elipso); v = 4.7, iv=—31 cuando t=0; w = 


2083. 

3 V2 
2 


x = 3cos t; 

‘+2 ]/57, 


<_2 1/2J cuando t=-5-; «=—3i, —4j cuando t=4y- 

2084. x = 2 cos t, y = 2 sen t, r = 3t (helice circular); v — — 27 sou t-f cos t-f 
-f3/c; u="l/l5 para cualquicr t; w =—2* cos t — 2 ^’sent; u> = 2 para cual- 
quior t, ti = 2^-)-37c, w=—2l cuando i= 0 ; ti=—2t-f3fc, w=—2J cuando 

t«=i. 2085. x = cos a cos tot; y =sen a cos wt; c = sen <ot (circunforencia); v = 
2 

=—wi cos a sen wt—coi son a sen cot+cofccos lot; i>=| w |; w—— ei 2 7 cosct cosest= 
— (d 2 J sou a cos cot — co 2 7c sen (ot; u> = w 2 . 2086. v= V v ‘xo'^ ’ i/o - ^ ^ * 

w x *uiy = 0; w z =-b\ w = g. 2088. co l/P+P, dondc e> = -^- cs la vclo- 

cidad angular do rotacidn del tornillo. 2089. +•‘'S — 2aon;osen tot. 

2090. t = (< + fe); v = - J ; p =^ (f - 7c). 2091. t = ^ [(cos l - son t) l + 


+ (sen t + cos l ) J v 
cos (t, z) = cos (v, z) = 0. 


; -L. [(son t-f cos t) i + (scnt —cos t) j 1; 

Z'l 


2092. x 


1+AJ+2IC. 

V21 


-47 + 5.7-87c 

Vios 
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-2i±fc _ 2093t J t ^ sen t ^z-bt (ta ente) . £- , « ^ 

H -|/5 —a sent a cost 6 b b sent 

y — asont z— bt ... x — acost y — a sen t z — bt , , 

= -—;-— - (binormal); - -— - - -- a — (normal 

— 6 cost a ' 7 cost sent O' 


principal). Los cosenos dircctores de la tangente son: cosa =- a . S0Q 1 . ; 

ya 2 -\-b 2 

cos fi = 12 C ° S 1 ■ ; cos v — — ^- . Los cosenos directores de la normal 

y«a+&* y«2+62 

principal son: cos accost; cos 6 t = sent; cosyi = 0. 2094. 2s— z = 0 (piano 
normal); y —1 = 0 (piano osculador); s-)-2z — 5 = 0 (piano rectificante). 

2095. = = (tangouto); s+4y + 12s —114 = 0 (piano normal); 

t* t 3 t 2 

: ~T y —7 2 —5" 

12s—Gy-f-z—8=0 (piano osculador). 2096. —p—=—— = —j— (tan¬ 


gente); 


—T V ~T Z ~T 

f a + 2t 1 — t* — 2t a — t 


(normal principal); 


x ~~ V ~T 


= —p — (binomial); — y; yj ; M z ^4; — y; 2^ . 

2097. = = (Ungente); x+y=0 (piano osculador); = 

= V jy --= -—^ (normal principal); * ■ — - = = 2 ^ 2 (binormal); cos a 2 = 


= -i=; cos p 2 = r^=. cos Y 2 = 0- 2098. a) —~ 


R R y2 R 
s—sr y —=- z — h— R 


-V'2 


■ (tangonte); 


*y2-z = 0 (piano normal); b) = ~~~£~ (tangent©); s + p-f4z — 

— 10 = 0 (piano normal); c) x ? = -— ^ ^ ° (tangonte); 2 y3s-|- 

2 ”1/3 —2 1/3 

+ p—2 y3z = 0 (piano normal). 2099. s-fp=0. 2100. x—y—z~\/2=0. 
2101. a) 4s — y— z—9 = 0; b) 9s—6p + 2z —18 = 0; c) 6 4 sjjs—a 3 !/j&4- 
-\-(a 2 —b 2 )z%z = a' t b 2 (a 2 —b 2 ). 2102. 6s—8y—z-f3 = 0 (piano osculador); 

s—1 y — 1 z —1 , , .... x — 1 y — 1 z — 1 ... 

"3r =S ltr = ^=22 (normal P nnci P al ): ^Tq-=— g- = —j— (binormal). 

2103. bx —z = 0 (piano osculador); j- (normal principal); } 

thinormal); T= * + &fc ; p = ^ - < -± -- ; v = 3. 2106. 2s-f-3p-f 19z-27 = 0. 
l/i-t-6* yi+63 

2107. a) y2; 6) 2108. a) K= e ~-^L\ T= e -^-; b) 
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2109. a) = = 2111. . 2112. tf = 2, 

1 /"l9 22 /"l9 

«'t = 0, w n = 2 cuando i = 0; # = — ]/ ^ , »t=—==, u>„ = 2|/ ~ 

cuando f=l. 

Capi’lulo VII 

2113. 4 —. 2114. lug. 2115. 2116. 2117. 50,4. 2118. 5^.2119.2,4. 

2120. -5-. 2121. -1? *=-2—y; y=-6; y = 2. 2122. y = **; y=s+9; 

b 4 

a = l; i = 3. 2123. y = z; y = 10~ i; y = 0; y = 4. 2124. y = -j^; i/ =2*; r=l; 
i = 3. 2125. y=0; y = y25—i 2 ; *=0; * = 3. 2126. y = x a ; y = 1 + 2; z= — 1; 


z = 2. 2127. | dy ^ /(*, y)dx= jj dx j / (r, y)dy. 2128. | dy jj / (*, y) dx = 

1 * 1 2-1/ 1 1 
= | dx ^ / (a, I/) dy. 2129. ^ dy | J (x, y) dx= | dx jj / (x, y) dy 4 1 

V_ 

2 2—X 2 2x+3 4 2 

+ ^ dx (j /(x, y)dy. 2130. ^ dx jj / (x, y)dy = jj dy jj ; (x, y)dx + 

1 0 12* 2 1 

5 2 7 2 1 , V 

+ ^ dy jj /(*, V)d*+ ^ dy jj 1 (x, y) dx. 2131. jj dy jj /<x, y)dx + 

4 1 S y-3 0 -w 


2 2 -* 


+ \ dx \ /(x, y) dy. 2130. 


7 2 


1 V 


2131. \ dy \ 1(x, y) dx + 


y 2 Y 2-y« 


0 /2-x* 


. _ . i y2-* 2 

+ f dy jj /(x, y)dx = jj dx jj /{*, y)dy+f dx jj /(*, y)dy. 

l -yfe -t ® 

T/T? _ 

12 2 r 2 -1 V4-*« 


2 ^ 2 


-1 V4-*« 


2. jj dx jj /(*, y)dy= jj dy jj / (x, y) dx. 2133. jj dx jj l(x,y)dy + 
-i 2*» o _y r i - 2 - ys^x* 


1 _ /l-*3 1 /4-*» 2 V'4-*» 

jj dx jj /(£, y)dy+^d* jj /{*. y)dy+ jjd* jj f (x, y)dy = 

-1 _ y 4 -1 >'l-r2 1 - V' 4 -x2 

_i y 411^2 i - f'l-y 2 i y*-i/ a 

= jj dy ^ /(*, y)dx-\- jj dy ^ / (i, y) d*-j-^ dy jj f{x,y)dx + 

-2 ./jrja -1 - Yi—v^ - 1 »T=P 
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2 Yi—ifl -2 Y<T5& 

+ dy jj f(x,y)dx. 2134. dx ^ f(x,y)dy + 

1 — Y 4—1/* —3 — y a_xa 

2 V'T+*a 3 

+ ^ ^ l(x,y)dy + ^dx f(x, y)dy = 

-2 _ VT+rf 2 _ v"5—a* 

-1 - V'y*-1 -1 /3=u» 

“ ^ d S< ^ /(*. y)dx+ ^ dy ^ l(x,y)dx + 

- i's - Yo-v 1 - /5 v'u^T 

1 Vd-t/3 Vi - Vi/2-1 V'5 /9^y3 


>5 -Vtfi-l 


+ ^ dy ^ /(*, y)dx-\- jj dy jj f(x, y)dx-\- ^ <7y ^ j(x,y)dx. 

— 1 _ \'v- u i 1 _ v' 9 —j /2 1 V1/2— 1 

11-* 1 1—y a /a*-xa 

2135. a) ^ dx ^ / (x, y) dy = dy f / (x, y)dx ; b) f dx ? / (x, y) dy = 

n 'I 0 fi -a _ y^sZIs 


11 1'-12-1/2 


1 V'x-ia 


dy ^ / (** y) dx ‘< c ) \dx jj / (x, y) dy = 

-a _ Vat-1,3 0 _ 


l+/l-4||2 
i/j 2 


1 V 


jj dy jj f(x,y)dx ; (I) jj dx jj / (*. V) dy = ^ dy jj f (x, y) dx; 

-‘/a 1 - v i-4i/2 -1 * -1 -1 


a l/+2a 


e) jj dy Jj / (x , y) dx = j dx ^ / (x, y) dy -f Jj dx Jj / ( x, y) dy + 

\/"v v 

3a a 48 V 3 2 2 

+ \ dx jj /(*• v)dy. 2136. Jj dy Jj / (x, y)dx. 2137. jj dy jj / (x, y)dx + 


2a x- 2 a 


0 u_ 
12 
a 

2 VnZ-iP 


a Va 2 ~.j /2 


+ jj dy J / (x, y)dx. 2138. | dy jj j (x, y)dx+ ^ dy [ / (x, y)dx. 

2 L " v'a 2-2 ay 2 11 


^ a a 

3. ^ dy ^ f(x,y)dx + ^ dy jj f(x,y)dx. 


a V~5 Q— Yat—it 

2 
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2o 


4a 


a a— Va 2 —j ,2 a 2a 2V'2u 2 “ 

2140. Cdy ^ /(a, yjdz-)- jjdy ^ /(z, y)dz+ dy J/(z, y)dx. 

0 0 o+ »'a“2-y2 0 


0 

Vl-X* 

i i 

2141. [ dx 

s 

1(X, y) dy+ [ dx 

J 

-l 

o 

0 

V2 1 


V3 V 3-*2 

0 f* 

+ \ dx \ 

f (*. y) 

dy+ \ dx V 

1 0 

2 


V 2 0 


2 V 2* 

I** $ 1 


B 12 


2 I'HS-yS 


1 n-a rcsen i/ 

2144. jj dy ^ / (*. y) d*. 2145. — . 2146. -j . 2147. a. 2148. -2- . 

o arcsea y 

2149. 0. 2150. y . 2151. In 2. 2152. a) -j ; b) l3 ^ 1C ; c) 2 . 2153. p*. 

3 I'l—<X—2>a / _ 

2154. ^ dz ^ zydy =-^-. 2155. ^-o "y/2o. 2156.-~,nR s . Indicacidn 
1 0 

2 nH y=>(x) 2 * J1(l—cos 0 

^ ^ ydxdy= ^ di ( y dy = ^ R (1— cosl)d< 


\ ydy, (londe esta 

W 0 ^ i 8 

ultima integral so obticne do la anterior como rosultado del cambio 
z = R (< — sen !)■ 2157. . 2158. 2159. a 2 -|--y- . 

_n l JL 1 

4 cos <p 2 sen <p 

2160. ^ dip ^ rf (r cos q), r sen q>) dr ^ d<p ^ rf (r cos <p, r sen <p) dr. 


3.1 1 


2161 


4 cos ip 4 sen ip 

^ d(p ^ rj (r 2 ) dr. 2162. d<p ^ rf (r cos «p, r sen <p) dr. 

T 

sen ip .in 1 sen ip 

4 sen <p ji coss ip 


4 cossq) 4 sen qi ji cossep 

2163. f f (tg q>) dtp [ r dr -j- f / (tg ip) dip ^ r dr +• ^ /(tg ip) dip ^ r dr. 
n n rr 0 3?t ft 

T 


4 
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Soluelones 


4 a Yc 03 2 <p 4 

i. ^ dtp jj rf(r cos tp, r sen tpjdr-f- ^ dtp 


a ycos 2 ip 


rj (r costp, rsentp) dr. 


2 n cos <p 3 

2165. jjdtp | r2senqidr = ~. 2160.jia 4 . 2167. 2168. {^+-j) a3 - 

2169. ^- 3 . 2170. (y— 1 6 ^| — 12Q ) 2171. —nab. Indicacion. El 

jacobiano J = abr. Los llmites de integration: 0<! cp2n, 0<r-<l. 
P c 
l+P l-o 

2172. ^ dv ^ / (u — un, no) udu. Resolucion. Tenemos z = n (l —a) e ^ = un; 

T+o 

ol jacobiano / = «. Determinaraos los lhnites de u en funcion v: u (1 —i>) = 0 
cuando a = 0, de dondo n = 0 (ya qua l~o^=0); u - cuando x = c. Los 

llmites de variacidn de o: como y = ax , uv=au (1 — v), de donde t> = ^ ^ ; 

1 u 

para y = liallamos, u = j-^. 2173. / = -i- £ ^ du ^ / (“X“• + 

2 2 —u , o 2 +o 


1 u-2 

1 2 -o 


—1 —o 


-f- ^ dv ^ ^ U - % — , j du j . Indicacion. Despuds del cambio 

de variables, las ecuaciones de los lados del cuadrado serin: u=v\ it+o =2 
« —u = 2 ; u=— v. 2174. ab £ arctg-^-+-^- J . Resolucion. 

La ecuacidn do la curva es r 4 = r 2 ^cos 2 9 —sen 2 <p j , de donde ol 

llmite inferior para r es 0 y el superior, r = cos 2 tp—|ysen 2 rp. 

Como r debe ser real, cos 2 tp ——■ sen 2 <p> 0; do donde, para el primer 

dngiilo coordonado, tonemos que tgtp^-|^-. A consccucncia de la simetrfa 

1 

del campo de integracidn con respecto a los ejes, sc puedo calcular del 
total de la integral, limitandose al primer cuadrante: ^ ^ dxdy = 
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da: + 


j/^-co^-p-sen*® 1 

= 4 ? dff [ abrdr ■ 2175 ‘ a > 4 *J ; J 

o « -V5 

2 VU a v'a*-** 128 

+ J4»5^b)if-4s j* J ^ 2176. a) j; b) (a+£) A 


1 u—2 


16 _ 

2177. -l£l. 2178. ~ a 2 . 2179. n. Indicacion. — 1 < * < 1. 2180. y \/l5. 

2181. 3(-J-+|-). 2182. V3. 2183. -§•*«*• 2184. G. 2185. lOn. 

Indicacion. Efcctuar el cambio do variablos x—2y = u, 3*+<»»«». 


J 1 


2186. 


l (6 _ fl )(P_<x). 2187. ^-(p-a) In . 2188. v = $ dy J (1 ~ x) dx= 

** ' 0 i/ 


= J dz | (l-*)dy. 2193. 2194. 1. 2195. -p. 2196. . 2197. . 

MW. 2199. 2200. -g-. 2201. 2202. ***(«-?>. 

2203. -|*a»(2 1/2-1). 2204. (l/2-l). 2205. . 2206. i- nabc. 

2207. ^(6V3-5). 2208. 2209. „« (t2210. . 

2211 . 3 V 3 ~ 2 . 2212. 3p (2 1/2-1). Indicacion. Efectuar el cambio 
2 3 

do variables z tf = u, A-*. 2213. 2214. 

2215. Indicacion. Integrar en el piano VOZ. 2216. 4a®. 

2 

2217. 8a® arcsen-^. 2218. i-na® (3 V3-l). 2219. 8a®. 2220. 3n®. Indica¬ 
cion. Pasar a las coordenadas polares. 2220. 1. Indicacion. Proyoctar 
la suporficie sobro el piano de coordenadas XOY. 2220. 2. a® y 2. 2221. cf = 
3 

“T Jlfl ’[( 1+ ‘5‘) 2 ’“ 1 ]* lndicaci,5n - Pusar a las cootdenadas 

polares. 2222. 8a®. Indicacion Pasar a las coordenadas polares. 
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Soluciones 


2223. 8 a 2 arctg -. Indicacion. a = ^ dx \ — ° ^ 

5 J J y a 2_*2. 

n ft v 


arcscn - 


• dx. Integrar por partes y despues hacer la susti- 


= 8/1 \ 

<5 21 /a 2 — x 2 

0 v 

tucion x = ^-~—sent; el resultado debe transformarse. 2224. ^ii 


— a ' 1 / a 2 -|- c* -I- g2 In ^ \ j 1 1. Indicacion. Pasar a las coordcna- 

a + y a t + c*) 

das polares. 2225. «£. 2226. g; £. 2227. J- ; F -^ • 

2228. * = -|a; }7=0. 2220. ; = 2aS ^ nce ; 7 = 0 . 2230. S»-|; y=0. 2231. 7*=4. 
2232. a) 7 0 =^(D*-d4); b) 7* = ^ (7)*-rf*). 2233. / = |n‘ 2234. -|a*. 


V ax 


Indicacion. 7= dx ^ (y + apdy. 2235. 16 In 2 — 9-|-. I n d * 


ca- 


— V ax 


cion. La distancia dosde el pnnto { x, y) a la recta x = y cs igual 
a d= X .^ ■ y so halla valiendoso de la ecuacion normal do la recta. 

2236. /=JLft«*(7y2+31n(V2+l)I, donde k es el coeficiente dc propor- 

cionalidad. Indicacion. Situando el origen do coordenadas en ol vdrtice, 
a partir del cual, la distancia os proporcional a la densidad dc la lamina, 
dirigimos los ojes do coordonadas sogun los lados dol cnadrado. El momento 
de inertia se determina con respeclo al cjo OX. Pasando a las coordenadas 


4 a sec <p 2 a cosec ip 

polares, lenemos: I x — jj dip jj Ur (r sen ip) J rdr-f- dip kr (r sen <p) 2 r dr. 

T 

2237. 7 0 = -^-na4. 2238. 7 0 = ~. 2230. Indicacion. 

10 Z 1 id 

Tomar por variables de integracion t e y (vease el problema 2156). 
1 1 —x l—x—y 


VJ9-J* ll 


2240 


- ^ dx dy jj f(x,y,z)dz. 2241. ^ dx jj dy ^ /(x, y, 2 )dz. 


- R -Vra-x* 0 
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— Vai-x* 
a 


S* S 

—a 


1 i-xz 


dy 


- A /ac-z> c y *L + XL 
a c V a? + t>5 


J / (*, !/, z) dz. 2243. jj dx J X 

^2 —1 _ V 1 —x 2 


V l- X 2-yt 


xdy J 1(x,y,z)dz. 2244. A (31 +12 V2-27 l/3). 2245. . 

2M6. 2247. jL. 2248. 2249. -=£ (18VS-ig-) . 

2250. 2251. 2252. ~nabe. 2253. , 2254. 2255. 4<r 2 - 

480 4 5 4 9 


2256. y/-3 


(—4)- 


2257. ^nflS. 2258. i. 2250. 2260. na J . 


_ * 8 +j / 8 

2a V 2 ax—xi 2 a 


2 a cos (p 


— 

2a 


Rcsolucidn. o = 2 jj ds dy dz = 2 jj d<p J r dr ^ 


dk-- 


2a COS <p 


2 \ dip 




2 jio" 1/2 
3 


I n d i- 


19 


cacion. Pasar a las coordcnadas csfericas. 2262. -±-n. Indicacion. 

o 

Pasar a las coordenadas cilindricas. 2263. -g-(3n —4). 2264. vabc. 


2264.1. 


^.-abc 

4V2 


2264.2. 


4.71 


^-(V2~l)abc. 2265. (a+&+c). 


2266. (6c 3 — a'-* — 1> 2 ). 2267. a-=0; y=0; : = yii, Indicacion. Introdu- 

cir las coordcnadas esforicas. 2268. x =4-> y=0, 2 = 0. 2269. — (3n 2 -|-4/i 2 ). 

Indicacion. El eje dol cilindro so toma como ojo OZ, el piano do la 
base del cilindro como piano XOY. El momonto do inercia so calcula con 
respecto al eje OX. Despues de pasar a las coordcnadas cilindricas, el 
cuadrado de la distancia del elemento rdtpdrdz al eje OX es igual 

a r2son3<p-|-2^. 2270. ^^-(2A 2 +3a*). Indicacion. La base del cono 

se toma como piano XOY; el eje dol cono, como cjo OZ- El momento de 

inercia sc calcula con respecto al ejo OX. Pasando a las coordenadas cilin- 

dricas, para los puntos de la superficie del cono tenemos: r = ^-(/i — z), y ol 

cuadrado de la distancia del elemento rdtpdrdz al ojo OX sera igual 
a r 2 sen 2 tp-j-z 2 . 2271. 2nkph(i— cos a), donde It es el cocficiento de propor- 
cionalidad y p, la densidad. Rosoluciun. El vertices dol cono se toma 
como origen de coordenadas y su eje, como cjo OZ. Si se introducen ias 

31-1016 
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Solucionex 


coordenadas esfericas, la ocuacion de la suporficie lateral del cono sera 

9 = 4 ^—a, y la ecuacion del piano de la base, r= sg —. A causa de la 

simetria se tieue, que la tension resultantu esta dirigida por el oje OZ. 
La masa del elemonto de volumon dm — pr- COS ij> dip dtydr, donde, p, es la 
densidad. La componente, por el eje OZ , do la atraccidn que ojerce este 
elomento sobro la unidad de masa situada en el punto 0 os igual 

a k sen = kp sen ip cos dip dtp dr. La atraccion resultants es igual 


2it 

a 1 dy 


\ ** 
t 


h COSCC V 


^ kp sen rjj cos <|> dr. 2272. Kesolucion. lntroduciinos 

U V 0 

las coordenadas cilindricas (p, 9 , z) con el origen on el centro de la esfera 
Y do forma quo el oje OZ pase por el punto material, cuya masa se supono 
igual a m. La distancia dosde oste punto hasta el centro do la esfera, la 
designamos con la letra £. Sea r = Vp*+(l—z ) 2 la distancia entre ol ele- 
meuto de volumon dv y la masa m. La fuerza de atraccion del volumen 
elemental dv de la esfera y del punto material m, esta dirigida a lo largo 

de r y numoricamente es igual a —fry m—r, dondc y=-r- es la den- 

7 nR3 

sidad de la esfera y dv = p dip dp dz el volumon elemental, La proyeccidn de esta 
fuerza sobro el oje OZ sera: dF= — cos (rz)= —kmy pdcp dp dz. 

De donde E = -kmy \ dip J &-z)dz J kmy y*R3. pero, eomo 

1 -R " 


U 


-yn tendremos E = —|j 


2273. 


CO 

- jj yie-** d U - e - xi . 

X 

2275. a) -i- (p >0); b) cuando p>«; c) pS ^ - 3 (P>0); d) ^p(P>t»)- 


2276.- T . 2277. 

n * 


P a 


Indicacioa. Derivar dos voces 


e-P‘ dt ==—. 

P 


2278. In — . 2279. arctg-E—arctg —. 2280. In (1+a). 2281. n ( 
a m m - 

2282. arcctgy. 2183. 1. 2284. . 2285. j. 2286. . Indies cion. 

Pasar a las coordenadas polares. 2287. X~~ ■ 2288. 2289. Converge. 

Resolucidn. Excluimos de S el origen de coordenadas junto c on su 
entorno de amplitud e, es decir, examinamos / 8 = ^ In Vi 2 + |/ 2 dx dy, 

( V 

donde cl recinto que so excluyo es un circulo de radio e con centro on el 
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origen de coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, tonemos 


2ji 


2 n 


x-ffl 


2295. 


ab (a s +a 6 + 6 2 ) 
3 (<! + &) 


0 <o 0 e 

Do donde, lim / B = —JL. 2290. Converge cuando et> 1. 2291. Converge. 
Indieacion. Rodeamos la recta y=x con una faja estrecha y suponomos 

S \ s /lx df> ~\ 2 ~ lir n \ dx ^ 57 =—+ f dx [ ■ ■ ■■ . 2292. Con- 

(sj ^t ^ o 3 3 ..«}. V (x—V)* 

verge cuando ce > -2-. 2293. 0. 2294. In 

^ 2 

3 _ 

2296. ^ 0 a. 2297. -£[(l + 4*«]?-l]. 2298. a * . 2299. y5. 

2300. ^ (56 V 7 — 1). 2301. arctg . 2302. 2na«. 2303. (10 Vl0~ 1). 

Indicacidn. ^ / (*, y) rfs geometricamento so puade interpreter como 
, c 

cl area de la superficie clllndrica que tiene la generatriz paralola a I ejo OZ, 
cuya base es el contorno de integracidn y las alturas iguales a los valores 

do la funcidn subintogral. Por esto, S= ^ xdt, donde C es ol arco OA de 
la parubola y = -|-a:«, q ue U ne los puntos (0; 0) y (4; 6). 2304. a V3. 


2305. 2 


(b* 


1/a 2 —62 


arcsen 


ySTTp 


) . 2300. y a 2 + 62 y 0 i + 4 n b2 + 

, a 2 23 l 6 + ya a + 4ji 2 i= > _ /4 4 \ _ 

+ 26 ln --- a - )• 2307 - (- 3 - - 3 -“)- 2308. 2jta 2 y a 2 -f6 2 


2309. 


kMrnb 19 4 i9 

v m&p - 231 °- 40 3 o - 23U - 2312 - *) t : b > 0; c - ¥ • 

d) —4; e) 4. 2313. En todos los casos 4. 2314. — 2n. Indieacion. 
Utiliceso las ecuaciones param 6 tricas do la circunferencia. 2315. 

o 

2316. —2sen2. 2317.0. 2316. a) 8 ; b) 12; c) 2; d) -|-; e) ln(*+y); 


*2 


I/S 


f) ^ <p(*W* + J $[y)d V . 2319. a) 62; b) 1; c) -^+ln2; d) i + yl. 
*1 _ yi 

2320. yT+&~ ■/T+b2.2322.a)xH+3xy-2y* + C;b)x3 — x2y + xy*-y*+C; 
c) e*~V(x+y) + C; d) In | z-f-y j-f C. 2323. —2na(a + 6 ). 2324. -nWcos*a. 

3l* 
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2325. R3. 2326. a) -2; b) afte —1; c) 5 l/l\ d) 0. 2327. / = 

= ^ jj y*dxdy. 2328. —2329. 


2330. — T . 2331. 0. 2332. a) 0; 

2 o 

b) 2nsi. Indicacidn. En el caso b), la formula do Green so amplea en 
el rocinto comprendido outre el contorno Cyun circulo de radio suficien- 
tementc pequeilo con centra en el origen do coordenadaa. 2333. Reso- 
lucion. Si se supone que la direcciOn de la tangente coincide con la 
dircccion del recorrido positive dol contorno, tendreoi03 que cos (X, n) — 

= cos(y, t) — , por consiguicute, cos (X. n) ds = ^ = ^ dy =0. 

C C C 

2334. 25, donde S es el area limitada por cl contorno C. 2335. —4. lndi- 
caci on. La formula de Green no so puede cmploar. 2336. nab. 2337. — jia 2 . 

2338. Gnn 2 . 2339, -|-a 2 . Indicacidn. Poner y—tx, donde t os un para- 

metro 2340. — . 2341. n (R + r) (R + 2r); 6;iR 2 cuando R = r. Indicacidn. 
ou 


Ln ocuacidn d'e la epicicloide tienc la forma x = (R-j-r) cos < —r cos 


R + r 


t, 


y = (R + r) sen < —r sen 


H + r 


t, donde t es el dngulo de giro del radio del 


circulo fijo, trazado en el punto do contacto. 2342. ax (R —r) (R —2r) ; 

O D 

-i jxR 2 cuando r = —. ludicacion. La ecuacion de la hipocicloido se 
obtione de la ocuacion de la epicicloide correspondiente (vease cl problema 
2341) sustiluyendo r por —r. 2343. FR. 2344. mg(r, —z 2 ). 2345. (a 2 —6 2 ), 

donde k es el cooficiente de proporcionalidad. 2346. a) El potencial 
U=— mgz, el trabajo mg (»,—z 2 ); b) el potencial ^ = —-, cl trabajo 

- H - ; c) el potencial U= — ~r~ (x 2 -|-y 2 + z 2 ), el trabajo 

l/a* + b« + «* 2 

2347. 2348. 2zxa 2 V<i 2 +^ 2349 0 23 50. -jnabc. 

2351. 2$-. 2352. ±. 2353. J/gS+L-m. 2354. ^ h*. 2355. a) 0; 
2 4 10{5 V5 —1) 1 

b) — ^ (cos a + cos p + cos y) dS. 2356.0. 2357. 4n. 2358. — n<z 2 . 2359. —a ;l . 

dQ dP 


<S) 

dR dQ 


„„„„ dP dR 

2360.-Z—=-rp-, -s— = -tt 
dy 0z az dx 


. =rr~ ■ 2361 0. 2362.2 [ \ (x + y +z) dx dy di. 
dx dy .) .) 

(V) 
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dx dy dz 


2363. 2 ^ £ , — _ ^ . 

y x -i + ,j2 +Z 2 

a» _ 12 


2364 




d 2 U , d*u 


dx 2 


am 


(V> 


dy a 


dz 2 


dx tly dz. 


2365. 3a*. 2366. ~. 2367. 2368. . 2371. Esforas; cilindros. 

2372. Conos. 2373. Circunfercncias z 2 + 0 2 = ej, z = c 2 . 2376. grad t/ (A) = 
= 91— 3J — 3fc; jgradt/(yl)|= V99=3 yil; z 2 = :rj,; x=y = z. 2377. a) y ; 

b) 2r\ c) —d) /' {/■)— . 2378. grad (cr)=c; las superficies de nivol son 

pianos pcrpendiculares al vector c. 2379.-^- = -^-, I grad U | cuando 

« = i = c. 2380. i£=- C 03 ( *’ - r l; jg -„ 0 cuando «ir. 2382.—. 

di r2 dl r 

2383. divra = -^-/ (r) -f-/' (r). 2385. a) divr = 3, rotr = 0; b) div(rc) = ^-. 


rot (rc) — 


1 ; c) div (/(>•) c)— (cr), rot(/(r)c)=—cxr. 


2386. div w = 0; rot« = 2i», donde ca = wfc. 2387. 2om°, donde n° os el vector 
unitario paralclo al eje de rotacidn. 2388. div grad U= ’ 

rot grad £7=0. 2391. 3n R"-H. 2392. a) ~ nR*H (3R 2 +2U 2 )\ b) ~ nR 2 H (/? 2 +2// 2 ); 

2393. div F = 0 en todos los puntos a excepcidn del origen do coordenadas. 
El flujo es igual a 4nm. Indicacion. Al calcular el flujo, apliear el 

r 

teorema de Ostrogradski-Gauss. 2394. 2n 2 * 4 . 2395.—. 239G. U = ^ rf(r)dr. 


ro 


2397. -2L. 2398. a) No tiene; b) U = xyz + C; c) U = xy -f xz + yz -|- C. 2400. Si. 


Dapitulo VIII. 
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2401. 


2406. 


‘In — 1 
‘In 


2402. 2403. ^ . 2404. JL. 


2407. 


2408. 


1-3.5... <2*-l) 


2405. 

2409. 


" + 2 
(a+1) 2 ' 


3n + 2 ’ n(n-}-l)' 1-4-7 ... (3n — 2) ' 

2410. n - n ~ 1>! . 2416. Diverge. 2417. Converge. 2418. Diverge. 2419. Diverge. 
2420. Diverge. 2421. Diverge. 2422. Diverge. 2423. Diverge. 2424. Diverge. 
2425. Converge. 2426. Converge. 2427. Converge. 2428. Converge. 2429. Converge. 
2430. Converge. 2431. Converge. 2432. Converge. 2433- Converge. 2434. 
Divorgo. 2435. Diverge. 2436. Converge. 2437. ‘Diverge. 2438. Converge. 
2439. Converge. 2440. Converge. 2441. Diverge. 2442. Converge. 2443. Con¬ 
verge. 2444. Converge. 2445. Converge. 2446. Converge. 2447. Converge. 
2448. Converge. 2449. Converge. 2450. Diverge. 2451. Converge. 2452. Diverge. 
2453. Converge. 2454. Diverge. 2455. Diverge. 2456. Converge. 2457. Diverge. 
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2458. Converge. 2459. Diverge. 2460. Converge. 2461. Diverge. 2462. Converge. 
2463. Diverge. 2464. Converge. 2465. Converge. 2466. Converge. 2467. Diver¬ 
ge. 2468. Diverge. Indicacion. 22+1 >i. 2470. Converge condicio- 

a n 

nalmonte. 2471. Converge condicionalmente. 2472. Converge absoluta- 
mente. 2473. Diverge. 2474. Converge condicionalmente. 2475. Converge 
absolutamente. 2476. Converge condicionalmente. 2477. Converge abso- 
lutamente. 2478. Converge absolutamente. 2479. Diverge. 2480. Converge 
absolutamente. 2481. Converge condicionalmente. 2482. Converge nbsoluta- 
monto. 2484. a) Diverge; b) converge absolutamente; c) diverge; d) converge 
condicionalmente. indicacion. En los ejemplos a) y d) examiner la serie 

oo OO 

2j (“ 2 A-J + a 2 fi). y en l° s b) y c) investigar soparadamente las series ^ a 2 A-i 
A-l h=i 

OO 

y 2 ^485. Diverge, 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge 

1 

absolutamente. 2488. Converge condicionalmente. 2489. Diverge. 2490. Converge 
absolutamente. 2491. Converge absolutamente. 2492. Converge absolutamente. 


2493. Si. 2494. No. 2495. ^ l+ 3 „ ^ ! converge. 2496. ^ 2nl2n- 


n~=l 


n=l 


2n (2n— 1) ' 

converge. 2497., Diverge. 2499. Converge. 2500. Converge. 2501. 

l*>l<7g ; ^>°- 2502 ~ Indicacidn. 

El resto de la serie se puode acotar validndose de la suma de la progresidn geomd- 
trica, que excede a dicho resto: i?„=« n [4 ^+ (t)' {n+i) \ n+ i) + • • ]< 

-[f:ii + (T) , -nrns»+-]- 2503 ’ /?n< ‘ " +2 ~ 1 


< 


3-10 -8 . 2504. 
1 


1 i 

—n;<^n< — • Resolucidn. 
n 


<» + i)(» + l)! 


+ (n + 2)* + "•>(« + !) {n4-2) + (n+2)(n+3)" 1 •• .("4 

+ (^-4r] + -=74r;«»< * 


i-f 2 n + 3 / ' " n + 1 
2505. Para la serie dada es facil 


(n + 4)* ' 

+T - 7r+2) H " 

__J_+ 

(n+l)(n+2)^ 

resto- 


»(» + 1 ) 

hallar el valor exacto del 


fln= A(” + S) (t) 


1 \ 2n—2 


/ 1 \2n „ t 1 \2n-4-2 

Resolucidn. fln = (n-f 1) (-^-J + (n + 2) +•• 


Multiplica- 


inos por j : 
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Hestando, obtenemos: 

-«ar+^-("+s)(Tf- 

1 i n 


14e aqui ericoatramos el valor de R n que se da mas arriba. Poniendo n— 0, 
hallamos la suraa de la serie . 2506. 99; 999. 2507. 2; 3; 5. 

2508. 5 = 1. Indicacion. a„ = —-^- 7 . 2509. 5=1 cuando x>0, 

n n -f-1 

5=—1 cuando z < 0; 5 = 0 cuando z = 0. 2510. Cuando x>l es absoluta- 
mente convergente, cuando z <. 1 es divergente. 2511. Cuando 1 > 1 es 
absolutamente convergente, cuando 0 <i< 1 converge no absolutamente, 
cuando x < 0 es divergente. 2512. Cuando i>e ns absolutamente conver¬ 
gente, cuando 1 <z<e converge no absolutamente, cuando z \ es 
divergente. 2513. -oo<x<co. 2514. -co< *<00 2515. Es absoluta¬ 
mente convergente cuando z>0; es divergente cuando Resolu- 

cidn. 1) |o„|<~-, y cuando x>0 la serie cuyo termino general cs 

-ij- es convergente; 2) -~j-> 1 cuando x«C0. y cos nx no tiende a cero 

cuando n— >- 00 , ya que si cos nr —>-0 se deduciria quo cos2rax —>- — 1; de 
esla forma, cuando z<0 no se cumple el critorio necesario do convergencia. 
2516. Es absolutamente convergente cuando 2kn <z < (^t + 1) « (/c = 0, ± 1, 
±2, .-.); en los demas puntos es divergente. 2517. Es divergente en todas 
partes. 2518. Es absolutamente convergente cuando x =£ 0. ^2519. *>1, 

*« —1. 2520. z > 3, x < 1. 2521. x>l, *<—1. 2522. x < 4 — . 

2523. z>l, *<—1. 2524. -l<x<—y, ^<x<\. Indicacidn. 

OO 

Para 03 los valores de x converge, tanto la serie ^ x> ‘- como l* 1 ^°rie 

oc 

2 1 —. Cuando |x|»l y cuando Ixl-^ — ol termino general do la 
J 2 l, x k " 

serie no tiende a cero. 2525. — 1 < z < 0, 0<z<l. 2526. — l<z<l. 
2527. —2<z<2. 2528. — 1<z<1. 2529. - -y^ < * < . 

2530. — l<x<l. 2531. — 1 <z< 1. 2532. — i<*<l. 2533. — oo<z<od. 

2534. z = 0. 2535. —oa<z<co. 2536. —4<z<4. 2537. — 

2538. —2<z<2. 2539. — «<z<e. 2540. —3<x<3. 2541. —1<*<1. 
2542. — 1 <z< 1. R esolucion. _ La divergencia do la serie cuanclo 
|z|>l es evidente {es interesante senalar, que la divergencia do la serie 
eu los oxtremos del intervalo de convergencia x = ±l se puede com- 
probar, no solo valiendose del crite^io necesario do convergencia, sino 
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lambion con ayuda del criterio de D’Alembert). Cuando | .z | < 1 tenemos: 


lim 

?i-vco 


(n-)-!)! *< n + I)! 


= lim | n -{-) ;r n!n | lim (n -|-1) | x \ 


-- lim 

n-+v> 


»+i 


(la ultima igualdad so puede obtener facilmente aplicando la regia de 
L’Hopital). 2543. — 1 <z< 1. Indicacion. Valiendose del criterio de 
D’Alembert no sdlo se puede hallar el intervalo de convergencia, sino 
taaibien invcstigar la convergencia de la sorio dada on los cxtromos do 
dicho intervalo. 2544. -l<*<i. Indicacion. Valiendose del criterio 
do Cauchy no s61o se puede hallar el intervalo de convergencia, sino 
tambidn investigar la convergencia de la serio dada en los extremos do 
dicho intervalo. 2545. 2<i^8. 2546. —2547. —2<x</4. 
2548. \ <*«3. 2549. —4«*<—2. 2550. x= —3. 2551. —7<®<—3. 

2552. 0<*<4. 2553. —2554. —»-3< *< e—3. 2555. -2 < 
<*<0. 2556. 2<r<4. 2557. 1 < *<3. 2558. —1. 2559. 1 -1 < 
<*<1 + —. lndicncidn. Cuando 2 = 1 ±— la serio os divergenle, 


1 \« a 


OH) 


ya quo lim V " =~4=-y 0. 2560. —2<st<0. 2561. 1<*<3. 

n->co e ye 

2562. 1 <*<5. 2563. 2^i^4. 2504. |*|<1. 2565. |r|<l. 2566. |z-2i.|<3. 
2567, | z | < V2. 2508. z = 0. 2569. |z|<co. 2570. | z | < —. 2576. —In (1 —jb) 

(-l«i.*<1). 2577. ln(l+*)(-l<*<l). 2578. 1 lui±J (| * | < 1). 
2579. urctg*(|*Kl). 2580. (j _^ 1)8 (|«|< >)• 2581. p - (I « I < »)• 


2582. 


<1 

— I *“ ) 0 * I < *)• 2585. ° . Indicacion. Examinar la suma 

j 

de la sorie x --... (vease el problema 2579), cuando x =—:=■ 

3 •> ~y 3 


2583. (M>1>. 2584. -|(arctg*- 


■i [,- 3 


2586. 3. 2587. a*~l + 2 *” If ** ( ~°°< *< °°>- 2588. sen (*+-y-) ! 

n-rl 


ns—n 


- J r[‘+*-T-T + T + -ir-"+<-‘> 2 5-+-1- 

X 2 X s , X* 


2589. cos {x-f a) = cos a — x sen a - 


2 ' 


• cos a-y 


31 


sen a~- 


41 


- COS a-f- ... 


[- 


(« + t) n 

2 


23t 4 2 6 a; 6 

_ ^ x | x _ j_ /_ipi-l_ 

4' ' 61 ' ‘' H ' ’ (2n)I 


] + ■•■ ( — co<x<oo). 
2*11-1,2*1 


2590. sen 2 x - 


2z 2 


2 ! 


fco<x<oo). 2591. ln(2 + s) = 
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= ]a2+f-^+^— .. + ( - 1) ^^+"-(-2 < *< 2) . Indica- 
cion. A1 invostigar ei rcst.o, utilfccse el leorema sobre la intograciun 

OO 

de la serie de potencias. 2592. = ~ 2 ( rt +3) x n (| x | < 1). 

n—0 
oo 

2S>3. J’Z+l S (‘+A} 1 " 2594 ' 

n«0 

+ 2 (!»"-f)7 ~(-°°< * < °°>-g” 5 - eXt = 1 +S (-“<*<«>)• 

n=2 n=1 

S ^51 <-“<*<“)■ ^ 2598 ‘ 1+ 

+ is s = W S( -^<^ 25m - 

n=l »=0 

OO 

x(-od<*<od). 2600. 2 (-i) n -^r ( " 3<x<3) - mu T+T x 


z2 ,1.3*1 . 1-3 5 ifi 


x- , l-o , 1 , I 

X ~P” ' ~^2-4-6 2 7 1 


1-3-5..■ (2n-l) xt” 


2-4-6 ... 2n 2*"+i 


+ ... (—2< i< 2). 


2602. 2 ^ Jrjd^K 1 )- 2603 - 2 


n (— l) ntl 2 n —1 _ n ( 1 . -_1 


* n (“T< x <T)- 


00 00 

-n vi **2**+l 

2004. .+2 (-4) n 7S = I yir(i-K 1 )- 2605 - 2 <- 1 > n -snT(i*i< 1) - 

n—2 n—0 

1 ,1-3x6 . , 1-3-5 ... (2« —1) x» n +l , 

2606. J: +2-'X + OT + " , ' f 2-4-6... 2« 2* + l + -' ,(l 1 ^ ) ' 

1 * 3 . 1-3 ** , , 1-3-5... (2»-l) «»»* , 

2607. *-y-§-+X4 5 ••■+( 2-4-6 ... 2n 2n + l + "' 

OO 

__ 94"-—3 r 2'i 

(|*|<1). 2608. 2 ' 1 > n+1 ( 2rt)! ~ (~ 00 < J < °°)- 2609 - * + 

n=l 

CO CO ^ 

+ 2 (-1)»-i2^*M-co<*<co). 2610. 8+3 2 ^ +2 /l ^~ ?> —■ r ' 1 

(—co<x<go). 2611. 2+ ^-3-11 _ 2B-3*-2i"'"28-3 3 -3!'*‘ 1 X 

x 2 ' 5, ^!g~, 4)jn +- ( 03 < z < co ) - 2612 - T-S ( 2 ^+ 3 ^) *" 
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( 2 < z < 2). 2613. 1+| 2 - lt (2l)I )l3n «*!<“>• 2614 * S l^T 


(|*|<V2). 2615. l„2+2 <— 1 ) n_1 (l+2~ n )” (-1 < * < 1). 

n=l 

w oo 

^ x 3n+1 

2616 - 2 '-^(ST +.r^-Fi Ti (-»<*<“)■ 2617 - *+2 <-<>"* 

n=0 n=l 

OO 

x 2n+l x _. r n 

X '<2» + l)««l (I ^ I < °o)- 2618- 2 ( — ‘) n+1 ^r (I *!<!>• 2619. *+ 

n=l 

+A I ‘ + p^ 5! * + - ■+ i %\in+%7 <' ) + • • • «*!<•)■ 2K »- *+ 

+ 4 +*+- *• *- 4 + 4 : ■ «■ «{‘- 4 + 4 - -)• 

2623. 1+4-+4J-+... 2624. -(*- + £ + £+...) . 2625. .+•■ + 
1 

+-^z»+... 2626. Indicaci6n. Partiendo de las ecuaciones paramdtricas 

de la elipso x — a cos t, y = b sen t, calcular la longitud de la elipse y la 
expresion obtenida desarr6Ilese en serie de potencies de e. 2628. x 3 —2x t — 
-5*-2 = -78 + 59(*+4)-14(x+4)3+(z+4) 3 (-oo<*<c»). 2629. f(x-\-h) = 
*5*3—4rf—3*+2+(15x»—8*— 3)A+(lS*—4)A*+5fc» (—oo<*<co; 

oo oo 

—oo< *<oo). 2630. 2 (-l)"- ^ -~-- ) - n (0<*<2). 2631. 2 (-*) n X 

n=l n—0 

OO 

X (*—l) n (0< *< 2). 2632. 2 (■ + !)«* +1)* ( —2 < * < 0). 

n®0 

oo oo 

2633. 2 (2~ n-1 —3" n_1 ) (r + 4) n ( — 6 < * < — 2). 2634. 2 ( — l)” 
n =0 n=0 

OO 

(_2_V3<*<-2+V3). 2635. r* [ 1 + 2 - (£ ^~] (I * I < oo). 

2636. +( _i)n-i x 

~ 23 4 24 ’4-6 2» 4-6-8 2* 1 ' x 


,1-3-5 ... (2n—3) (*—4) r 
4-6-8... 2n ' 2* n 


(-*) 


X \2n-l 


+ ... «><*<8). 2637. >U {-!)« 


n-=l 

4"-»/ n \2n-i 


V(x _ £Lr n- ‘ 

(1 1 1 < co). 2638. 1+2 ( “ 1)n -- 


x | < co). 
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oo 

—2 ^ - 2 ' (f^) 2n+1 (0<*<«J)- Indicacion. Hacor la 


n=l 
1—a: 


sustituci6n = t y desarrollar lax ou serie de potencias dc t. 

^ 40 - I+S + Tli+i) + 2+(l+W + -" + 2-4-6...(2n-2)U + x) + 
+ -• (—§•<*<«>)• 2641. |/ ? |<^ r <i. 2642. 2643. -JU 

( i . 1 ) 3 ( I ) 5 

_ * | 1 1 2 L -I-— aJLi_ Q r>23 Indicacion. Para demostrar 
2 ‘ 2 3 ' 2*4 5 

quo ol error no excedede 0,001, hay quo acotar el resto de la serie valiCndose 
oo la progrcsion geometrica que excedc a estc resto. 2644. Dos terminos, 

es decir, i—~. 2645. Dos termiuos, es decir, x —. 2646. Ocho t6r- 

7 

mines, es decir, 1 + 2 -jj* • 2647- 99; 999. 2648. 1,92. 2649. |i?|< 0,0003. 

n=l 

2650. 2,087. 2651. |xl<0,69; |x|<0,39; |x|<0,22. 2652. I * I < 0,39; 

! x | < 0,18. 2653. - 5 —2^.W % 0,4931, 2654, °' 7468 ' 2855 0,6<)8 ' 26561 0,B21 ’ 

OO 

2657. 0,2505. 2658 . 0,026. 2659. 1 + 2 (~oo<*<°°; 

71= i 

—cc<p <oo). 2660 . 2 (-1)" (X ~ U) Z^-- ( —oo< *<<x>; 

7l«=l 

-o=C,«x». 206 .. 2 ( ^^ ( ~°° < * < “ ; -”»<“>■ 

7V=1 

2662. 1+2^ If-*)"! | z — y\ < !• Indicacion. J + **J =-l + 

n —1 

oo 

-j_ f- --- Aplicar la progresion geomctrica. 2663. — 2j -„- 

l— (y—*) „=i 

(—l<x<l; —l<y<l)- Indicacion. l — x—y+xy—{\—x)(l—V)- 
2664. ^ (-*<«<*; Indicacion, 

n=0 

arctg 1 ~t .L. =arctg x+arctg y (cuando | x|< 1.1 V I <!)■ 2665. f{x+k, p+fc)= 
1 xy 
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= axi+2bxz,-\-cv*-]-2(ax-\-by)h-\-2(bx + ey)k + ak2-)-2bh+ck i . 2666. + 

2 + k) - I (1, 2) = 9ft—214: + 3 fc 2 + 3 hk — 12* 2 + A* — 2*3. 2667. 1 + 

+ i K‘-»+(»+^ . 266S . . + i (-D“ [ ^ ( :~f )]2 " . 


n=l 


Tl=l 


#2 — j/2 #3— 3ary 2 

2669. l+* + A? • 1 


2 ! 


3! 


2671. £i+£?_*<£i^£2>V 221*+lif ; ^(0) = ^- 2 ; . 

2 ft — J .in 1 L & 

n =0 


2670. 1-f z-j-ztf+yzty-i-... 


c i + c 2. 


A — /i 

.9(±ft) = -^— ft. 


»«• 2 S2 ^ i +(«+‘) 2 (-.)*-■-=5=-; 

n=0 n—1 

2673. -y- + 4 2 (_!)<» £22£f; j (:t »)-„!. 

n— 1 
co 

2(574. sb an "^-+ 2 ( a cos ' lx “” sen nx ) J • & (± n ) = c h «w. 

' n=» 1 

oo 

2675. ** sen ■ “ ■ — ^ ( — 1)'*—si a no es ntimero entero; sen ax, si a 
n=l 

es numoro cntoro; .S(±n) = 0. 2676. “ se ° aJT [^"+2 (—] . 

n»l 

si a no es entero; cos ax, si a es entero; S(± n) = cosaft. 2677. " 3 ^ aJI X 
n=i n=l 

j<±n)-d.«. 2679. 2 =j^. *». 2 .)-£-;>» f ; 


n=l 


n=l 


C) 


2 1/3 


oo w 

„ xx , .v»_. senm . vv n 4 v cos(2«—i)z . n* 

. 2681. a) 2 (- 1 ) 71 J — ■ b >T-T2j (2a- If 2 " "' ’ T ‘ 


n-= 1 


n=»l 


2682. a) 2J inxmnx. donde 2/^l~~ ft (2* —l) a ’ y &2ft= —F 

n=l 


: (2*—l) 3 ’ 

b ) -^+^2 <-l)"^A 1)^-; 2)^-. 2683. a) A ^ [l-(-l) ll e aJ< l x 


71=1 


71—1 
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nsenna . b) + 

A a 2 _j .„2 ’ ' an n 


2a_y [( l) n e** 1 1] cos nx ± 

i JTZi a 2 + rc 2 II 

n=l 


*2 


nn 

00 i — cos — 


sen nx: 


m nn 
M l.a^TX 

> b) T + t2j 


cos nx. 2685. a) — X 


n=l 


n=l 


,, fi 2 x 1 cos 2(2n— \) x 

b > T 5T Z.' (2rt — l) 2 


n=l 
2686 

2687 


n=l 


v v t ir- 1 sen(2n ~ 1 ^ - 

x 2 ' (2« — i) 2 

=i 

“ 1 2 
^ b n sen nx, donde b 2 k = (— l) 4-1 • & 2 *+i= , ( — J )* n ( 2 fc + i'ja " 

n=l 

• 1-2 1 —■ xS'-o-tSt 2889 - v* 

(t+Stt-H- “>"■ “[t+S (tt)’”-]' 

n=i " _1 

»1. (-T-S ■ a»4[-r+£ S=i] • 

n=l 


n -2 


2694. 


. Resolucidn. 1) ^/(*)«»2»*dx—|-J/<*)cos2iixd*+ 


" ji 

+ JL ^ / (a) cos 2nx dx. Si se hace la sustitucidn t —x en la primcra 

It 

2 

integral y i=x—y, eD * a se S u:oda ’ valiendose de la supuosta idonlidad 
y ^-^-+ = — / (y—ij , es facil observar quo a 2n ^0 (a=0, 1,2,...). 


7t 2 n 

2) t 2n = -|- ^ / (x) sen 2 nx dx = ■— f (x) sen 2nx dx ^ 1 (x) 


sen 2nx dx. 


La misma sustitucion que en el caso 1), teniendo en cuonla la supuesta 
identidad / (y -+ 1 )=/ (t - 1 ) 1103 conduce a las i 8 ualdadps 6 2" = 0 

.... 1 4 ^ cos (2n + l) nx oatut 4 2 ^ sen 2nn_x_ 

(n = l. 2, ...). 2695. y-y* 2 j ' (2n + l) 2 ~ 269 ®‘ 

n=0 n =’ 
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2697. sh I 


~ / cos nn sen 52, 

>2 <-*>”— m | ” 8 '“2 <-*>• — 

”=1 J n=l 

co ^ nsix 

2 ™o..,f 2 (-*)”«^ = 

"=* n=l 

, - C03 (2n - 1 > nZ 

k) ~2 "JJs 2 (2n —1)2 ' 2 ^ - n ) 2 *n S0n ~ 2 “' donde b 2 k+i = 

n*»l «=i 

oo ,lX 

8 r JI 2 4 1 , 4 ji „ 4ji* ,.v, oos 1" 

_ n Ufc+l (2fc+i>* J ’ * 2A -T : b) ~3 16 2 (- 1 )"" 1 — 

n=>l 


nnx 

sell -r 


sen 


(2n-f-l)ng 


8 2 sv “-T"—' 

2702. a) ^2<-D" (2n J )g 

n=0 


oo 

•* k > T~h2 


n =-0 


cos{2rt-fl) nx 
{2n + l)2 


2703. 


2 


00 


2njt.r 

IT—2^Zj -^ cos -T- 

/1«1 


— y 

!n 2 Z. 


2n 2 


cos 2hjm: 


n=l 


Capitulo IX 

2704. Si. 2705. No. 2706. Si. 2707. Si. 2708. Si. 2709. a) Si. b) no. 2710. Si. 
2714. y—xy' = 0. 2715. xy'—2y=Q. 2716. y — 2xy- = 0. 2717. zdz+ydy= 0. 

2718. y' = y. 2719. 'dy*—x* = 2xyy'. 2720. xyy'(xy*+ 1)=1. 2721. j/ = xy'Ini-. 

2722. 2iy" + y' = 0. 2723. jj' = y' —2jf = 0. 2724. y"-f-4y = 0. 2725. y'—2y' + 
+ y = 0. 2726. y” = 0, 2727. y"'= 0. 2728. (1 + y' a )!/'"—3^'^"2 = 0. 2729. y 2— 

— *2 = 25. 2730. y = re 21 . 2731. y = — cosx. 2732. jf = -i (_5<>-*-f-9e*— 4e^) 

2738. 2,593 (el valor exacto y = e). 2739. 4,780 (el valor exacto y = B(e —1)). 

2740. 0,940 (el valor exacto </ = l) 2741. 1,826 (el valor exacto y = ~\/d). 

2742. ctg2j» = tg** + C. 2743. *=—£^= ; y= 0. 2744. x»+y*=}nCx\ 

Vi + y* 

2745. y — • 2746. tg y = C (1 — e 1 ) 3 ; x = 0. 2747. y^C sen a. 

2748. 2e 2 =V«(1 + «*) 2749. 1 +!/ 2 = -j—2750. y=\. 2751. arctg (s+j/)= 

= *+C. 2752. 8i+2j + 1 =2 tg(4i+C). 2753. * + 2^ + 3 In | 2x+3j, —7 | = C. 

2754. 5a: + 10j + C=31n I lOx —5jf + 6|. 2755. p = -— - o y z =2Cx4-C*. 

1— cos(p 1 
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2756. lnp=T 


2 cos* 9 


• In| cos tp 1 4 -C o ln|x| 


2 x a 


— C. 2757. La recta y = Cx 


o la hipdrbola y = —. Indicacidn. El segmento de tangente es igual 


/y 2 +(f-)*- 2758. y 


*—x a = C. 2759. y = Ce 


—. 2760. y 2 = 2px. 


2761. y = ax 2 . Indicacidn. Por la condici 6 n 


xy dx 


y dx 


3 

-£x. Derivando 


dos veces respocto a x, obtonemos la ecuacidn diferoncial. 2762. !/*=“ x ■ 


2763. i, = 1/4—x a + 2ln 


2-1/4-j* 


. 2764. Haz de roctas y = lex. 2765. Fami- 


lia do clipses semejaotes2x a -}-i/ a = C*. 2766. Familia de hipdrbolas x a — V s — C. 

Q 

2767. Familia dc circunferoncias x 2 + (f — b) a =b 2 . 2768. y = xln — • 


r x — 

2769. y—— - =r. 2770.x = Ce u . 2771. (x—C) a -y a = C a ; (* — 2)*—y* == 4; 


f ■ £ t 

y = ±x. 2772. j/ — + In |y | = <7. 2773. y = x* — ^ ; x= 0. 2774. (x a + 


+ l/ s ) 3 (z + i/) a = <*\ 2775. y = xy 1-g-x. 2776. (x+y-l.) 3 =C(x-r/ + 3) 

2777. 3x + if + 21n|x + 0 -l| = C. 2778. In | 4x+8y+5 |+8y-4x = C. 
2779. *2=4— 2y. 2780. Paraboloido de rovolucidn. Resolucion. Gracias 
a su simetrla, el espejo que so busca os una suporficie do rovolucidn, El 
origen do coordeuadas se situa on el foco luminoso; el ejo OX es la direc- 
cidn del haz do ruyos, SI la tangente a cualquier puntd M (x, y) do la curva 
de la seccion heclia por el piano XOY en la superficie quo se busca, forma 
cor cl eje OX un angulo ep, mientras quo el segmento quo uno el origon do 
coordeuadas con este punto M (x, y) forma uti angulo a con el mismo eje, 

tendremos que tga = tg2<p = 


2 t £ . ' p — . p e ro, tga = -|- ytg<p + y'. La ocua- 


1 — tg 2 q> 

cidn diferoncial que se busca es y—yy'* = 2xy' y su solucion y- — 2Cx-\-C 2 . 
La seccidn plana cs una parabola. La suporficie buscada. un paraboloido 
dc rovolucidn. 2781. (x-y)*~Cy =0. 2762. x* = C(2y+C). 2783. (2y a -x a ) a = 

X 

= Cx*. Indicacion. Partir de quo el area es igual a ^ ydx. 2784. y = 


■■Cx —x In | x|. 2785. y = Cx-\-x 2 . 2786. y=-i-x*-f- —— • 2787. x ~\Zl-\-y a -r 


6 


C 


dx 

cos y = C. Indicacion. La ecuacidn es lineal con rospteto a x y —. 
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2768. x = Cyi -—. 2789. y=— 

V x 


279u. ,=4- ( «yra 


+ arcsen x) j/ . 2791. y 


cos x 


. 2792. y (**+Cx) = l. 2793. j/ 2 = 


~ +Cy2 • 2795. >j*($ + Ce c ™*)-=,x.-mi.xy=Cy* + a*. 


= zln — . 2794. x 2 = 
a: 

2798. y 2 4-i-foy = 0. 2799. z = y In X . 2800. ^ + A=1. 2801. x z+y*-Cy + 
+ o 2 = 0. 2802. ^-+xi/ + y* = C. 2803. -y-+*p 3 +z 3 = C. 2804. -?£■ - 


3 3 

—y 2805. x *—2 arctg ~ = C. 2806. z 2 —y 2 = Cy*. 

2807. ^ + ye v -=2. 2808. ln|* | —-y-— C. 2809. y +y-= C. 2810. J In 
-f-yy 3 = C. 2811. (a: son y-|-y cos y — son y) e x = C. 2812. (a: 2 C 3 -j-1 —2Cy) (x 2 + 


+ C 2 -2Cy)^0; la intogral singular os * 2 -y 2 =0. 2813. La intogral cenc- 
ral es (y + C) 2 = .r«; intogral siugular no hay. 2814. La integral general 

( x 2 \ / y2 \ 00 

~2 y-r c ) y x -y+<?]=0; integral singular no hay. 2815. La 

intogral general es y t -\-C i = 2Cx; la integral singular, x 2 —j/2 — 0 . 


?k«R , - 1 1/3 

Z810. y -2~cosz±—2~senz. 


rx^eP+pcP+C, 
\y = p i eP. 


{ x = scn p+ln p, 

y = p sen p +cos p -f p + C. 


2819. 


j x = 2p~-L + C, 
l y = p 2 +21np. 


La soluci6n singular os y = 0. 2820. 

2821. lnypH^2 + arctg-y = C,z=ln 

2822. y-C+Jg-i y — ±2x. 

2824. | *-C«"P-2p+2, 

l y = C (\+p)e-P~ pl + 2. 


iyn=X* + p*, In |p — x\ = C + 


P~X 

2 -f- p 2 

"27— • Ija solucidn singular es y=e x . 
2823. ) * = ln|p I —arcsen p + <? 




2825. 


x = ~^-(Cp 2 —p), 

1 — 

y = —(2Cp2 + p2). 


Indies cion. La ccuacion diferencial, de la quo se determ ina * como 
funcidn de p, es homogenea. 2826. y = Cx+C 2 ; 2827. y=Cx+C; 


solucion singular no tiene. 2828. y = Cx+yf+C 2 ; *3+p 2 =l. 2829. y=* 
= Cz + —; y 3 =4*. 2830. xy = C. 2831. Una circunforencia y la famiJia 
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i 

do tangentes a ella. 2832. La astroide z 2/3 + y 2/3 = a 2/3 . 2833. a) Homogdnea; 
y = xu; b) lineal con respecto a z; x — uv\ c) lineal con respecto a y; y — uv; 
d) ecuacidn de Bernoulli; y = uv; e) con variables separablos; f) ecuacidn 
de Clairaut; reducirla a la forma y=xy' ± ~\/ r y 7 $', g) ecuacion de Lagrange; 
derivarla con respecto a z; h) ecuacidn de Bernoulli; y = uv, i) reducible 
a una ecuacidn con variables separables; u = z + y; j) ecuacidn do Lagrange; 
derivarla con respecto a z; k) ecuacidn de Bernoulli con relacion a x ; x — uv, 
1) ecuacidn en diferenciales exactas; m) lineal; y — uv\ n) ecuacidn do 

Bernoulli; y = uv. 2834. a)son-j-= — ln|z| + C; b) x — y ■ e Cv + ! . 2835. z 2 + 
+y * = Cy*. 2836. = 2837. xy (<7-i-In* z) =1. 2838. y = Cx + 


-|-C ln C\ la solucidn singular es y = — e 2839. 

cion singular es y=-~. 2840. 3y-{- ln ■ ^ ' ~ 


y-=Cx-\-~\/ — aC\ la solu- 
C. 2841. \e** — eu- 


= arctg y - j- In {1 -fy 2 ) = C. 2842. y = z 2 (I + Ce~). 2843. z = y 8 (C—e'V). 

2844. y —Ce~ sca *+sen x —I. 2845. y = ax-\-C~\/ T=x*. 2846 y = 

= (*+ In I * 1 + C). 2847. z = Ce sea 2a (1 + sen y). 2848. -$- + 3 x + y + 

X 1 c. 


+ ln[(x—3)W>|0 — 1|3] = C. 2849. 2 arctg = l n Cx. 2850. x 2 = 1-jL + 

_ 2 . r— 

-f Ce v . 2851. x 3 = Ce'J — y — 2. 2852. j/-|-+ln | x | = <7. 2853. y = 

2 A 

= z arcscn (Cx). 2854. y3 = Ce~* x +-g sen z-f-jr-cos z. 2855: xy = C(y — 1). 


2856. x = Ce»—j (sen y 4-cos y). 2857. py = C(p-l). 2858. x* = Ce*v—y* — 

~T y2 ~T y ~l& 2859 - +O=o. 2860. 

2861. xeM — y 2 =C. 28C2. | * ~ P 2 5 **V ln (P + V' + V*) ■ 

l y = 2pi+l/l + p*. 

2863. y = xe c *. 2864. 2e x ~ y* = Cy*. 2865. In |y4-2|4-2arclg-|i| = C . 

—— 1 — x 

2866. y 2 4-Ce 2 + -j— 2 = 0. 2867. x 2 -y = Ce n . 2868. z + y = C. 2869. y = 


C—x* 

= —7737T • 2870 ‘ y = Csenx~a. 2871. y = - 

4 (x 2 —1) 

2872. (y—Cz)(y 2 —x 2 4-C) = 0. 2873. y = Cx+-^ , 
^-x 2 y~y 2 x —y 3 = C. 2875. p 2 +4y 2 = Cy 3 . 2876. 


a 2 ln(z+ Va*+z*) + C 
z+Va*+z 2 

y =■ y 2874. z* + 

y—x— 1. 2877. y = z. 


32—1016 
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2878. y = 2. 2879. y = 0. 2880. y =4- (sen *+ cos x). 2881. y = -j{2x2-\-2x + i)^ 

2882. y=e~ x +2x—2. 2883. a) y = x; b) y = Cx, donde C es arbitraria; 
el punto {0; 0) es el panto singular do la ecuacidn differencial. 
2884. a) y 2 = x ; i>) y- = 2px\ (0, 0) es el punto singular. 2885. a) {x —C) 2 + 
+ pa = C2; b) no tiene solucidn; c) z 2 + p 2 = x; (0, 0) cs ol punto singular. 

2886. p = < s/u . 2887. p = (V2^+VT)*. 2888. y* = l —<r*. 2889. r=Ce a *. 
Indicacidn. Pasar a las coordenadas polares. 2890. 3 y 2 —2a; = 0. 

2891. r = /«p. 2892. x 2j r(y~b) 2 = b 2 . 2893. ^ 24 , 16 x^ 0 . 2894. La. hiporbola 

y*—x 2 = C o la circunfcroncia x 2 +y 2 — C 2 . 2895. y = y (c^+e - *)- 1 n d i 0 a ' 

X 

cidn. Partir do que el urea cs igual a ^ ydx, y ),a longitud del arco 

0 


j Yi + 7*dx. 2896. x = -y + Cy. 2897. y'- = AC (C+a—x). 2898. I n d i c a- 

cidn. Apllcar cl hccho de quc la resultanto do la fucrza do gravedad 
y dc la centrifuga es normal a la snperficie. Tomando el eje do giro como 
ojc OY y dcsignando por <0 la velocidad angular de la rotacion, omenemos, 
para la seeciun plana axial de la suporficic que so busca, la ecuacidn 

differencial p-^ = oj 2 x. 2899. p = ^ _0 • 0l,0l67 ^ Indicacion. La prcsidn 

on cada nivel do la columna vertical de aire se pnede considerar como 
dcpondicnte exclusivaraente do las capas quc descansan mds arriba. Emplceso 
la loy de Boyle—Mariotto, segiin la cual. la donsidad es proporcional a la 

prusidn. La ecuacidn diferencial buscada es dp— —kpdh. 2900. s = -^khi>. 
Indicacion. La ecuacidn es ds — kw-^—^-dx. 2901. 

2902. F = <jH-(ro— a)e- x '. 2903. Dontro de una hora. 2904. (o = 10p(-g-) 
r. p. m. 2905. En 100 afios so desintegra un 4,2% de la cantidad 

inicinl Q 0 . Indicacidn. La ecuacidn es ~ = kQ; Q = Q 0 

2906. t st 35,2 seg. Indicacidn. La ecuacidn es n(h 2 —2li)dh = 

= n 2907.^^. 1 n d ica ci dn. ,La ecuacidn os dQ= —kQdh; 

Q = Q 0 (y) 3 . 2908. v Y 'nr cuando * -*■ 00 ( k es ol coeficiento 
de proporcionalidad) Indicacidn. La ecuacidn os m ~ = mg — kv *; 


v 



th I t 


dx 


‘<T 



yp ) . 2909. 18,1 kg. 


2910. i = 


J?2 + L2(0» 


Indicacidn. La ecuacidn es 

' 

l(fl sen cot — Leo cos col) + Lae ]. 


Soluciones 


499 


Indicaci6n. La ecuacion es Ri+L — = 2?seu at. 2911. y = zln|i|-t- 

+ C!*+C 2 . 2912. l + C 1 (,a=(c2+-^=) 2 . 2913. >/ = ln | | —s+C 2 . 

2914. y = C' 1 -f-C 2 In | ar |. 2915. y = C i e CtX . 2910. y = ± VC,x+C 2 . 
2917. y = (H-C|)ln|a:+C 1 |-C 1 i + C 2 . 2918. (*--C,)=.-. a In | sen • 

2919. v^y<ln|£|)*-Kiln|*l+C 2 . 2920. * = -gr-ln 1 -f C 2 ; y + C. 

2921 y— C ie c * x + - j- . 2922. y = ± \ \* V'C*—* a + C\ arcscn -j£- ] + C 2 . 

X . . 

2923. j, = (Ci«*+ 1)*H-C8. 2924. j/= (£> - Cf) e Cl -fC 2 : 

(solucion singular). 2925. y ~ C x x (x —C|) + C 2 ; y = - g—(-C (solucion sin¬ 
gular). 2926. y = ^+^- + C i x\u\x\ + C i x+C 3 . 2927. j/ = son (C, + *) + 

-f-C 2 x+6' 3 . 2928. y=a»+3*. 2929. t/ = A- (x^ + l). 2930. = 

* 

2931. y = Cx<*. 2932. y=6'| ' , J ==C - 2933 - x = C i+ lr ‘ | ' 

2934. x=rC.— -4-In I—r 7 r I • 2935. x^C t y*+y lny + C a . 2936. 2p a —4** = 1. 
c 2 I 1/ i ^*2 I 

2M7.T»“*+1- 2938 - y = - 2 ( *a'lV) -- 5: T^ ln|a| 0 2(^+1 ) + 

+ 2939. V = y x2, 294 °- y = T x2 - 2941 • y = 2fX - 

2 ^ 

2942. x = —g - (y2) T . 2943. y = e*. 2944. l/^T^T+XT7 • 2945. {/= 
<> -i/p" .2. o p f 3x 

— -g-. 2946. y = ^—v,. 2947. y = soc 2 x. 2948. |f = sen* + l. 

2949. y=—-— —- • 2950. x= —rr e~ yi . 2951. No ticne solucion. 2952. y — e x . 
4 2 2 

2953. y = 2 In | £ |-2954. ij c t (£-f-l) 2 +C Z . La solu- 

ci6n singular es y=C. 2955. y — C, — \-(C t — C\) x-\-C 2 - La solucidn sin¬ 
gular es = —t -C. 2956. y = ^(C 1 +x)*+C 2 x+C 3 . 2957. y — C x 4- 

4 

+ C 2 e c '*; y=\—e*\ y= — l + e~*; la solucidn singular os p = 

32 * 
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2958. Las circunferencias. 2959. (x— C j)2— Cgy i -\-kC\ = (S. 2960. La catonaria 
y = ach — . y^a circunferencia (x—x 0 )2-j-y2 = a a . 2961. La parabola 

(x — x 0 ) 2 = 2 ay — a 2 . La cicloido x — x Q ^a{t — soot), y = a{ 1—cos t). 

C H ^ x 

2962. e ai '+ Ca = sec (ax + Cj)- 2963. La parabola. 2964. y = -± — e li + 


, \ H - 

' 2C, q C 

constantu y 


H C 2 o y = ach 
H 


donde H es la tension horizontal 
d*y 


— a. Indicacion. La ecuacion djfcrencial es -rr, ~ 
<1 dx* 

q f / dy \ 2 dig 

~~Hy 1 ‘ l^x) ' 2965. La ecuacion del movimiento es fit* ~ 

= g (sen a — [i cos a), La ley del movimiento ess = -£~(sena— ftcosa). 

2966. s = -j- In cb ^ t B ) • Indicacion. La ecuacion del movi¬ 
miento es m = mg—k 2967. Dontro de 6,45 scg. I n d i c a- 


cidn. La ecuacion dol movimiento es-=— l0i\ 2968. a) No; b) si; 

S “* a 

c) si; d) si; e) no; f) no; g) no; h) si. 2969. a) y"-fy-0; b) y" — 2y’ + y = 0; 
c) x a y''-2xy'+-2y = 0; <f) y" — 3y"4-4y' — 2y = 0. 2970. y = 3x—5x2 + 2x». 
\ 

2971. y^-^-fC, sen x-fC 2 cos x). Indicacion. limplear la sustituoidn 

y = y,u. 2972. y = C,x+C 2 In x. 2973. y = A + Bxt+x*. 2974. y = ^--f 

o 

=*Ax-\ —p. Indicacion. Las soluciones pnrticulares de la ecuacion 


homogdnea son y, =x, y 2 = —. for ol metodo de las variaciones do las 

X 

o 

constantes arbitrarias liallamos: C, = 4=4; C z = -^--\-B. 2975. y = ^4-|- 

*1-I?sen x + Ccosx-f In | sec x + tgx |-f sen x In | cos x | —r cos x. 2976. y = 
= C 1 e2*-t-£.y 3 *. 2977. y = C t e~ ax -\-C z e 3x . 2978. y = C, -f C 2 t x . 2979. y=C, cosx+ 
+ (-2 son *■ 2980, y = e* (C, cos x+C 2 sen x). 2981. y =e _a * (C t cos 3x-j-C 2 sen3x). 

2982. y = (C t -(-C2*) «-*. 2983. y=eM(C,a* vT +Cy-* /F ). 2984. Si/t>0, 

y =C l e x * ll -\-C 2 e~ x , si k<0, y=C|COs"|/— kx-\-Cg sen ~\/— kx. 2985.y= 

x_ W vT x . ,— . 

= e 2 (C,e 2 -\-Cgc 2 ). 2986. y = e cos—jp- x + C 2 son —p x j . 
2987. y=4e x + e* x . 2988. y=e~ x . 2989. y =sen 2x. 2990. y = 1. 2991. y = 
= och-j. 2992. y = 0. 2993. y=Csen nx. 2994. a) xe 2 * (Ax^ + Bx + C); 
b) A cos 2x-\-B sen 2x; c) A cos 2x+Bson2x + Cx2«**; d) o* (A cos x+B sen x); 




Soluciones 


501 


c) o*(Ax 2 -\-Bx + C) + xe2 x (Dx+Ey, f) xe* [(Ax^ + tfx + C) cos 2x+ 
-f (DxZ-\-Ex + F )sen 2x]. 2995. s , = (C I +C 2 *)eM+-g-(2x*-|-4x+3). 2996. y = 

= e I (c 1 cos^|^+C 2 soii-^-|^)+* 3 +3a:a. 2997. y = (C, + C 2 x) e“* + 

+ ~e 2 *. 2998. (/ = Cje*+C 2 e ,x + 2 . 2999. p = C 1 e*-|-<V -x +4' xe*. 3000. y = 

= C 4 cos x-f-C 2 sen x-f-^ * sen x. 3001. y = C\e x -\-C i rt ~ 2x —g (3 son 2 x-^-cos 2x). 

3002. i/ = C 1 eW+C 1 e'« + x(^.-A.)eS*. 3003. 5 , = (C 1 + C 3 x)e* + 

+-i-cosx + -^-e*—i-e" x . 3004. ^CitC^+^T^ 2cos 2x-sen 2 x). 

3005. y = e* (C, cos 2x -f C 2 sen 2x) + ^ eX sen 2x. 3006. y = cos 2a: + 

(sen x-fsen 2x). 3007. 1 ) x = Cj cos (oi +<7 2 son e>i +-^ 77^5 sen pi; 2) x = 

= < 7 , cos cm + C 2 son toii cos o>i. 3008. 1 / = C,e“+C 2 « w - If41 - 3009. V = 

— C, -)- C 2 e a * + -^- -jr -^r- • 3010. j/ = e* (C, + C 2 z + x s ). 3011. y^=Cj + 

+ C 2 e2*+y xe2*—|x. 3012. y = C ie -* x + C 2 e«*—1 e x + \ (3 cos 2x-|-scn 2x). 

3013. y=C,+C 8 r-*+e*+-|* a —5*. 3014. P = Ci + C 2 e*-3xe*-x-x a . 

3015. ! /= c (<7 1 +C 2 X+-i-x 2 ) e-*+^-e*. 301C. » = (C, cos 3x -j- C z sen 3z) e* + 

+^(scn3*-}-Gcos3x)+~. 3017. y^Ct+Cjs+x*) e M + ^ -- . 3018. y = C s + 

4-C 2 eS* — -L(cosx+3senx) — j • 3019. e** (4x +1) —- 

_. 3020. u = <?,e* + C*e~ x — x sen x—cos x. 3021. p ^ C je -2 * + C 2 e' ix — 

--^(sbu2x+2cos2x). 3022. y=C t cos 2x+C 2 sen 2x—(3sen 2x+2cos2x)+ 

3023. y = e x (Cy cos x + C 2 sen x—2x cos x). 3024. y ^C,e x + C,c- x + 

+ ( X 2 _ x ) e*. 3025. y = c, cos 3x -(- C 2 sen 3x + -i x sen x - -^r- cos x + 

+ _L ( 3 *_!)*:>* 3026. y - 6>3*+C 2 e“* +-| (2 - 3x) + ^ (2x2 - x) e 3 * 

3027. y = C i -\-C 2 e 2X — 2 xe*--|-x—|-x 2 3028. 0 = (c, +C 2 x + -jj-) c23C - 

3029. z, = C,<-- 3 *+ (?;.£'*—i-( 2 x* + x) e-3*+^(2xa+3x) e*. 3030. p = C l cos* + 

-f C 2 sonx+-|-cosx+ ~scnx—|-cos3x+-Jj-seii3x. I 11 d i caci on. 

Tmnsforinar el producto do coscnos on soma de cosenos. 3031. V = 
= C x e~ x V * -|- C 2 e x vT + xe* sen x-fe* cos x. 3032. y - ( 7 , cos x + C 2 son x + 
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ct g I' 3033. y = C 1 cosx+C 2 seiii+seui-lnJtg^- 

IT \ r I ..Zl. 1.1 OA-lt .. in in v . . 


+cos x In 

3034. j/ = (C 1 + C 2 x)e*'-f.'« :c ln|i]. 3035. y = (C f + C 2 x) e~ x + xe~ x ln[x'| 

3036. y = C i cos x + C 2 sea x + x son x+cos x In | cos x |. 3037. y =C, cos x + 
+C 2 son x- x cos x+son x In | son x |. 3038. o) y=C 1 e*+C 2 e _ *+(« x +e~*) arctg^; 

• . — —. l/n » l/TT" _2 

3040. La ecuacion del movimiento 


)>) y=C ie xV * +C 2 e- xV *+e x 


T (j = 2 — * (*-4- 2 > (*=*): r = 2 «]/|seg. 


3041. 


es 


x = 


2gsen 30f—60 ~[/g~ sen ~\/gT 


g—900 


cm. Iudicacion. Si x so cuenta a partir 

de Ja posicion do reposo do la cargu, -^-x' = 4 — /c(x 0 +x — y — l), donde 

*o. es la distancia dosde ol punto de reposo de la carga hasta el punto 
inicial do ongauche del resorte, l es la longitud del resorte on estado 

do roposo; per lo cual A(x 0 —2) = 4, por consiguiento, ~ d ~ x 
r=—*(x—y), dondo k = i, g^=981 cm^/sog. 3042. m~ 


dt a “ 
k(h-x)~k(b- fx); 


X^ccos (< j/|~) • 3043. G~=gs; < = j/y In ( 6 +T/35). 3044. a) 

= " 2 "( eW, + e ~ at )y *>) r ~j^( e<M — «““*)• Indicacion. La ecuacion dife- 

rencial dol movimiento es-^-£- = a>V. 

dl* 

3045. y = Cj+ <?**+£,*iw. 3046. y =*C,4-<7 2 e-“ + C 3 c*. 

3047. y=,C lf -*+«2((7 2 cos J^L x + CsS en • 

3048. J/^C 1 + ^ 2 x^-C 3 e :c ^ A 2■+C 4 e-* , 2 . 3049. y = e* (C, + C 2 x + C 3 x2). 

3050. y = e x (C, cos x -(- C 2 sen x) + e~* (C 3 cos x + C 4 soil x). 

3051. y = (Cj + C 2 x) cos 2x+(C 3 + C 4 x) sen 2x. 

a: 

3052. p=xC,+C 2 e-*+e 2 (c 3 cos Jil xC 4 son x) . 


3053. y = (6', + C 2 x) <>-* + (C 3 -f- C 4 x) e*. 

3054. y = C-'iC a - v +Cof- a *+C 3 cos ax + C 4 sen ax. 

3055. y=*& i +C i z)e VTx +(C 9 +C i p)e- yrS ' x . 3056. y = C, + C 2 x + 
+ C 3 cos ax + C 4 sen ax. 3057. y = C, + C 2 x + (C 3 +C 4 x) r x . 3058. y = (C, + 
-|- C 2 x) cos x + (<+ + C 4 x) sen x. 3059. y = c~ x (C , 1 +C 2 x +.. . +<7„x'*-i). 

3060. y = C 1 + C 2 x+(<7 3 -H7 4 x + 4j.) e * 


3061. y =• ^ + +12x* +3x3+1 x*+-^- x* + (C 3 + C/ _ x) e * 

3062. y = C i c*+c~2 (c 2 cos-^l x + C 3 seu-^x)-x«_5. 

3063. y — C s + C 2 * + C 3 x 2 + C i e~ x -]—(4 cos 4x—sen 4x). 



3064. y=C i e- x +C z +C 3 x + ^- —J x3 + Jz x * + e “ (1 I_ V) ' 

3065. y = C,e-*+C 2 C03S + C 3 SBn 2 + e*^-|~ g-) . 

3066. + cos x+C 3 sen x -f-sec x-fcos x In | cos x | — tg x-sen x 4 -x sen *• 

3067. y = «-*+/f 2 (cos -i ^-2 + -^^sen J-z- 2 . 

3068. ^(Cj + Colnr)-^. 3069. y=C lX 3+-^. 

3070. it = C t cos (2 In z) + C 2 sen (2 In x). 

3071. y=C 1 x + C 2 x2-t-C 3 x3. 3072. y = C s + C’ 2 ( 3 x+ 2 )-*/ 3 - 

3073. y = C t x*+-^. 3074. y = C, cos (In x) + C 2 sen (In x). 

3075. p = £,** +Cg**+yX. 3076. y = (x + l ) 2 [Ct + C- Z In (* + l))+(*-H)*- 
3077. y = x(lnx + ln 1 J x). 3078. y = C t cos x+C 2 sen x, z = C 2 cos x —C, son x. 

3079. i/ = e~ x (C i cosx-fC 2 senx), i = ^-c~ x [(C 2 —2C,) coa x — (C t + 2C 2 ) sen x]. 

3080. y = (C t — C 2 — C t x) e -ar . z = (C,x + C 2 ) r** 

3081. z = C i e , + e~* (c 2 C03^p- t + C 3 SOU Xy- *) . 

3082. x = C' 1 e _, 4-C 2 e 21 . y = C 3 e-' + C^-‘, z = — (C, + C s ) «“'+ C 2 tf a ‘. 

3083. y = £ , 1 + C 2 c 2 *—i-(x a + x), s = C 2 ff»*—C l + -i-(**-*—!)• 

3084. y=^C,+C 2 x + 2senx. z= — 2C t — C 2 (2x-|-1) — Ssonx — 2cos x. 

3085. y = ((7 2 -2C 1 -2<7 2 x)^- JC -6x+14, z = (C,-f C 2 x) «-* + 5x - 9; 

Cj = 9, ^2 = 4, 

y = 14(l — e"*) — 2x(3 + 4e-*), z = — 9 (1 — e' 1 ) +* (5-|-4z~*). 

3086. x~10e 2 ' — 8e 3 ' — e' + 6« — 1; y = — 20e a < + 8e 3 ‘ + 3z‘ +12i +10. 

»■ ■) 7 "* 

b) In V* a + y* = arctg — + Ci. — /-■■ = C 8 . c) I n d i c a c i 6 n. Integrando 

* x 2 -}- y* 

la ecuacidn homogonea hallamos la primera integral 

x—y x-tV 

In y x T^5 = arctg — + C,. Luego, utilizando las propiodados de las pro- 

. . di x dx ydy xdx + y dy ^ ,londp 

porciones denvadas, tonemos — = - j3 + y z— • 
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In z = — In (x 2 -t-y 2 ) + In C 2 y, por consiguiente = S= ?-=C 3 : c) z-fy-f 

^ yi s +j ! 

+ z = 0 , zS-t-y 2 -y-z 2 = 6 . I n d icaci>dn. UUlizando las propiedades de las 

proporciones derivadas, tcnemos: = —— dx-j-dy+dz 

y —z 2 — x x — y 0 

de donde dx-\-dy-\-dz = 0 y, por consiguiente, x+y-{-z = C l . Aualogamerite 
xdx ydy zdz x dx + y dy + z dz 

z(y-z)' == 7(z-ir = 'T(5-^r = -o-• ****+»^+**-<> 

y z 2 -|-y 2 -)-z a = C 2 . Es decir, quo las curvas integrales son las circunferen- 
cias z-j-y-t-z = C’ ) , x a -f-y a -t-z a = C 2 . De las condiciones inicialcs x = i,y<= 1 , 
z= — 2 , tondromos quo C, = 0 . C 2 = 6 . 

C* .r 2 

3089. y^CjZ 2 -)-(3 In 2 x — 2 In z), 

X lo 

2 = 1 — 2<7,® + -|“-+-|-<31n«ar+ln x-1). 

3090. y = C i e x} ~ + C 2 e~ x ^-fCjCOSZ-f-^senx-t-e 1 —2*, 

_—z V 2 C 3 „„„ _ 

“4 


— C j** ^ 2 — <7 2 e 1 r 4 —cos x—~ sen x — e x -{-x. 


3091. 

mgt 


v n mcos a 


(1-e 


m ‘). 


-A, 


y=-p-C^o son a + mg) (1—e m ) — 


„ 1 • x dt'v , dy y 

Hesolucion. m. =—An,; m—r— 

04 a/ 


— kv u — mg cuando las 


condiciones iniciales son: x 0 » 
t=0. Integrando, obtenemos: 


f/o = °> v x t — "o cos a, 


vo' 


= n 0 sena cuando 


~A t 

m 


kv u +mg = (kv 0 sen a+mg) e 


-A, 


gp v»» 




k 2 y" 




v x = v 0 cos ae 
A* 

3092. a? = a cos—7= y=-^~i -sen—- 

1 /rn ft 1 /n 

c i 6 u. Las ecuacioncs diforonciales del movimiento son: m 

m -S-=- ,£2? - 


1. Indica¬ 
te 


— k 2 x\ 


3093. y=-2 - 2x-x*. 3094. y= (y 0 . 

ae®. »-Y+-j- 1 +-r' , +l' s +i I ‘+w*’+- 


3090. y = 

O 


7-9 

X 2 r 2 


z" 


7.11-27 

Z* 


3097. y = z-f A_-)-A_-|-A_-t-..la scrie cs convcrgontc cuando —1<*<1. 


3098. y = z-^ T ^+ ( ^ T ^—la scrie cs couvergonte cuando 

—<x><x<-f-co. Indicacion. Empleese cl procediraiento de los coeli- 
cientos indeterminados. 
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3099. y = l— 5 r* 3 +^r**— -Q|'~ a»+...; la aerie es convorgente cuando 


9! 
sen x 


. I n d i c a c i 6 n. Empleesc el metodo 


x* 


+ • • •; 


3! 6 ! 

—co < z < -f-co. 3100. y = 

do los coeficientes indeterminados. 3101. y = 1 — -jp-f i jgy j a ~~ 22 . 42 . 02 ' 

la serie es convorgente cuando |i|<-fco. Indicacidn. Empleeso el 
metodo de los coeficientes indeterminados. 

3102. x = a (l-Jj- it.(-A t* +f - «■— •• ) • 

3103. u = A cos sen . Indicacidn. Utilizar las condiciones: 
u(0, 0 = 0 , u(l, t) = 0, «(x, 0 ) = dseu-y, 


iit 


= 0 . 


3104. u = 


21 

n 2 u 




Utilizar las condiciones: «(0, t) = 0, u(l, l)=0, u(x, 0)-0, d = 

.. u = -^4 V -V sen cos nlt . a< sen ■ Indicacidn. Utilizar 

n* x—i n A & t t 


3105 


n=l 

las condiciones: 


1 Ju(x, 0 ) 
dt 


= 0 , n( 0 , () = 0 , u(I,/) = 0 , u(x, 0 ): 


2hx . . .1 

—— para 0 < x < y , 


|^2/i (l—y) paray<z<l. 
3100. “ = 2 /,ft cos + 2i^ S6n ^21 ^ ** ’ Joil(Je los coeficientes A n = 


n=>0 


-t $ t“" , 2,+ 2 : > " ^- (2 8 . ( + x - u,iiii *' ‘“ s 

b 


condiciones: it( 0 , i) = 0 , = 0 , u(x, 0 ) —y , ^ *=■ 0 . 

00 a2?)3ji2! 

3107. u=-yji 2 yr (1—cos n.u) sen e " )03 . Indicacidn. Utili¬ 
zar las condiciones: it ( 0 , t) = 0 , u ( 100 , /) — 0 , u (x, 0 ) = 0 , 0 lx(l 00 — x). 


Capitulo X 

3108. a) <1"; <0,0023%; b) < 1 mm; <0,26%; c) < 1 g; <0,0016%. 

3109. a) <0,05; <0,021%; b) <0.0005; <1,45%; c) <0,005; <0,10%. 

3110. a) 2 cifras; 48-10 3 d 49-10% ya que el nurncro esta comprendido entre 

47 877 y 48 845; b) 2 cifras; 15; c) 1 cifra; 6-10% Practicamonte, el rosultado 
doho cscribirso en la forma (5,9 ± 0,1)-10 s . 3111. a) 29,5; b) 1,010 s ; c) 43,2. 

3112. a) 84,2; b) 18,5 d 18,47 ±0,01; c) cl rosultado del calculo no tieno 

cifras exactas, ya que la diferencia es igual a una centesima y el valor 
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posible del error absolute tambien es una centesima. 3113*. 1,8 ±0,3 cm 2- 
I n d i c a c i o n. Utilizar la formula del incroniento del area del cuadrado. 
311/.. a) 30,0 ±0,2; b) 43,7 ±0,1; c) 0,3 ±0,1. 3115. 19,9 ±0,1 m 2 . 
3116. a) 1,1295 ± 0,0002; b) 0,120 ± 0,006; c) el cocioute puede oscilar entre 
48 y 62. Por consiguientc, on la notacion dol cociente no puede considerarse 
exacta ninguna citra decimal. 3117. 0,480. La ultima cifra puede oscilar 
en una unidad. 3118. a) 0,1729; b) 277.10 2 ; c) 2. 3119. (2,05±0,01)-10 2 cm 2 . 
3120. a) 1,618; b) 4,025 ± 0,001; c) 9,006 ± 0,003. 3121. 4,01 • 10 3 cm 2 . El 
error absoluto es 6,5 cm 2 . El orror relativo 0,16%. 3122. El ; catoto os igual 
a 13,8 + 0,2 cm; son a = 0,44 ± 0,01; a =26°15' ± 35'. 3123. 2,7±01. 

3124. 0,27 amperios. 3125. La longitud del pendulo debe medirse con exac- 
titud do liasta 0,3 cm; los numeros n y q dobcn tomarso con tres cifras 
(sogun el principo de las influences iguales). 3126. Los radios y la gcne- 
ratriz deben modirso con error relativo do 1/300. El numero n debe tomarse 
con tros cifras (sogun el principio de las influencias iguales). 3127. La 
magnitud l debe medirse con precision del 0,2% y s, con precision del 
0,7% (sogun el principio de las influencias iguales). 

3128. 


X 

y 

Ay 

A 2 !/ 

A 3 y 


A 5 y 

1 

3 

7 

—2 

-0 


-23 

2 

,10 

5 

-8 

8 

—9 


3 

15 

-3 

0 

-1 



4 

12 

-3 

-1 




5 

9 

-4 





6 

5 







3129. 


* 

y 

Ay 

A 2 y 

A s y 

1 

—4 

—12 

32 

48 

3 

-10 

20 

80 

48 

5 

4 

100 

128 

48 

7 

104 

228 

176 


9 

332 

404 





l 



11 


730 
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3130. 


X 

y 

&y 

A 2 p 

A s y 

A *U 

0 

0 

—4 

-42 

-24 

24 

l 

—4 

—46 

-66 

0 

24 

2 

-50 

—112 

-66 

24 

24 

3 


—178 

-42 

48 

24 

4 

-340 

-220 

6 

72 

24 

5 

-560 

-214 

78 

96 

24 

6 

—774 

-136 

174 

120 

24 

7 

-910 

38 

294 

144 


8 

-872 

332 

438 



9 

-540 

770 




10 

230 






Indicaci6 n. Calcular los pritnaros cinco vaiorcs do y y, una voz 
obtenido A 4 j/o= 24, repetir osto numoro 24 por toda la columna do las 
cuartas diforoncias. Despuos do osto, la parto rostanto dc la tabla so Ilona 
medlunte operaciones do suma (ovanzando do derecha a izquiorda). 
3131. a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; 1>) 0,229; 0,399; 0,491; 0,664. 3132. 0,1822; 

0,1993; 0,2165; 0,2334 ; 0,2503. 3133. 1 + *-f*=-f*3. 3134. j, = * 34 . 


+ yez>22 Cuando 


48 ‘ 


* = 5,5; y = 20 cuando x»i5,2. Indica- 


cion. A1 calcular * para y = 20 tomar j / 0 = 41. 3135. El polinomio do inter- 
polacidn os y = * 2 —10*+ 1; y~ 1 cuando * = 0. 3136. 153 kgf (aproximada- 

mcnte). 3137. a) y (0,5)=—4; y(2) = ll; b) y (0,5) = —Jjj-, y( 2)=-3. 

3138. —1,325. 3139. 1,01. 3140. —1,86; —0,25; 2.11. 3141. 2,09. 3142. 2,45; 
0,019. 3143. 0.31; 4. 3144 . 2.506. 3145. 0,02. 3146 , 0,24. 3147. 1,27. 3148. 
-1,88; 0,35; 1,53. 3149. 1,84. 3150. 1,31; —0,67. 3151.7.13. 3152.0.165. 
3153. ±1,73 y 0. 3154. 1,72. 3155. 1,38. 3156. * = 0,83; !/ = 0,56; *=-0,83; 
y~ —0,56. 3157. * = 1,67, y=l,22. 3158. 4,493. 3159. ± 1,1997. 3160. Por la 
formula de los trapccios. 11,625; por la formula do Simpson, 11,417. 
3161. —0.995; —1; 0,005; 0.5%; A = 0.005. 3162. 0,3068; A = 1.3-10-6. 

3163. 0,69. 3164. 0,79. 3165. 0,84. 3166. 0,28. 3167. 0,10. 3168. 1,61. 3169. 1,85. 
3170. 0,09. 3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93. 3175. 1,29. 1 n d i- 
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Joluciones 


cacion. Utilizar las ecuaciones parametricas de la elipse x=cos t, 
y = 0,6222 son t y transformar la formula de la longitud del arco a la forma 


n 

2 


[> _ 

\ yi— e 2 cos a 2 -d<, doudo e es la excentricidad de la elipse. 3176. y I (x)=-^- , 


, , X 3 , x> . . X 3 X 7 2* 11 iis X 2 

M*) y+jg-M*)-r + ‘®' + 2079 + '50535 • 3177 ' yi ^ = ~2 

3*2 x 

(*)=—-|—2 -*+** ^3 C 1 ) — ~ i 2 —( T ^—2 -*+ 1: * i (*) = 3 z — 2 , 

*a 7,3 

*a(*) ~-g-2x a 4-3z—2, : 3 (*) = —g-2x*-j-3x— 2. 3178. y t (*)=*, p 2 (*)<= 


=x~-~, y 3 (*)=*—• 3179. |/ (1)=3,36. 3180. p (2) = 0,80. 

3181. p(l) = 3,72: 2 (1) = 2,72. “3182. p=l,80. 3183. 3,15. 3184. 0,14. 
3185. p (0,5) =3,15; 2 (0,5) =—3,15. 3186. p (0,5) = 0,55; z (0,5) = —0,18. 
3187. 1,16. 3188. 0,87. 3189. x(n)=3,58; x'(n) = 0,79.3190.429 + 1739cos*— 
—1037 son x —6321 cos 2x-fl263sen2x—1242cos 3x—33sen 3*. 3191. 6,49— 
—1,9(1 cos x -f 2,14 son x — 1,68 cos 2* 4- 0.53 sen 2* —1,13 cos 3*4-0,04 sen 3*. 
3192. 0,9604-0,851 cos x -\- 0,915 son *4-0,542 cos 2i-}-0,620 sen 2*4-0,271 cos3*-|- 
4-0,100 son 3*. 3193. a) 0,608sen *4-0,076 sen 2*4-0,022 sen 3*; b) 0,3384- 
-f-0,414 cos*4-0,111 cos 2* 4 -0,056cos3*. 



APENDICES 


I, Alfabeto griego 


Aa —Alfa 
Bp—Beta 
Ty — Gamma 
Afl — Delta 
Ee—Epsilon 
Z;— Dzeta 


Htj —Eta 
60— Teta 
It— Iota 
Kx — Kappa 
AX — Lambda 
Mu—Mu 


Nv—Nu 
S|-Xi 
Oo—Omicron 
nn-Pi 
Pp — Ro 
Za—Sigma 


Tt—T au 
Tv —Ypsilon 
<D(p —Fi 
X X -Ji 
Vil'— Psi 
— Omega 


II. Gonstantes de uso frecuente 


Magnltud 

X 

* 

Magnt tod 

X 

>e * 

n 

3,14159 

0.49715 

1 

0,36788 


2n 

0.28318 

0.79818 

e 

1,50571 

TC 

1,57080 

0,19012 

e2 

7,38906 

0,80859 

2 



yi 

1,64872 

0,21715 

Jt 

4 

0,78540 

1,89509 


1,39561 

0.14476 

_1_ 

0,31831 

1,50285 

A/ = lga 

i=l„,0 

0,43429 

1,63778 

jt 

It* 

9,86960 

0,99430 

2,30258 

0,36222 

V* 

V * 

€ , 

1,77245 

0,24857 

1 radian 

57°17'45* 


1,46459 

2,71828 

0,16572 

0,43429 

arc I s 

8 

0,01745 

9,81 

2,24188 

0,99167 
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III. Valores Inversos, potencias, rafces y logarltmos 



xl 

x3 

yr 

yito 

j f * 



1/' 10 0.1 

lg x 
(man- 

F 

tisas) 



1,000 

1,210 

1,440 

1,690 

1,960 

2.250 
2,560 
2,890 
3,240 
3,610 
4,000 

4.410 

4.840 

5.290 

5.760 

6.250 

6.760 

7.290 

7.840 

8.410 
9,000 
9,010 

10.24 
10,89 
11,56 

12.25 
12.96 
13,69 
14,44 
15,21 

16,00 

10,81 

17.64 

18,49 

19,36 

20.25 
21,16 
22,09 
23,04 
24,01 
25,00 
26,01 
27,04 
28,09 
29,16 


1,000 

1,331 

1,728 

2,197 

2,744 

3,375 

4,096 

4,913 

5,832 

6,859 

8,000 

9,261 

10.65 

12.17 
13,82 
15,62 
17,58 
19,68 
21,95 
24,39 
27,00 
29,79 
32,77 
35,94 
39,30 
42,88 

46.66 
50,65 
54,87 
59,32 
64.00 
68,92 
74,09 
79,51 

85.18 
91,12 
97,34 

103.8 

110,6 

117.6 
125,0 

132.7 
140,6 

148.9 
157,5 



0,0000 

0,0953 

0,1823 

0,2624 

0,3365 

0,4055 

0,4700 

0,5306 

0,5878 

0,6419 

0,6931 

0,7419 

0,7885 

0,8329 

0,8755 

0,9163 

0,9555 

0,9933 

1,0296 

1,0647 

1,0986 


1,2238 

1,2528 

1,2809 

1,3083 

1,3350 

1.3610 

1,3863 

1,4110 

1,4351 

1,4586 

1,4816 

1,5041 

1,5261 

1,5476 

1,5686 

1,5892 

1,6094 


































V* Vio* 


f ioi5x 


5,5! 0,182 
79 

5.7 0,475 

5.8 0,472 

5.9 0,169 
6,0 0,167 

64 
61 
59 
56 
54 


6.6 0,151 

6.7 0,149 

6.8 0,147 

6.9 0,145 
7,0 0,143 
7,1 0,141 


7,5 0,133 


7.7 0,130 

7.8 0,128 


27 

25 


8.1 0,123 

8.2 0,122 

8.3 0,120 

8.4 0,119 

8.5 0,118 

8.6 0,116 

8.7 0,115 

8.8 0,114 

8.9 0,112 
9,0 0,111 

9.1 0,110 

9.2 0,109 

9.3 0,108 

9.4 0,106 

9.5 0,105 



1,9021 

1,9169 

1,9315 

1,9459 

1,9001 


2 , 

2, 

2 . 


2,0412 
2 , 
2,0669 
2,0794 
2,0919 
2,1041 
2,1163 
2,1282 
2,1401 
2,1518 
2,1633 
2,1748, 
2,1861 
2.1972 




2,2192 

2,2300 

2,2407 

2,2513 










































IV. Funclongs trlgonometrlcas 
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V. Funclones exponejiclalevhlperbollcas y triflonomtftrlcas 


X 

e x 

e~* 

sh x 

ch x 

til X 

son x 

COS X 

0,0 

1,0000 

1,0000 

0,0000 

1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

0,1 

1,1052 




0,0997 

0,0998 

0,9950 

0,2 

1,2214 

0,8187 

0,2013 


0,1974 

0,1987 

0,9801 

0,3 

1,3499 

0,7408 

0,3045 


0,2913 

0,2955 

0,9553 

0,4 

1,4918 


0,4108 

1,0811 

0,3799 

0,3894 

0,9211 

0,5 

1,6487 


0,5211 

1,1276 

0,4021 

0,4794 

0,8776 

0,6 

1,8221 

0,5488 

0,6367 

1,1855 

0,5370 

0,5646 

0,8253 

0,7 

2,0138 

0,4966 

0,7586 

1,2552 

0,6044 

0,6442 

0,7048 

0,8 

2,2255 

0,4493 

0,8881 

1,3374 

0,6640 

0,7174 

0,6967 

0,9 

2,4596 

0,4066 

1,0265 

1,4331 

0,7163 

0,7833 

0,6216 

1,0 

2,7183 

0,3679 

1,1752 

1,5431 

0,7016 

0,8415 

0,5403 

1,1 

3,0042 

0,3329 

1,3356 

1,6685 

0,8005 

0,8912 

0,4536 

1,2 

3,3201 

0,3012 


1,8107 

6,8337 

0,9320 

0,3624 

1,3 

3,0693 

0,2725 

1,6984 

1,9709 

0,8617 

0,9636 

0,2675 

1,4 

4,0552 

0,2406 


2,1509 

0,8854 

0,9854 

0,1700 

1,5 

4,4317 

0,2231 

2,1293 

2,3524 

0,9051 

0,9975 

0,0707 

1,6 

4,9530 

0,2019 

2,3756 

2,5775 

0,9217 

0,9996 

-0,0292 

1,7 

5,4739 

0,1827 

•2,0456 

2,8283 

0,9354 

0,9917 

-0,1288 

1,8 

6,0496 

0,1653 

2,9422 

3,1075 

0,9468 

0,9738 

-0,2272 

1,9 

6,6859 



3,4177 

0,9562 

0*9463 

-0,3233 

2,0 

7,3891 

0,1353 


3,7622 

0,9640 

0,9093 

—0,4161 

2,1 

8,1662 

0,1225 

■' 1 » 

4,1443 

0,9704 

0,8632 

-0,5048 

2,2 

9,0250 

0,1108 

4,4571 

4,5679 

0,9757 

0,8085 

-0,5885 

2,3 

9,9742 



5,0372 

0,9801 

0,7457 

-0,6663 

2,4 

11,0232 

0,0907 

5,4662 

5,5569 

0,9837 

0,6755 

-0,7374 

2,5 

12,1825 

0,0821 



0,9866 

0,5985 

-0,8011 

2,6 

13,4637 


6,6947 

6,7690 

0,9890 

0,5155 

—0,8569 

2,7 

14,8797 

0,0672 


7,4735 

0,9910 

0,4274 

—0,9041 

2,8 

16,4446 

0,0608 

8,1919 

8,2527 

. 0,9926 

0,3350 

—0,9422 

2,9 

18,1741 



9,1146 

0,9940 

0,2392 

-0,9710 

3,0 

20,0855 

0,0498 



0,9950 

0,1411 

-0,9900 

3,1 

22,1979 


11,0764 

11,1215 

0,9959 

0,0416 

-0,9991 

3,2 

24,5325 


12,2459 

12,2366 

0,9967 

-0,0584 

-0,9983 

3,3 

27,1126 

'HXS . £ 

13,5379 

13,5748 

0,9973 

-0,1577 

-0,9875 

3,4 

29,9641 


14,9654 

14,9987 


—0,2555 

-0,9608 

3,5 

33,1154 

J 0,0302 

10,5426 

16,5728 

0,9982 

-0,3508 

—0,9365 


33-1016 
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VI. Curvas (para consulta) 



4. Grdfica de la 5. Curva de Agnesi 

funcidn fraccionariu 




6 . Parabola (rama suporior) 
y = Yi. 
















5!6 



11. Grafica de las funciones 
j/ = seci e y — cosec x. 




12. Grafica do las f unci ones trigonometricas inversas 
y = Arcson x e y=sArccos x. 




















51 y 



(para la raina dcreclia). 
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